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Beispiel 1 (5 Punkte).
Bestimmen Sie, fiir welche Parameter a € R die Funktion

z®sin(L) fir @ # 0,

fa5 [O,+OO[—>R, fa(x) = {O firx =0

Lipschitz-stetig ist, und geben Sie gegebenenfalls eine Lipschitz-Konstante an.

Losung.

Wir berechnen die Ableitung von f, auferhalb von 0 und finden fir alle x # 0:
fi(z) = az® sin(d) — 22 cos(2).

a < 0: Wir bemerken, daf$ die Funktion fir o < 0 im Nullpunkt nicht stetig und damit auch nicht
Lipschitz-stetig ist.

a > 2: Aus der Formel fir die Ableitung sehen wir, daf$ f! auf R\{0} fir o > 2 unbeschrankt ist, da

wegen lim,_,q %jy) =1
. / o . a—2 S A 1y —
zl—l>r£oo|fo‘(x)| = xl_l)r_{_looa? lazsin(L) — cos(L)| = +0

gilt. Daher ist f, fir a > 2 ebenfalls nicht Lipschitz-stetig.

0 < o < 2: Andererseits gilt fiir o € 0, 2[ fiir die durch z,, == 52— gegebene Nullfolge (z,)%_:

2mn
lim | f! (z,)| = lim |z, sin(+) — cos(+)| = lim o +00
n—o0 (e} n N o0 I%—a n Tn Ty n—o0 x%_a 9

so daf$ auch in dem Fall die Ableitung unbeschrinkt und die Funktion daher nicht Lipschitz-stetig ist.
a = 2: Es bleibt der Fall o = 2. Wir sehen, dafi fo im Nullpunkt differenzierbar ist mit

f2(0) = lim G = lim sin(1) = 0.

—0 x x—0

Somit ist die Ableitung wegen |sin(y)| < |y| fir alle y € R durch

lf5(x)| = |2xsin(%) fcos(%)| <3

beschrankt, weshalb fo mit der Lipschitz-Konstante 3 eine Lipschitz-stetige Funktion ist.
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Beispiel 2 (5 Punkte).
Bestimmen Sie die Grenzwerte der Funktionenfolgen

sin(£) .
—= f 0,
(a) (f) %y mit fo: R — R, fo(z) = { Foomers

1 fir z = 0,
(b) (gn)f=1 mit gp: ]07 1[ - R, gn(iL‘) = %

und geben Sie an, ob die Konvergenz gleichméfig ist.

Losung.

(a) Fiir 2 = 0 haben wir die konstante Folge (1)nen, also ist lim, o f,(0) = 1. Und fiir jeden Punkt
2 € R\{0} bekommen wir:

= lim sin(y)

lim f,(z) = lim
fula) tim 2

n—0o0 n—0o0

sin()
T i
n

was uns mit der Regel von de L’Hospital zu

bringt.

Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichméBig, da etwa

fn(mn) = sin(m) =0, also sup|fn,(x) — 1| = 1— f,(7n) =1 > 0 fir alle n € N\{0}
a zeR

gilt.
(b) Bekanntlich haben wir fiur jeden Wert z € |0, 1] den Grenzwert
lim g,(x) = lim {/z = 1.
Wiederum ist der Grenzwert jedoch nicht gleichméflig, da wir zum Beispiel die Abschéatzung

1 1
sup |gn(z) =1 =21 —gp(n™") =1— — > — fir alle n € N\{0, 1}
z€]0,1[ n 2

haben.
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Beispiel 3 (5 Punkte).
Bestimmen Sie

(a) alle lokalen Minimalstellen,
(b) alle lokalen Maximalstellen und

(c) alle globalen Extremalstellen

der Funktion

Fil-d ool » B, f@) == /la? — 1] - a”.

Losung.

Wir bemerken zuerst, dafl f auf]—%, +oo[\{1} beliebig oft differenzierbar ist. Die einzigen Kandidaten fir
Extremalstellen sind daher neben den kritischen Punkten von f in ]—%, +oo[\{1} der Randpunkt —% und
der singuldre Punkt 1.

o Die kritischen Punkte von f sind Lisungen x € |—%, +oo[\{1} der Gleichung

1 ..
0= f(a) = x(ﬁ—2> firxz>1,
—x (ﬁ—FQ) fir x < 1.
Fiir x > 1 bedeutet das > — 1 = i, also © = %\/5, und fir x < 1 haben wir die Lésung x = 0.

o Da wir aus der Darstellung der Ableitung sehen, daf f'(x) > 0 ist fir x € ]—3,0[ U ]1, £/5[ und
wir f'(xz) <0 haben fir x €]0,1[ U 13+/5, +o0[, so folgt, daf die lokalen Minima in —% und 1 sind
und die lokalen Mazima in 0 und % 5 zu finden sind.

o Wegen

lim f(z)=— lim 2? |[1- Y—— | = -
T——+00 T—+00 T

kann es kein globales Minimum geben. Fir das wegen der Stetigkeit von f zwangsliufig existierende
globale Mazximum kommen nur die beiden lokalen Maximalstellen 0 und % 5 in Frage und wegen

F3VE) =5 -2 =3 <1=40)

wird das globale Maximum daher nur im Punkt O angenommen.
Zusammenfassend haben wir also

(a) die lokalen Minimalstellen —3 und 1,
(b) die lokalen Mazimalstellen 0 und 1+/5 und

(¢) das globale Maximum in 0.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen

(a) i (arctan(n) — %>2n 2",

Losung.

(a) Aus dem Wurzelkriterium bekommen wir wegen

1
w
lim

( tan(n) W)Q"
e arctan(n 2 z

n—0o0

7 2
= lim (arctan(n) - 5) |zl =0<1,

daf} die Reihe fir beliebige Werte z € C konvergiert, der Konvergenzradius also 40 ist.

(b) Mit dem Quotientenkriterium folgt aus

@2n+1)2" T 4

L | 22 Cni2)! =

(1+5)2 2n+1)(2n —

n—oo (2n—1)2n—1 o o n—o0 (1 — ﬁ)?” 4(2n -+ 1)(211 + 2)

227 (2n)!

dafl die Reihe fiir |z| < e% konvergiert und fiir |z| > ;% divergiert, weshalb der Konvergenzradius

gerade ;% ist.
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Beispiel 5 (5 Punkte).
Berechnen Sie die Integrale

o] ex
(a) J;] mdﬂ? und

(b) Jol cos®(z)dz.

Losung.

(a) Wir schreiben das uneigentliche Integral in der Form

e e
J ———dz = lim J ———dz
o €'+ 1 b—w Jo e + 1

und substituieren y = e*, womit wir

b

Q0 eaj (<] 1 T
J ———dr = lim J ————dy = lim arctan(b) — arctan(l) = —
o €**+4+1 b J; Y2+ 1 b—w0 4

bekommen.

(b) 1. Variante: Wir integrieren partiell und finden
1

1 -
J cos®(z)dz = sin(1) cos?(1) + QJ cos(x) sin? (z)dz.
0 0

Setzen wir darin die fiir alle x € R geltende Identitit sin®(z) = 1 — cos?(x) ein, so erhalten wir
die Beziehung

' cos®(z)da = sin(1) cos?(1) + ' cos(x)dx = sin cos?(1) +
also

J cos®(z)dx = %sin(l)(cosQ(l) +2).
0

2. Variante: Verwenden wir die Identitdt
cos®(z) = (e + &) = 1(*" + e7?) + 3(e + e7) = 1 cos(3x) + 1 cos(z),

so bekommen wir direkt

[ eost@rar = L[ costamnaz + 3 [ costarz = 5 sings) + 3 sy
OCOS x .13—4 OCOb pigesi 4 OCO&Q? x—1251n 45111 .
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