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Beispiel 1 (5 Punkte).
Bestimmen Sie, für welche Parameter α P R die Funktion

fα : r0,`8r Ñ R, fαpxq :“
#

xα sinp 1
x q für x ‰ 0,

0 für x “ 0,

Lipschitz-stetig ist, und geben Sie gegebenenfalls eine Lipschitz-Konstante an.

Lösung.
Wir berechnen die Ableitung von fα außerhalb von 0 und finden für alle x ‰ 0:

f 1αpxq “ αxα´1 sinp 1
x q ´ x

α´2 cosp 1
x q.

α ď 0: Wir bemerken, daß die Funktion für α ď 0 im Nullpunkt nicht stetig und damit auch nicht
Lipschitz-stetig ist.

α ą 2: Aus der Formel für die Ableitung sehen wir, daß f 1α auf Rzt0u für α ą 2 unbeschränkt ist, da
wegen limyÑ0

sinpyq
y “ 1

lim
xÑ`8

|f 1αpxq| “ lim
xÑ`8

xα´2∣∣αx sinp 1
x q ´ cosp 1

x q
∣∣ “ `8

gilt. Daher ist fα für α ą 2 ebenfalls nicht Lipschitz-stetig.

0 ă α ă 2: Andererseits gilt für α P s0, 2r für die durch xn :“ 1
2πn gegebene Nullfolge pxnq8n“1:

lim
nÑ8

|f 1αpxnq| “ lim
nÑ8

1
x2´α
n

|αxn sinp 1
xn
q ´ cosp 1

xn
q| “ lim

nÑ8

1
x2´α
n

“ `8,

so daß auch in dem Fall die Ableitung unbeschränkt und die Funktion daher nicht Lipschitz-stetig ist.

α “ 2: Es bleibt der Fall α “ 2. Wir sehen, daß f2 im Nullpunkt differenzierbar ist mit

f 12p0q “ lim
xÑ0

f2pxq

x
“ lim
xÑ0

x sinp 1
x q “ 0.

Somit ist die Ableitung wegen |sinpyq| ď |y| für alle y P R durch

|f 12pxq| “
∣∣2x sinp 1

x q ´ cosp 1
x q

∣∣ ď 3

beschränkt, weshalb f2 mit der Lipschitz-Konstante 3 eine Lipschitz-stetige Funktion ist.
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Beispiel 2 (5 Punkte).
Bestimmen Sie die Grenzwerte der Funktionenfolgen

(a) pfnq8n“1 mit fn : RÑ R, fnpxq :“
# sinp x

n q
x
n

für x ‰ 0,
1 für x “ 0,

(b) pgnq8n“1 mit gn : s0, 1r Ñ R, gnpxq :“ n
?
x

und geben Sie an, ob die Konvergenz gleichmäßig ist.

Lösung.

(a) Für x “ 0 haben wir die konstante Folge p1qnPN, also ist limnÑ8 fnp0q “ 1. Und für jeden Punkt
x P Rzt0u bekommen wir:

lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

sinp xn q
x
n

“ lim
yÑ0

sinpyq
y

,

was uns mit der Regel von de L’Hospital zu

lim
nÑ8

fnpxq “ lim
yÑ0

cospyq “ 1

bringt.
Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichmäßig, da etwa

fnpπnq “
sinpπq
π

“ 0, also sup
xPR

|fnpxq ´ 1| ě 1´ fnpπnq “ 1 ą 0 für alle n P Nzt0u

gilt.

(b) Bekanntlich haben wir für jeden Wert x P s0, 1r den Grenzwert

lim
nÑ8

gnpxq “ lim
nÑ8

n
?
x “ 1.

Wiederum ist der Grenzwert jedoch nicht gleichmäßig, da wir zum Beispiel die Abschätzung

sup
xPs0,1r

|gnpxq ´ 1| ě 1´ gnpn´nq “ 1´ 1
n
ą

1
2 für alle n P Nzt0, 1u

haben.
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Beispiel 3 (5 Punkte).
Bestimmen Sie

(a) alle lokalen Minimalstellen,

(b) alle lokalen Maximalstellen und

(c) alle globalen Extremalstellen

der Funktion

f : r´ 1
2 ,`8r Ñ R, fpxq :“

a

|x2 ´ 1|´ x2.

Lösung.
Wir bemerken zuerst, daß f auf s´ 1

2 ,`8r zt1u beliebig oft differenzierbar ist. Die einzigen Kandidaten für
Extremalstellen sind daher neben den kritischen Punkten von f in s´ 1

2 ,`8r zt1u der Randpunkt ´ 1
2 und

der singuläre Punkt 1.

• Die kritischen Punkte von f sind Lösungen x P s´ 1
2 ,`8r zt1u der Gleichung

0 “ f 1pxq “

$

&

%

x
´

1?
x2´1 ´ 2

¯

für x ą 1,

´x
´

1?
1´x2 ` 2

¯

für x ă 1.

Für x ą 1 bedeutet das x2 ´ 1 “ 1
4 , also x “

1
2
?

5, und für x ă 1 haben wir die Lösung x “ 0.

• Da wir aus der Darstellung der Ableitung sehen, daß f 1pxq ą 0 ist für x P s´1
2 , 0r Y s1,

1
2
?

5r und
wir f 1pxq ă 0 haben für x P s0, 1r Y s 1

2
?

5,`8r, so folgt, daß die lokalen Minima in ´ 1
2 und 1 sind

und die lokalen Maxima in 0 und 1
2
?

5 zu finden sind.

• Wegen

lim
xÑ`8

fpxq “ ´ lim
xÑ`8

x2

¨

˝1´

b

1´ 1
x2

x

˛

‚“ ´8

kann es kein globales Minimum geben. Für das wegen der Stetigkeit von f zwangsläufig existierende
globale Maximum kommen nur die beiden lokalen Maximalstellen 0 und 1

2
?

5 in Frage und wegen

fp 1
2

?
5q “ 1

2 ´
5
4 “ ´

3
4 ă 1 “ fp0q

wird das globale Maximum daher nur im Punkt 0 angenommen.

Zusammenfassend haben wir also

(a) die lokalen Minimalstellen ´ 1
2 und 1,

(b) die lokalen Maximalstellen 0 und 1
2
?

5 und

(c) das globale Maximum in 0.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen

(a)
8
ÿ

n“0

´

arctanpnq ´ π

2

¯2n
zn,

(b)
8
ÿ

n“0

p2n´ 1q2n´1

22np2nq! zn.

Lösung.

(a) Aus dem Wurzelkriterium bekommen wir wegen

lim
nÑ8

∣∣∣∣´arctanpnq ´ π

2

¯2n
zn

∣∣∣∣ 1
n

“ lim
nÑ8

´

arctanpnq ´ π

2

¯2
|z| “ 0 ă 1,

daß die Reihe für beliebige Werte z P C konvergiert, der Konvergenzradius also `8 ist.

(b) Mit dem Quotientenkriterium folgt aus

lim
nÑ8

∣∣∣∣∣∣
p2n`1q2n`1

22n`2p2n`2q!z
n`1

p2n´1q2n´1

22np2nq! zn

∣∣∣∣∣∣ “ lim
nÑ8

p1` 1
2n q

2n

p1´ 1
2n q

2n
p2n` 1qp2n´ 1q
4p2n` 1qp2n` 2q |z| “

e2

4 |z|,

daß die Reihe für |z| ă 4
e2 konvergiert und für |z| ą 4

e2 divergiert, weshalb der Konvergenzradius
gerade 4

e2 ist.
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Beispiel 5 (5 Punkte).
Berechnen Sie die Integrale

(a)
ż 8

0

ex

e2x ` 1dx und

(b)
ż 1

0
cos3pxqdx.

Lösung.

(a) Wir schreiben das uneigentliche Integral in der Form
ż 8

0

ex

e2x ` 1dx “ lim
bÑ8

ż b

0

ex

e2x ` 1dx

und substituieren y “ ex, womit wir
ż 8

0

ex

e2x ` 1dx “ lim
bÑ8

ż eb

1

1
y2 ` 1dy “ lim

bÑ8
arctanpbq ´ arctanp1q “ π

4

bekommen.

(b) 1. Variante: Wir integrieren partiell und finden
ż 1

0
cos3pxqdx “ sinp1q cos2p1q ` 2

ż 1

0
cospxq sin2pxqdx.

Setzen wir darin die für alle x P R geltende Identität sin2pxq “ 1´ cos2pxq ein, so erhalten wir
die Beziehung

3
ż 1

0
cos3pxqdx “ sinp1q cos2p1q ` 2

ż 1

0
cospxqdx “ sinp1qpcos2p1q ` 2q,

also
ż 1

0
cos3pxqdx “ 1

3 sinp1qpcos2p1q ` 2q.

2. Variante: Verwenden wir die Identität

cos3pxq “ 1
8 pe

ix ` e´ixq3 “ 1
8 pe

3ix ` e´3ixq ` 3
8 pe

ix ` e´ixq “ 1
4 cosp3xq ` 3

4 cospxq,

so bekommen wir direkt
ż 1

0
cos3pxqdx “ 1

4

ż 1

0
cosp3xqdx` 3

4

ż 1

0
cospxqdx “ 1

12 sinp3q ` 3
4 sinp1q.
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