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Uberblick zum Thema

Kurvenuntersuchung
f

auch Funktionsuntersuchung genannt, da wir damit tblicherweise das Untersuchen von Funktionsgraphen meinen
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Der dargestellte Funktionsgraph modelliert das Profil eines Hiigels: ()

o Wo ist der tiefste Punkt?

e Wo ist der hochste Punkt? ;

o Wie misst man die Steigung in einem Punkt?

o Wo geht es am steilsten bergauf? - B
Die Differentialrechnung gibt ezakte Antworten auf diese Fragen. fl@)=—{5-2a°+ 5 a? - T «+ %j
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Uberblick

* Monotonieverhalten und Extremstellen
* Krimmungsverhalten und Wendestellen

* Asymptotisches Verhalten
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Monotonieverhalten

Rechts ist der Graph einer Funktion f im Intervall [0; 11] dargestellt.

f ist streng monoton steigend im Intervall [0; 2].
Das heifit, fiir alle z,y € [0;2] gilt: z <y = f(z) < f(y)

f ist monoton steigend im Intervall [0; 4].
Das heifit, fiir alle =,y € [0;4] gilt: z <y = f(z) < f(y)

f ist streng monoton fallend im Intervall [4;7].

Das heifit, fiir alle z,y € [4;7] gilt: 2 <y = f(z) > f(y)

f ist monoton fallend im Intervall [2; 11].
Das heifit, fiir alle z, y € [2;11] gilt: z <y == f(z) = f(y)

f ist konstant im Intervall [2;4].
Das heifit, fiir alle z,y € [2;4] gilt: f(z) = f(y)

[ £(2)
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Vorzeichen von f’ -~ Meonotonieverhalten von f

I#()

Fiir jede differenzierbare Funktion f gilt:

o Ist f'(z) > 0 fiir alle Stellen z eines Intervalls, so
ist f streng monoton steigend in diesem Intervall.

o Ist f'(z) < 0 fiir alle Stellen z eines Intervalls, so

ist f streng monoton fallend in diesem Intervall.

Das und mehr folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Sei f: |a;b] — R eine stetige Funktion,

die auf |a; b[ differenzierbar ist.

Dann gibt es eine Stelle s in |a; b[, sodass:

f(b) — f(a)
b—a

f'(s) =
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f(x)
Am Graphen der rechts dargestellten Funktion f sind
ein Hochpunkt H und ein Tiefpunkt T eingezeichnet.

Solche Punkte werden auch Extrempunkte genannt.
Die zugehorigen Stellen xy und 7 sind Extremstellen.

/ Joy £

In einem Hochpunkt ist der Funktionswert In einem Tiefpunkt ist der Funktionswert
lokal am grofiten. Es gilt also lokal am kleinsten. Es gilt also

flzn) = f(z) flzr) < f(x)

fiir alle z im Definitionsbereich nahe um zy. fiir alle z im Definitionsbereich nahe um z7.
Blicken wir nahe genug auf den Hochpunkt, Blicken wir nahe genug auf den Tiefpunkt
dann sehen wir keine grofieren Funktionswerte: dann sehen wir keine kleineren Funktionswerte:
1
®
H heifit deshalb auch lokales Maximum. T heifit deshalb auch lokales Minimum.

. /
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! Die dargestellte stiickweise lineare Funktion f ist im Intervall [1; 13| definiert:

o] f(a)

51 4 F N H Hochpunkt Tiefpunkt

4 ¢ f jald mein [ jald mein [J

3 E jald mnein O jald mein O

2 ! jall mein [ jald mnein O

1 b jad mnein [ jald mnein [

P L, jald mein O jald mein [

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 _ _ : :
jall mein [ jald mein [J

f ist an jeder Stelle im Intervall [1;13] stetig.

jald mein [ jald mein [J
f ist an den Knickstellen nicht differenzierbar.

jall mein [ jald mein [J

Was soll sonst die Tangente im Punkt B sein?

~| Q| QAT EDIQ T

jald mnein O jald mein [

Kreuze rechts an.

- J
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flz)
1. Ableitungstest (first derivative test): oy
q“‘i i
Sy 7 2

-

.-:;_:T_ -__— 5 -E

Sei f :]a;b[ — R eine differenzierbare Funktion

und zg in |a; b[. ol e
Wenn zg eine Extremstelle ist, dann gilt:

f'(zo) =0 -

p &

1} Tmax b
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Wenn zg eine Extremstelle einer differenzierbaren Funktion f ist, dann gilt f'(xzy) = 0.
Die waagrechten Tangenten im Hochpunkt H und im Tiefpunkt 7" sind im Bild unten angedeutet.

Aus f'(zg) = 0 folgt noch nicht, dass g eine Extremstelle ist:

Im Beispiel rechts gilt f/(2) = 0. Der Punkt S = (2| —1)
ist aber weder ein Hochpunkt noch ein Tiefpunkt.

Einen solchen Punkt nennt man Sattelpunkt.
Die zugehorige Stelle nennt man Sattelstelle.

Wenn f'(zq) = 0 gilt und zy keine Extremstelle ist, dann ist z eine Sattelstelle.
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Vorzeichenwechsel von f/ — Extremstelle von f -

Wenn f’ an der Stelle 2y das Vorzeichen von + auf — wechselt,
dann dndert f das Monotonieverhalten von 7 auf ™.

f hat also an der Stelle z( ein lokales Maximum.

Wenn f’ an der Stelle xy das Vorzeichen von — auf + wechselt,
dann andert f das Monotonieverhalten von ™, auf 7.

f hat also an der Stelle xp ein lokales Minimum.
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§6) 70 = o wechsell Vorzeilen vou ~ auf +

8/()(0)40 = ﬁ %&LLSC[# \/9/Z€IZL€m VO T 0\0{ -
g,(kp)>0
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Im Bild links gilt f/(z¢f%s 0 und f”(xo) > 0.

Dann andert f’ das Vbrzeichen von — auf +.

AT

+ Also hat f an der Stelle g ein lokales

£

Im Bild rechts gilt g’(xp) = 0 und g”(xo) < 0. z,

I

el f Dann andert g’ das Vorzeichen von + auf —.

Also hat g an der Stelle g ein lokales
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Fiir eine Funktion f gilt f'(z¢) =0 und f”(z9) = 0. Folgt daraus, dass f an der Stelle x .
...einen Sattelpunkt hat? ...ein lokales Minimum hat? ...ein lokales Maximum hat?
) — e — —
1) flz)== 2) flz)=2a" 3) flx)= -
2| f() 2 f(x) 2 f(x)
1 1 1
2 -1/0 1 2 2 -1 0 1 2 2 -1/0 1 2
-1 -1 -1
2 2 2
Gilt f'(xo) = 0 und f"(xg) > 0, dann hat f an der Stelle xp ein lokales Minimum.
Am Beispiel f(z) = 2* sehen wir allerdings, dass f an der Stelle zg ein lokales Minimum haben kann, obwohl f"(xg) = 0 gilt.
f""(x0) = 0 gilt, dann kann f dort einen Sattelpunkt, ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum haben.

Wenn f'(xo) =

-
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Mit Hilfe der zweiten Ableitung f” konnen wir das Kriitmmungsverhalten von f untersuchen.

1) Ist f”(x) > 0 fiir alle Stellen z eines Intervalls, so ist f’ streng monoton steigend in diesem Intervall.
Die Steigung von f wird in diesem Intervall also immer gréflier. Wir sagen auch:

Der Graph von f ist positiv gekriimmt.

Der Graph von f ist linksgekriimmt.

Ist der Graph eine Strafie in Vogelperspektive, dann fahren wir eine Linkskurve.

2) Ist f”(z) < 0 fiir alle Stellen x eines Intervalls, so ist f’ streng monoton fallend in diesem Intervall.
Die Steigung von f wird in diesem Intervall also immer kleiner. Wir sagen auch:

1=
J Der Graph von f ist negativ gekriimmt.

Der Graph von f ist rechtsgekriimmt.

Ist der Graph eine Strafie in Vogelperspektive, dann fahren wir eine Rechtskurve.

/
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