TEST, 24.02.2023 250114 KO Mathematik macht Freude

Name: Matrikelnummer:

1. HINWEISE

— Als Hilfsmittel ist nur ein einfacher Taschenrechner (nicht grafikféhig, kein CAS) erlaubt.

— Bei der Bearbeitung einer Teilaufgabe darfst du immer die zu zeigenden Behauptungen aller vor-
hergegangenen Teilaufgaben derselben Aufgabe verwenden, auch wenn du sie nicht bearbeitet hast.

— Arbeitszeit: 90 Minuten

— Jede der 5 Aufgaben ist 5 Punkte wert (ohne 9 - Bonuspunkte).

— Die mit ﬁ gekennzeichneten Unterpunkte sind jeweils 2 Bonuspunkte wert.

— Die besten 4 der 5 Aufgaben werden zur Beurteilung herangezogen.

2. AUFGABEN

Aufgabe 1. Lose die gegebene Gleichung tiber der Grundmenge R.

Vi+24+vVr—5—-vV2-2+21=0

Losung.

Vi+2+vVr—5=+v2-x+21
r+242-Vr+2-Vr—54+x—-5=2-x+21
Vr+2-vVr—5=12
(x+2) - (x—5)=144
*—3-x—154=0

=(z+11)-(z—14)
r=—11 oder z=14

P retrly

Probe: Der Ausdruck +/x + 2 ist nur fir x > —2 definiert.
Also kann z = —11 keine Losung sein.
Fir z = 14 sind alle Ausdriicke definiert und es gilt:

VIA+24V/14—-5—-+/2- 14421 =4+3—-7=0/

Die Gleichung hat also die Losungsmenge L = {14}. O
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Aufgabe 2. Der Kreis k und die Ellipse e mit

),

1 52
A
0

Losung.

>~

k: 2> +y*=25 e: 2 +2-(y—4)? =18

schneiden einander in 2 Punkten.

1) Berechne die Schnittpunkte S; und S.
2) Berechne den Inhalt F' der grau markierten Flache.

1) Wir multiplizieren aus und vereinfachen:

2+ y? =25
22 4+2-y2—-16-y = —14

Wir subtrahieren die obere Gleichung von der unteren Gleichung:

P —16-y=-39 <= ¢*—16-y+39=0 < y=3 oder y=13

=(y—3)-(y—13)

Wir setzen die beiden Losungskandidaten in die erste Gleichung ein:

22 +32=25 «— 1°=16 — zx=-4 oder z=14

12 +132 =25 <= 2?= —144 keine Losung in R

Das Gleichungssystem hat also die 2 Losungen S; = (—4 | 3) und S, = (4| 3).

2) Fir den im rechtwinkeligen Dreieck eingezeichneten Winkel « gilt: « = arctan (%) =53,13..°

(=

Y

(¢

K

0

Bl

Dieses rechtwinkelige Dreieck hat den Flacheninhalt F} = % = 6.
Der Kreissektor mit Radius » = 5 und Zentriwinkel « hat den

Flacheninhalt F; = ”55620'0‘ = 11,59....

Fiir den gesuchten Flacheninhalt gilt also:
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sin(z)

Aufgabe 3. Fir die Funktion f gilt: f(z) = tan(x) = @)
cos(z

1) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f'(x) = tan?(x) + 1 gilt.

2) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f”(z) = 2-tan®(x) + 2 - tan(z) gilt.

3) Ermittle reelle Zahlen a, b und ¢ so, dass f”(z) = a - tan*(z) + b - tan®(x) + ¢ gilt.
4) 97 Fiir die 42. Ableitung von f gilt:

U4 (x) = kys - tan® () + kyy - tan® (x) 4 kgo - tan® (z) + - - - + ky - tan'(x) mit k; € R

Ermittle den Koeffizienten ky3.

Losung.

1) Wir ermitteln f’ mit der Quotientenregel:

cos(x) - cos(x) — sin(x) - (—sin(z))  cos*(xz)  sin’(z)

fl(@) = =1+ tan’(z)

2) Wir ermitteln f” mit 1) und der Kettenregel:

cos?(x) ~ cos?(z)  cos?(x)

f"(x) = 2 -tan(z) - tan'(z) = 2 - tan(z) - [tan®(z) + 1] = 2 - tan®*(z) + 2 - tan(x)
3) Wir ermitteln f” mit 1), 2) und der Kettenregel:
f"(x) =6 - tan®*(z) - tan’(z) + 2 - tan’(z) =
= 6 - tan®(z) - [tan®(z) + 1] + 2 - [tan®(z) + 1] =
=6-tan*(x) + 8 - tan*(x) + 2

— a=6,b=8c=2
4) Aus der Kettenregel und 1) folgt fir alle n > 1:

[tan™(z)]" = n - tan" " (z) - tan’(z) = n - tan™ " !() - [tan®(z) + 1] =
=n-tan""(2) + n - tan" ()

Daraus folgt, dass der grofite auftretende Exponent mit jeder Ableitung um 1 gréfler wird,

und dass fiir den zugehérigen Koeffizienten in f*2) gilt:

kyz=1-2-3-...-42 = 42|
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Aufgabe 4. Fir die Funktion G gilt: G(z) =z -In(z) —

1) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass G'(x) = In(z) gilt.

Fir die Funktion f gilt: f(z) = e
Der Teil des Funktionsgraphen von f mit —a < x < a sowie die im Bild unten

senkrecht eingezeichneten Strecken mit x = 4a rotieren um die y-Achse.

2) Stelle mithilfe von a > 0 eine Formel fiir Y

das markierte Rotationsvolumen V;(a) auf.

3) Stelle mithilfe von a > 0 eine Formel fur o
das markierte Rotationsvolumen V5 (a) auf.
4) Vereinfache V(a) = Vi(a) 4+ Va(a) so weit wie moglich. Vi(a)
5) Ermittle den Grenzwert V' = lim V/(a). E— : S =

Losunyg.

1) Aus der Produktregel folgt: G'(z) =1 -In(z)+z -1 —1=In(z) v
2) Der Rotationskérper ist ein Drehzylinder mit Radius a und Hohe f(a) = e~®*. Daraus folgt:

Vila) =7-a? e

3) Fiir alle y mit e <y <1 gilt:

2

y=e " = In(y)=—-2° <= 2*=—-In(y)
Fir das Rotationsvolumen Va(a) gilt also:
1 1) 1
V()= [, ~In(y)dy 2 7o [~y () +4] | =

=m-[1+e™ (—a?) — ] =

2 _ 2
=r1—m-a’-e % —7-e "

4) Damit gilt:
V(a) = Vi(a)+ Va(a) =7 — -
5) Damit gilt:
V=IlmV@=r—7-0=m

a—00
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Aufgabe 5. Beim Gliicksspiel ,,Lotto 6 aus 45“ gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45
nummeriert sind.

Mit einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 von diesen 45 Zahlen. Zum Beispiel: {3,6, 23,26, 37,42}
Bei einer Lotto-Ziehung werden 6 der 45 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und aufsteigend sortiert.
Stimmen die Zahlen auf den 6 gezogenen Kugeln mit den 6 getippten Zahlen iiberein, gewinnt man

den Hauptpreis.

1) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass man mit einem Lotto-Tipp den Hauptpreis gewinnt.
Gib die Wahrscheinlichkeit als Verhéltnis ,,1 zu ...“ an.

Das Gliicksspiel ,,Lotto 2 aus n“ lauft nach dem gleichen Prinzip ab. Man gewinnt den Hauptpreis,

wenn die beiden Zahlen auf den gezogenen Kugeln mit den beiden getippten Zahlen iibereinstimmen.

2) Berechne die kleinste natiirliche Zahl n > 2, bei der die Wahrscheinlichkeit fiir den Hauptpreis

in ,,Lotto 2 aus n* kleiner als fiir den Hauptpreis in ,Lotto 6 aus 45“ ist.

Losung.

1) Es gibt (465) = 8145060 verschiedene Moglichkeiten, um aus den 45 Zahlen eine Menge von

6 Zahlen auszuwéhlen. Da jede dieser Moglichkeiten die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, ist die

Wahrscheinlichkeit fiir den Hauptpreis Wlom bzw. ,,1 zu 8145060 .

2) Es gibt (g) = % verschiedene Moglichkeiten, um aus den n Zahlen eine Menge von 2 Zahlen

auszuwahlen. Wir 16sen die folgende Ungleichung:
n-(n—1)

5 > 8145060 <= n®—n— 16290120 > 0

=f(n)

Die Funktion f ist eine quadratische Funktion, deren Graph eine nach oben offene Parabel ist.

Wir berechnen ihre Nullstellen mit der kleinen Losungsformel:

1 1

Die kleinste natiirliche Zahl n > 2, bei der die Wahrscheinlichkeit fiir den Hauptpreis in ,,Lotto 2

aus n‘ kleiner als fiir den Hauptpreis in ,,Lotto 6 aus 45 ist, lautet also n = 4037.
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