ProJEKT MMF AB — FUNDAMENTALSATZ DER ARITHMETIK

Fundamentalsatz der Arithmetik @MmF

Als Kinder lernen wir — so oder so &hnlich wie im Bild rechts dargestellt — ¥4 | =
die Primfaktorzerlegung. T ey

-

Tatséchlich steckt hinter dieser Methode der A X4=2-7 -
Fundamentalsatz der Arithmetik:

1) Existenz der Primfaktorzerlegung: Jede natiirliche Zahl n > 2 ist ein Produkt von Primzahlen.

2) Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung: Diese Primfaktorzerlegung ist fiir jede
natiirliche Zahl n > 2 eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Jedes Produkt von Primzahlen, das nicht genau aus den vier Faktoren 2, 2, 3 und 7 besteht, ist also ungleich 84.

Einen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Arithmetik findest du am Ende dieses Arbeitsblatts.

J
Vielfachheiten @_M mF

Meist sortieren wir die Primfaktoren aufsteigend und schreiben gleiche Primfaktoren als Potenz.

Zum Beispiel: 1176 =2-2-2-3-7-7=2%.31.72
Wir sagen auch: ,Die Vielfachheit der Primzahl 2 in 1176 ist 3.4

Folge von Vielfachheiten @M
mF

Die Primfaktorzerlegung jeder natiirlichen Zahl n > 1 hat eine Folge (v1, va,vs, . ..) von Vielfachheiten:

n=2".3%2.5% .7 .11% .13% . ... v; ist die Vielfachheit der i-ten Primzahl.
Die Vielfachheiten sind ganze Zahlen v; > 0, wobei nur endlich viele v; # 0 sind.
Zum Beispiel: 1176 =2%-.3'.59.72.119.13. ... = (v,) =(3,1,0,2,0,0,...)
Umgekehrt liefert jede solche Folge die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl:

(vn) = (3,1,0,2,0,0,...) = 23.31.50.72.119.13%. ... = 1176

Wir schreiben dafiir auch kurz: 1176 = (3,1,0,2,0,0,...)
/

Codierung & Decodierung ¢
i MmF

a) Zerlege 1400 in Primfaktoren. Gib die zugehorige Folge von Vielfachheiten an.

b) Welche natiirliche Zahl steckt hinter der Folge (0,4,2,0,0,...) von Vielfachheiten?

/
Vielfachheiten & Multiplikation @7Mmr
Die natiirliche Zahl a > 1 hat die Folge von Vielfachheiten (vy,ve,vs,...). a ™ (vy,v2,v3,...)
Die natiirliche Zahl b > 1 hat die Folge von Vielfachheiten (wq, wsa, ws,...). b (w, w2, w3, . ..)
Welche Folge von Vielfachheiten hat dann die Zahl a - b7
o %
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Vielfachheiten & Teilbarkeit @ MmF

Es gilt a = (v1,v2,v3,...) und b= (wy,ws,ws,...).

Mit den beiden Folgen von Vielfachheiten kénnen wir unmittelbar priifen, ob a ein Teiler von b ist:
a|lb < vi <w; und v2 <wz und vz <wg und

In diesem Fall gibt es eine natiirliche Zahl k mit b = a - k. Welche Folge von Vielfachheiten hat k?

%

Vielfachheiten & ggT/kgV %MmF
Ermittle die Primfaktorzerlegung vom ggT(a,b) und vom kgV(a,b).

a) a=2%-3>-7", b=22.31.5% b) a=3%-112, b=23.52.74
ggT(a,b) = ggT(a,b) =
keV(a,b) = kgV(a,b) =

/
Vielfachheiten & ggT/kgV @M
mF

Es gilt a = (v1,v92,v3,...) und b= (wy, wa, ws,...).
Mit den beiden Folgen kénnen wir also ggT(a,b) und kgV(a,b) unmittelbar berechnen:
1) ggT(a,b) = (min{vi, w1}, min{vsz, wa}, min{vs, ws},...)

2) kgV(a,b) = (max{vy, w1}, max{vg, wa}, max{vs, ws},...)

min{vi,w;} ist die kleinere der beiden Zahlen. (,Minimum*). max{v1,w;} ist die gréBere der beiden Zahlen. (,Maximum®*)

%
ggT(a,b) - kgV(a,b) =a-b @Mmr

Erkldre, warum ggT(a,b) - kgV(a,b) = a - b gilt.

Vielfachheiten & Teilerfremdheit @ MmF

Es gilt a = (v1,v2,v3,...) und b= (wq,ws, ws,...).

Wie kannst du mit den beiden Folgen unmittelbar priifen, ob a und b teilerfremd sind?

Teilerfremd heiit, dass a und b keinen gemeinsamen Teiler aufler 1 haben, also ggT(a,b) = 1.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

ProJEKT MMF AB — FUNDAMENTALSATZ DER ARITHMETIK

Gemeinsame Faktoren kiirzen @ MmF

s
Erklare, warum die beiden Zahlen gg%(avb) und WM teilerfremd sind.
/
Wo sind die Primfaktoren? @M“‘F
Begriinde die folgende Aussage: |a-b = n|b
& & 5 ggT(n,a) =1

%
Division @M mF

Begriinde die folgenden beiden Aquivalenzen:

1)

alb-c = 2

C

a | b a | c
ggT(a,b) | ggT(a,b) ggT(a,b)

Diese Eigenschaft wird sich am Arbeitsblatt — Kongruenz und Restklassen als niitzlich erweisen.

%
Lemma von Euklid QMmF

Das Lemma von Euklid ist eine grundlegende Aussage der Zahlentheorie:

,Wenn eine Primzahl ein Produkt von zwei Zahlen teilt, dann teilt sie mindestens einen der Faktoren.“
pla-b = pla oder p|b fiir alle Primzahlen p und a, b€ Z
Das Lemma von Euklid gilt dann auch fiir Produkte mit endlich vielen Faktoren:

pla-(b-¢c) = pla oder p|b-¢c = pla oder p|b oder p]lc
——

€L

»Wenn eine Primzahl p ein Produkt teilt, dann teilt p mindestens einen der Faktoren.“



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Kongruenz_und_Restklassen.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

PrRoOJEKT MMF AB — FUNDAMENTALSATZ DER ARITHMETIK

Lemma von Euklid (Beweis) @
(> - MmF

Wir beweisen das Lemma von Euklid ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden.
Tatséchlich ist die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung eine Folgerung aus dem Lemma von Euklid.

-

Warum folgt also aus p | a - b, dass die Primzahl p eine der Zahlen a oder b teilen muss?
Wenn p ein Teiler von a ist, dann ist nichts mehr zu begriinden.

Wenn p kein Teiler von a ist, dann gilt ggT(p,a) = 1, da p eine Primzahl ist.

1) Der Euklidische Algorithmus liefert ganze Zahlen r und s, fiir die gilt: p-r+a-s = ggT(p,a)

——
2) Wir multiplizieren mit b auf beiden Seiten der Gleichung: p-r-b+a-b-s=5b =1
3) Da p ein Teiler von a - b gibt es eine ganze Zahl k mit a-b=Fk-p.

Wir setzen ein: p-r-b+k-p-s=b = p-(r-b+k-s)=5b
Z
€

Wenn p kein Teiler von a ist, dann muss also p ein Teiler von b sein.

Existenz der Primfaktorzerlegung (Beweis) @—M
v mF

Warum kann jede natiirliche Zahl n > 2 als Produkt vom Primfaktoren geschrieben werden?

Indirekter Beweis: Angenommen, es gibt eine natiirliche Zahl > 2, die keine Primfaktorzerlegung hat.
1) Wahle unter allen solchen Zahlen die kleinste Zahl m, die keine Primfaktorzerlegung (PFZ) hat.
2) Dann kann m keine Primzahl sein. Denn jede Primzahl hat eine PFZ, namlich sich selbst.
3) Also gibt es natiirliche Zahlen ¢ und b mit m =a-b und 1 < a,b <m.  Sonst wire m eine Primzahl.
4) Dann miissen aber a und b jeweils eine PFZ haben. m ist ja die kleinste Zahl > 2 ohne PFZ.

5) Dann hat aber auch m eine PFZ: m = a-b = (PFZ von a) - (PFZ von b) 4 Widerspruch zu 1)
PFZ von m

Die Annahme war also falsch. Jede natiirliche Zahl n > 2 muss eine Primfaktorzerlegung haben.

Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (Beweis) o@—MInF
Warum ist die PFZ jeder natiirlichen Zahl n > 2 eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren?

Indirekter Beweis: Angenommen, es gibt eine natiirliche Zahl > 2 mit verschiedenen PFZ.

1) Wahle unter allen solchen Zahlen die kleinste Zahl m, die verschiedene PFZ hat:

m=pi-pz-...-pr=Fr-Po-...- P

2) Dann kann m keine Primzahl sein. Denn jede Primzahl hat eine eindeutige PFZ, ndmlich sich selbst.

Beide Zerlegungen haben also mindestens zwei Primfaktoren: r,s > 2

3) Es kann keine Primzahl in beiden Zerlegungen vorkommen.

Wenn eine Primzahl p in beiden Zerlegungen vorkommt, dann ist % eine kleinere Zahl als m, die verschiedene PFZ hat. 4
4) P1 ‘ m — pi1 ’Pl 'Pg . 'PS — P1 ‘ P1 oder P1 ’PQ oder --- oder P1 ’ Ps Lemma von Euklid
5) Wenn eine Primzahl eine Primzahl teilt, dann sind sie gleich. Sonst wire die gréfiere Zahl keine Primzahl.
6) Die Primzahl p; kommt also in beiden PFZ vor. % Widerspruch zu 3)

Die Annahme war also falsch.

Die PFZ jeder natiirlichen Zahl n > 2 muss bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig sein.

= %
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