ProJEKT MMF AB — GRENZWERT VON FOLGEN II

Harmonische Folge - %f
k
[ i MmF

Wir nehmen die Folge (a,,) mit a, = % genauer unter die Lupe: (a,) = (1, %, %, %, %, .. )

@100 Q2010 as a4 as a3 ay
& 0 005401 015 02 025 03 035 04 045 05 055 0.6 065 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1

ai000 @200 100 as0 a20

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065

Die Folge (a;,) hat vermutlich den Grenzwert a = 0. Aber was heifit das genau?

/)
e-Umgebung @_Mmr
Wir wéhlen eine Zahl a auf der Zahlengerade und eine positive Zahl €.

‘Wir denken bei € an eine kleine Zahl, zum Beispiel € = 0,1.

Die e-Umgebung von a besteht aus allen Zahlen, deren Abstand von a kleiner als ¢ ist.

Die e-Umgebung von a ist also genau

¥ ‘ A das Intervall Ja —e;a + /.

J
e-Umgebung % MmF
)

Zeichne die angegebene e-Umgebung von a auf der Zahlengerade ein.

o =

a) a=25, =02 1.7 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3

b) a=0, £=0,05 01 -008 -006 -004 -002 O 002 004 006 008 0.1

)
Grenzwert Q_M m F

Wenn wir sagen, dass eine Folge (a,,) den Grenzwert a hat, meinen wir damit ganz genau das Folgende:

»Zu jeder e-Umgebung von a gibt es ein Folgenglied, ab dem alle Glieder in dieser Umgebung liegen.“

Das muss fiir jede noch so kleine positive Zahl ¢ gelten.

S 9
P ¥ @ Wir sagen auch: ,, Fast alle Glieder liegen in der e-Umgebung“

a—¢& a a+e Mit fast allen Gliedern meinen wir alle bis auf endlich viele.

Wir schreiben dann lim a,, = a oder kiirzer a,, — a. Llimit* ist englisch fiir Grenze.
n—oo

/
Harmonische Folge — Grenzwert @ MmF

Die Folge (a,,) = (%) = (1, %, %, %, é, . ) hat den Grenzwert a = 0.

aipp a20 a1g as a4 as as aq

-0.15-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3 0.35 0.4 045 05 055 06 065 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1
e=0,15

Wenn ¢ = 0,15 ist, dann liegen ab dem 7. Folgenglied alle Folgenglieder in der e-Umgebung von 0.
Allgemein gilt fiir jede Zahl € > 0:

Wenn n > % ist, dann gilt 0 < % < g, also liegt a,, in der e-Umgebung von 0.

N )
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-

Gedampfte Schwingung — Grenzwert @M
mF

e~02 . cos (- n) hat den Grenzwert x = 0.

Die Folge (z1),,>¢ mit z, =

Wenn € = 0,2 ist, dann ist g = 0,22...

z(t) in dm
12 - noch nicht in der e-Umgebung von 0.
0.8 ) . .
Ti Wenn ¢ = 0,2 ist, dann ist 7 = —0,17...

04 /o\ L6 T3

¢ T i Sekund in der e-Umgebung von 0.
e 1 2 3 4 5 6 8 10 12 3 14
04 \/ \I'i T7 L9 Allgemein gilt fiir jede Zahl € > 0:

L5
08 v 3 Wenn n > lr;)(;)s ist, dann gilt |z,| < €.
&1

Beschranktes Wachstum — Grenzwert @MmF

Die Folge (1},),,>; mit T, =25 —19- e~ 00584(n=1) hat den Grenzwert T = 25.

. +30 Temperatur in °C Im Bild links ist die e-Umgebung
PP PP T T TN von 25 mit € = 2,5 eingezeichnet.
Tl e o1k Ty = 23,0 ) ) -
ceerett 30 =2L5... Erinnere dich, dass fiir alle
15 cort T Zahlen a >0 und z € R gilt:
10 ° 10 9.0 ...
.t a® >0
597, -6
Zeit in Minuten . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 Deshalb gilt T, <25 fiir alle n.

Wie grofl muss n sein, damit 7;, > 22,5 gilt?

25 —19. 6*0,0584(”71) > 925
25> 19 . ¢ 0,0584-(n—1)

2,5 —0,0584-(n—1)
R > e
19~ ¢

In <21’§) > —0,0584 - (n —1)
~———
=—2,028...
—2,028...
—0,0584

35,7...<n

[

Division durch negative Zahl

!

<n-—1

Ab dem 36. Folgenglied liegen also alle Folgenglieder in dieser e-Umgebung.

In(5)
~0,0584

Allgemein gilt fir jede Zahl € > 0: Wenn n > + 1 ist, dann liegt 7%, in der e-Umgebung von 25.

/
Folge ohne Grenzwert @ MmF

Die Folge (bn),>; = ((=1)"),>; = (=1,1,=1,1,...) hat gar keinen Grenzwert.

Erklare, warum 1 sicher nicht der Grenzwert von (by,) ist. % t—e——F——=o

-1 0 1

10,5; 1,5[ ist die e-Umgebung von 1 mit & = 0,5.
Es liegen unendlich viele Glieder auflerhalb dieser e-Umgebung.

1 ist aber ein sogenannter Haufungspunkt der Folge, denn jede e-Umgebung von 1 enthéalt unendlich viele Glieder. Ebenso —1.
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Es kann nur einen geben. @M
mF

Eine bestimmte Folge (a,) hat einen Grenzwert. Emil behauptet, der Grenzwert ist e = 2,7182....
Pia ist sicher, dass m = 3,1415... der Grenzwert ist. Kénnen Emil und Pia beide Recht haben?

O | o o | o
7 A4

T \ =4 T O
e=2718... m=3,141...

Wenn Emil Recht hat, dann miissen fast alle Glieder in ]3,0415...; 3,2415...[ liegen. (¢ =0,1)
Wenn Pia Recht hat, dann miissen fast alle Glieder in |2,6182...;2,8182...[ liegen. (¢ = 0,1)
Also konnen nicht beide Recht haben.

Wenn eine Folge einen Grenzwert hat, dann muss dieser Grenzwert also eindeutig sein.

)
Grenzwert co Q_M m F

Mit der Schreibweise

. 10001 @, = 2" *
lim a,, = o0 oder kurz a, — o©
n—oo 800
600
meinen wir, dass es zu jeder noch so grofien Zahl M ein Folgenglied gibt, sol M =400 -
ab dem alle Folgenglieder gréfler als M sind. 200 o
. . . o o o © ° ° n
Zum BelSplel: lim 2" = (0. ¢] 0 123456 7 8910
n—oo

)
Rechnen mit oo @7MmF

Fir die Folgen (uy,) bzw. (py) gilt: up, - 00  bzw. p, —»p>0

Trage den Grenzwert der jeweils zusammengesetzten Folge in das Késtchen ein:

i) pp-up — o0 i) —pp - up — —oo  iil) pp +uy = 00 iV) —pp + up — 0

/
Rationale Funktion % MmF
it
n?—2-n—10
Hinter der Folge (a,) mit a, = steckt eine sogenannte rationale Funktion.
0,007 - n 4 0,06
Pol funkti
1) Ermittle den Grenzwert von (ay,). Rationale Funktion = %
Hinweis: Hebe im Zahler n? und im Nenner n heraus und kiirze.
n?—2-n-10 n* (1-2-19) 1-2_18
ap = = 0.06 =n- ———506 — 00
0,007 -n+0,06  n- (0,007 + %2 0,007 + %96
—_———
HW
2) Ab welchem Folgenglied sind alle Folgenglieder grofier als 10007
ap >1000 <= n*=2-n—10>7-n+60 < n*—9-n—"70>0
Der Funktionsgraph von n + n? —9-n — 70 ist eine nach oben offene Parabel.
Wir berechnen ihre Nullstellen:
n2—9.n—70=0 < n=-5 oder n=14
| —
=(n+5)-(n—14)
Ab dem 15. Folgenglied sind also alle Folgenglieder gréfler als 1000.
o /
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0 2=7 ™ MmF

Antonia mochte wissen: ,Wenn 2-00 =00 und —2-00 = —oo ist, was ist dann Q- oo ?“

-

Mile meint: , Wir wissen doch schon seit Langem, dass 0 mal einer Zahl immer O ergibt.”

Tatséchlich ist aber bei Ausdriicken der Form ,,0 - co® jedes Ergebnis moglich:

42 1 1 1 1
a) —-n =42 b) - n =-=0 ¢ — nf=n—-00 d)-—— n’=-n—--00
n n n n n
~— —~~ ~— ~— ~—
—0 —o0 —0 —o0 —0 —o0 —0 —o0
J
Unbestimmte Ausdriicke Q_Mmr
Ausdriicke der Form
00 —00 +oo
i)0-00 1ii) 0 (—00 iii) — iv) — v) ——  wvi) ——  vii) oo —
) )0-(—00) i) o i) O v) oo vi) o i)

nennen wir auch unbestimmte Ausdriicke.

Behauptest du zum Beispiel ein stets richtiges Ergebnis fiir 0- oo zu kennen, dann zeige ich dir oben ein Gegenbeispiel.

Ausdriicke der Form % gehen betragsméaBig gegen oo. Ob der Grenzwert i) oo oder ii) —oo ist oder ob er iii) gar nicht existiert,
hiangt von der Nullfolge im Nenner ab. Zum Beispiel: i) an = % ii) b, = —% iii) cn = #
Beschranktheit
mF

Eine Folge (7,),>, heiit beschrénkt, wenn es Zahlen a und b gibt mit a < x, < b fiir alle n > 1.
Thre Folgenglieder liegen dann also alle im Intervall [a;d].

Die Zahl a nennen wir eine untere Schranke und die Zahl b eine obere Schranke der Folge.

Beschranktheit %{ MmF
1

Ist die Folge beschrankt? Falls ja, gib eine untere Schranke und eine obere Schranke an.
a) (a,) mit a, = % Beschriankt: 0 < % <1
b) (b,) mit b, = sin(n) Beschrankt: —1 <sin(n) <1
c) (¢,) mit ¢, =27 Unbeschrankt: 2" — oo
d) (d,) mit d, = (-0,99)" Beschrankt: —1 < (—0,99)" <1
e) (e,) mit e, =5-cos(n) Beschrankt: —5 < 5-cos(n) <5
£) (fn) mit f, =—-42-n Unbeschrankt: —42-n — —oo
g) (gn) mit g, = (=3)" Unbeschrankt: (—3)™ hat weder obere noch untere Schranken.

)
Monotoniekriterium &M m F

Die Folge (a,) ist monoton wachsend und beschrankt.

Dann hat die Folge (a,,) einen Grenzwert, ndmlich die kleinste obere Schranke der Folge. ,Supremum¢

Die Folge (by,) ist monoton fallend und beschrankt.

Dann hat die Folge (b,,) einen Grenzwert, ndmlich die grofite untere Schranke der Folge. HInfimum*

N )
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