ProJEKT MMF AB — KOMPLEXE ZAHLEN

Erweiterungen der Zahlenbereiche /fv MmF
1) Die Gleichung = + 4 = 0 hat in den natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} keine Losung.

Wir fiihren als Losung dieser Gleichung die ,neue“ Zahl —4 ein.

Wir erweitern N zum Zahlenbereich der ganzen Zahlen Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
2) Die Gleichung 3 -z = 2 hat in den ganzen Zahlen Z keine Losung.

Wir fiithren als Losung die ,neue“ Zahl % ein.

Wir erweitern Z zum Zahlenbereich der rationalen Zahlen Q = {¢ | a,b € Z,b # 0} . ,Bruchzahlen®
3) Die Gleichung 22 = 2 hat in den rationalen Zahlen Q keine Losung.

Wir fithren als Losung die ,neue Zahl /2 ein.

Die Gleichung 22 = 2 hat dann die beiden Losungen V2 und —V/2.

Wir erweitern Q um die irrationalen Zahlen zum Zahlenbereich der reellen Zahlen R.

Als Dezimalzahlen haben irrationale Zahlen unendlich viele Nachkommastellen und sind nicht periodisch.

Zum Beispiel: v/2 = 1,41421... oder 7 = 3,141 59.... Die reellen Zahlen sind genau alle Zahlen auf der Zahlengerade.

4) Erklire, warum die Gleichung 22 = —1 in den reellen Zahlen R keine Losung hat.
mal| 0 | +| —
x-x >0 firallex eR 3338
T Wir brauchen also eine ,neue® Zahl
Imaginire Einheit Q_Mmr
Die imaginire Einheit 4 ist eine Losung der Gleichung 2% = —1. Es gilt also: 42 =1 -
Die Gleichung 22 = —1 hat dann die beiden Loésungen 4 und —i.

Die imaginare Einheit ¢ ist keine reelle Zahl. Sie kann also nicht auf der Zahlengerade dargestellt werden.

Um sich ¢ vorstellen zu kénnen, erweitern wir die Zahlengerade zur Zahlenebene. Der Zahl ¢ entspricht dann der Punkt (0 | 1).

Komplexe Zahlen ngF
Jede Zahl z der Form z = a + b - ¢ mit reellen Zahlen a und b heifit komplexe Zahl.

Wir nennen a den Realteil von z und schreiben auch a = Re(z).

Wir nennen b den Imaginérteil von z und schreiben auch b = Im(z).
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C = {a+b-i | a,b € R} abgekiirzt.  ,Complex Numbers*

Komplexe Zahlen kommen zum Beispiel in der Elektrotechnik praktisch zum Einsatz.

Zur Unterscheidung von der elektrischen Stromstéarke ¢ wird die imagindre Einheit deshalb auch oft mit j abgekiirzt.

J

Zahlenebene %_M m F

Um negative Zahlen grafisch darzustellen, haben wir den Zahlenstrahl zur Zahlengerade erweitert.
Um komplexe Zahlen grafisch darzustellen, erweitern wir die Zahlengerade zur Zahlenebene:

Jeder komplexen Zahl entspricht dann genau Tm(2)
ein Punkt in der Zahlenebene und umgekehrt: ’ 2
Komplexe Zahl a +b-i +— Punkt (a|b) T ;
1
Zeichne die folgenden komplexen Zahlen rechts als Punkte ein. 2 ;
¥ 27 Re(z)
]_) z1=3+2-1 4) z2=—-14+3-1 7) z7 =4 5 4 3 2 1 0 T2 3 4 5
2) 2p=5-2-i 5) z5=-4+05-i 8) zg=4-i @ s |
Z6 x 22
3) z3=-3—i  6) z5=-1-25i 9) zg=—i B
\_ /
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Zahlenbereiche ‘%_M m F

Die Erweiterungen der Zahlenbereiche sind im Kreuze jeweils genau jene Zahlenbereiche an,
folgenden Mengendiagramm veranschaulicht: in denen die Zahl enthalten ist:
N zZ QW R|C
42 VIV VIV
Irrationale —3 VIV
Zablen 3,14 VvV
—4.,2 VAV
V3 vV
In Mengenschreibweise gilt: Vo Y
8/3 VI RVE V4
NCZCQCRCC —30/6 VIV
4—-2-4 ve
,Jede natiirliche Zahl ist auch eine ganze Zahl® 373 = 37250505 YAWAW;
»Jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl ’ ’
,Jede rationale Zahl ist auch eine reelle Zahl* m = 3,141 592653... v |V
,Jede reelle Zahl ist auch eine komplexe Zahl* —2-1 Ve

\

J
Rechenregeln
on £ MmF

Wir rechnen mit komplexen Zahlen genauso wie mit reellen Zahlen und Variablen.
Die folgenden Rechenregeln gelten fiir alle komplexen Zahlen x, y und z:

i) z4+y=y+z und z-y=y-x (Kommutativgesetze)
il) 24+ (y+2)=@+y)+z und z-(y-2)=(x-y) -2 (Assoziativgesetze)
i) z-(y+2)=z-y+x-2 (Distributivgesetz)

2:

Zusatzlich beachten wir, dass % —1 fiir die imagindre Einheit ¢ gilt.

%

Grundrechnungsarten -%_Mmr
Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 =4+2-7 und 20 =3—-5-1.

a) Stelle z1 + 29 in der Form a + b -4 dar.

) =T-3"i

t

21+20=(4+2-1)+ (83—

b) Stelle z; — 22 in der Form a + b -4 dar.

H—z=A+2-0)—(3=5-i)=14+7-i

c) Stelle z; - z9 in der Form a+b-i dar.

2129 =(44+2-1)-(3-5-1)=12-20-i+6-i—10- i* =22—14-§
et
=1

21 . . ) =
d) Stelle — in der Form a4+ b -4 dar. Hinweis: Um ZIZZ zu vereinfachen, multipliziere mit i:g; .
<2

Die Zahl ¢ — d-i heifit konjugiert komplexe Zahl von c+d-i.

21 4+2-0  (4+2-49)-(3+5-9) 124209469 +10-¢*

z» 3-5-i (3—5-9)-(34+5-i) 9+15-i—15-7—25-32
24264 2 26 . 1 13

34 34 s Tt
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Sinnlose Wurzelschreibweisen A_M m F

In manchen Biichern wird die Schreibweise /—1 = ¢ verwendet.

Mit dieser Schreibweise sind dann aber die Rechenregeln fiir Wurzeln nicht mehr alle giiltig.
i)Va-a=a ii)Va-b=a-Vb

Erweitert man diese Rechenregeln auf negative Zahlen a, folgt daraus der Widerspruch —1 = 1:

2yl V=D (-D)=vV1i=1

Auch die Schreibweise /—1 = 4 ist problematisch:
Ansonsten miisste konsequent auch /4 = +2 gelten, aber /4 = 2 ist eindeutig definiert.

Fiir alle nicht-negativen reellen Zahlen a und b gilt ndmlich:

Wir vermeiden daher bewusst Schreibweisen wie /—1 =14 oder v—1 = %17.

/
=1 G MmF

Berechne: (2-4)-(2-4) =4 i’ = —4 (=2-9) - (=2-i)=4-i? = —4

Die Gleichung z? = —4 hat iiber der Grundmenge C zwei Losungen,

namlich z1 =2-7 und 29 = -2 7.
Es gilt also: 22 = —4 z=421

Allgemein vereinbaren wir, dass +=+4/—a = £ - y/a fiir alle a > 0 gilt.

Die beiden Lésungen unterscheiden sich also nur um das Vorzeichen.

—

Mit dieser Vereinbarung kénnen wir die Lésungen solcher Gleichungen berechnen:

r=dV—Ad=4i-Vi=42.i

=4 =

)

Quadratische Gleichung »? ’
i MmF

Berechne die Losungen der quadratischen Gleichung 22 +4 -z 4 13 = 0 iiber der Grundmenge C.
Zeichne die beiden Losungen in der Zahlenebene rechts unten ein.

Kleine Losungsformel: p =4, ¢ = 13

2
i\/%—q:—2i\/4—1 = 24/ 9=-2+3.

= z1=—-2+314, 20=-2—-3-1

N3

21 = —

Grofle Losungsformel: a =1,b=4, c =13

bV —4-a-c  —4+/16-52
N 2.qa a 2 a

4436  —4£6-

— 243
2 2 !

21,2

— z1=—2+314, 20=—-2—-3-1

Quadratische Ergédnzung:
Im(z)

(2+22-224+13=0 < (2+2)0*=-9 —

<— z42=431 < z=-24+3-1

= z1=—-2+31, 20=-2—-3-1

Allgemein gilt fiir jede Polynomgleichung mit reellen Koeffizienten:

Wenn a + b- i eine Lésung der Polynomgleichung ist, dann ist auch

die konjugiert komplexe Zahl a — b -4 eine Losung dieser Gleichung.
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Kubische Gleichung «&
- i MmF

Berechne die Losungen der Polynomgleichung 2 - 22 — 20 - 22 + 58 - 2 = 0 iiber der Grundmenge C.
Zeichne die drei Losungen in der Zahlenebene rechts unten ein.

2.22-20-224+582=0 <+
2-(2:22-20-2458) =0 <=
2=0 oder 2-22—-20-2+58=0
— 21 =0

Grofle Losungsformel: a =2, b = —20, ¢ = 58

—bEVb2E—4-a-¢ 20++400—464 20+£+/—64 20+8-3 .
— 293 = = = = =5+£2-1
’ 2-a 4 4 4
Die 3 Losungen sind also z; =0, 20 =5+2-7und 23 =5 — 2 - 4.
5| Im(2)
4
3
€T
2 X
;
Z1 Re(z)
5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5
-1
2 :1:;;)(
-3
-4
-5

\

Fundamentalsatz der Algebra
2 MmF

Jede Polynomfunktion f vom Grad n hat genau n Nullstellen, wenn man Folgendes beachtet:

1) Nullstellen kénnen auch nicht-reelle Zahlen sein. Zum Beispiel:

f(x)
flx)=2*4+1
Die komplexen Zahlen x1 = ¢ und z9 = —i sind z
die Nullstellen dieser Polynomfunktion f vom Grad 2. J

2) Nullstellen kénnen auch mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

gx)=(x+1)-(x-2)-(x—2) =2 -3 22 +4

Aus dem Produkt-Null-Satz folgt, dass 1 = —1 und zo = x3 = 2
die Nullstellen dieser Polynomfunktion g vom Grad 3 sind.

Dabei ist die Zahl —1 eine einfache Nullstelle und die Zahl 2 eine doppelte Nullstelle.

Allgemein hat jede Polynomfunktion vom Grad n
h(z) =an 2"+ ap1- 2" P+ tay- 2t tarT+ag mit a1, as, ...a, €C, n>1, a, #0

genau n Nullstellen x1, xs, ..., z, € C, wenn man mehrfache Nullstellen entsprechend oft anschreibt.

Die Funktion h hat dann die folgende Linearfaktorform:
h(z)=an-(x—x1) - (x —22) - ... - (z —zp)

Mehr zum Lésen spezieller Polynomgleichungen tiber der Grundmenge R findest du am Arbeitsblatt — Polynomfunktionen.

Mehr zum Losen spezieller Polynomgleichungen iiber der Grundmenge C findest du am Arbeitsblatt — Polarform.
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