ProJEKT MMF

AB — KREISSATZE

Seien AB bzw. C'D zwei Sehnen eines Kreises, die einander im

Inneren des Kreises im Punkt P schneiden. Dann gilt:
AP.PB=CP-PD

Schneiden einander zwei Sehnen, so ist das Produkt der Sehnenabschnitte gleich.

1) Erklare, warum Z/DAP = /PCB gilt.
LDAP =/DAB und /ZPCB=/DCB

Peripheriewinkelsatz iiber Sehne D B:

/DAB = /DCB

2) Folgere daraus, dass die beiden Dreiecke PBC und PAD

ahnlich sind.

ZBPC = ZAPD (Scheitelwinkel)

Die beiden Dreiecke stimmen in zwei (und wegen der Win-
kelsumme im Dreieck somit in allen drei Winkeln) iiberein

und sind daher zueinander &hnlich.

Aufgrund der Ahnlichkeit gilt nun

Sehnensatz @M m F
C
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ap_cp

PD  PB
und durch Multiplikation ist der Sehnensatz gezeigt. )
Umkehrung des Sehnensatzes Mmr

\

Seien A, B, C und D vier Punkte, von denen keine drei auf einer gemeinsamen Geraden liegen und fiir

die AP-PB=CP-PD gilt.

Dann liegen die 4 Punkte auf einem gemeinsamen Kreis.

Beweis. Die drei Punkte A, B und C liegen nicht auf einer gemeinsamen Geraden und bestimmen

somit einen eindeutigen Kreis k, den Umkreis des Dreiecks. Wir bezeichnen den zweiten Schnittpunkt

der Gerade C'D mit dem Kreis k£ mit D.
Wegen des Sehnensatzes gilt:

AP-PB=CP-PD
Wegen der Voraussetzung gilt gleichzeitig auch
AP-PB=CP-PD=CP-PD

und somit ist D = D. Also liegt auch D auf dem Kreis k.
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PROJEKT MMF AB — KREISSATZE

Sehnensatz )% MmF
it
Aufgabe 1. Die beiden Sehnen AB und CD des Kreises k mit Mittelpunkt M schneiden einander im

Punkt P und stehen normal aufeinander. Es gilt:

CP=+v133—-5, PD=+v133+4+5 wund AP=6

Bestimme den Radius r des Kreises k.

CP-PD = ((V133-5) - (VI33+5)) = 108
_ 105 _
=5
Normale nap auf Sehne AB durch Mittelpunkt M halbiert
die Sehne:

= PB 18 (Sehnensatz)

AP+ PB

BMap = 5

12

Analog: Normale auf C'D durch M schneidet CD in M¢op.

PM¢p = CMep — CP =+/133— (V133 —-5) =5

Viereck MM apPMcp besitzt 3 rechte Winkel, ist somit ein
Rechteck. Also MMap = PMap = 5.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

r=MB=/(MapB)? + (MMAB)? = V169 = 13
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Sekantensatz @M m F
K

Sei k ein Kreis und P ein Punkt aulerhalb des Kreises. Die Gerade g
durch P schneide k£ in den beiden Punkten G; und Gs und die
Gerade h durch P schneide k£ in den Punkten H; und Hs.

Dann gilt:

PG, - PG, = PH; - PH»

Schneiden einander zwei Sekanten auflerhalb des Kreises, so ist das Produkt der Sekantenabschnitte, gemessen von diesem

Schnittpunkt aus, bei beiden Sekanten gleich grof.

Erklédre mithilfe der Skizze, warum die beiden Dreiecke PG1Ho und PGoHq dhnlich sind.

/H1HsGy = H1G2G1 (Peripheriewinkel iiber Sehne G1Hj)
ZHlHQGl = ZPHQGl und ZHlGQGl = ZHlGQP

Die beiden Dreiecke stimmen auch im Winkel in P tiberein.
Sie stimmen also auch im dritten Winkeln tberein (Winkelsumme

im Dreieck).

Somit sind sie zueinander ahnlich.

Erkldre nun, warum
PGy - PGy = PH, - PHs

gilt.
Verhéltnisse in ahnlichen Dreiecken:

PGy PH;
PH, PG,

PG, - PGy = PH; - PHy (ausmultiplizieren)
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Sekantensatz )% MmF
4 N
Aufgabe 2. Sei AB eine Sehne der Linge 16 des Kreises k mit Radius r. Der Punkt P liegt auf AB
tiber B hinaus. Es gilt:

AB=16, PB=9, wund PM =25

Bestimme r.

Wir berechnen die Lidnge von PA:
PA=PB+AB=164+9=25

Wir verlangern PM und nennen die beiden Schnittpunkte der
Gerade PM mit dem Kreis C bzw. D.

PB-PA=9-25=PC-PD (Sekantensatz)

Mit PC = PM —r und PD = PM +r:

25-9=(25—71)-(25+7r) < 225=625—1r>=r =20

N J
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AB — KREISSATZE

Sekanten-Tangentensatz @M
mF

-

durch P schneide k in den beiden Punkten G und G9 und die

Sei k ein Kreis und P ein Punkt auflerhalb des Kreises. Die Gerade g G SN 77771731
/7//!7\\x\ ,
Tangente t durch P bertihre den Kreis im Punkt T “// \\‘ /t

Dann gilt: \\ V
PG, - PGy = PT? \k\\ . / .

Das Produkt der Sekantenabschnitte, gemessen von einem Punkt auflerhalb des Kreises ist gleich grofl wie das Quadrat des Tangen-

tenabschnitts von diesem Punkt.
Erkldre mithilfe der Skizze, warum die beiden Dreiecke PG1T und PGoT dhnlich sind.
Wir zeichnen die Strecke G171 ein.

/PTGy = ZTG2G1  (Sehnentangentenwinkelsatz)

LTGGy = LT G P

stimmen die beiden Dreiecke in zwei Winkeln {iberein und sind

somit zueinander ahnlich.
Erkldre nun, warum

PG, - PGy = PT?

gilt.
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke stimmen die Seitenverhéltnisse iiberein
PG, PT 9
—— = —— <= PG, - PGy =PT
PT — PGy b
\_
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Sekanten-Tangentensatz %/
°F
~ - MmFE
Aufgabe 3. Gegeben sind ein Kreis k, eine Sehne AB von k und ein Punkt P, der auf der Geraden AB

tiber B hinaus liegt. Wir bezeichnen den Berihrpunkt einer der Tangenten an k durch P mit T. Die

Strecke AB ist achtmal so lang wie BP. Bestimme — ich

Wir bezeichnen die Lénge BP mit x. Dann ist AB = 8z und
PA =9zx.

Wir wissen

PB-PA = PT? (Sekanten-Tangentensatz)

/
Also
92°2 = PT? = PT = 3z

Damit
/ e 3
AB 8
J
5
> MmF

Eine Sehne eines Kreises ist 14 ¢cm lang. Um wie viel muss sie verldngert werden, damit die Tangente
von diesem Endpunkt 24 cm lang ist?
Wir verlingern die Sehne um z. Es gilt = - (z + 14) = 242 (Sekanten-Tangentensatz). Da x > 0 folgt

r = 18 cm.

3 MmF
Gegeben sind ein Kreis mit Radius 7 = 25 ¢m und ein Punkt P, der 31 cm vom Mittelpunkt des Kreises
entfernt ist. Von P aus wird eine Sekante zum Kreis gezogen, deren duflerer Abschnitt um 4 cm langer
ist als der innere. Wie lang ist die so entstandene Sehne?
Die Lénge der Sehne sei x. Dann gilt (x +4) - (22 +4) = (31 — 25) - (31 + 25) (Sekantensatz) und da

x > 0 somit £ = 10cm

/
&
}‘3{ MmF
Gegeben sind ein Kreis k und ein auflerhalb von k liegender Punkt P. Die Gerade g durch P schneidet k
in den Punkten G; und G5 und die Gerade h durch P schneidet k£ in den Punkten H; und Hs. Die
Tangente t von k durch P beriihrt den Kreis k£ im Punkt 7'. Die Strecke PGy ist 4 cm und es gilt, dass
3-PH; = PGy = H1H>.
Bestimme die Lénge der Strecke PT.
Aus PG; - PGy = PH; - PHy (Sekantensatz) folgt PH; = 3 cm.
Da PG - PGy = 36 = PT? (Sekanten-Tangentensatz) folgt PT = 6 cm.
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-

Schmetterlingssatz )%/ MmF
)

Gegeben ist ein Kreis k und eine Sehne ST'. Die beiden Sehnen AB
und C'D schneiden einander in Mgr, wobei A und C' auf derselben
Seite von ST liegen. Die Schnittpunkte von ST mit AB bzw. CD
seien P und Q.

Zeige, dass Mg auch der Mittelpunkt von PQ ist.

Beweis. Sei M der Mittelpunkt von k. Spiegle C' an M Mgz, und nenne diesen Punkt C.

Wir zeigen: APMgrC = AQMgrC.

/PMgrC = CMgrQ (Scheitelwinkel).

/CCMgsr = /PMgrC = QMs1rC = MgrCC (Parallelwinkel).

CMgsr = C'"MST (M Mg ist Streckensymmetrale von CC')

£ZBAD = ZBCD (Peripheriewinkelsatz tiber Sehne DB).

/BAD = /BCD = /ZQCMgr

Noch zu zeigen: ZMgrCP = /BAD, dann nach WSW-Satz Kongruenz der beiden Dreiecke PMg7rC
und QMgrC.

/DAC = /DCC (Peripheriewinkelsatz iiber Sehne CD).

/DAC = /PMg7C, also liegen P, C, A und Mgy auf einem gemeinsamen Kreis &’ (Umkehrung
Peripheriewinkelsatz)

/MgsrCP = ZBAD (Peripheriewinkelsatz in k" iiber Sehne CP) O

J
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