ProJEKT MMF AB — LAPLACE-EXPERIMENTE

Verhidltnisse f'} MmF

Umgangssprachlich werden Verhéltnisse ,,a zu b* bei Gliicksspielen auf 2 verschiedene Arten verwendet:

-

1) Gewinnwahrscheinlichkeit 1:6  (,,giinstig zu moglich®)

Zum Beispiel: Du méchtest mit einem gewthnlichen Spielwiirfel einen Sechser wiirfeln.
Es gibt 6 mégliche Wiirfelergebnisse. Nur 1 Ergebnis davon ist fiir dich giinstig.

T

Wir sagen: ,,Die Gewinnwahrscheinlichkeit ist 1 zu 6.
2) Chance 50 : 50  (,glinstig zu ungiinstig*)

Zum Beispiel: Du wirfst eine gewohnliche Miinze und mochtest, dass die Miinze auf \

der Seite ,,Zahl“ landet. Es gibt also 1 giinstige Seite und 1 ungiinstige Seite. \ _/ Y.

Wir sagen: ,,Die Chancen stehen 50 zu 50.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung meinen wir bei Verhéltnissen immer ,,giinstig zu moglich®

J
Laplace-Wiirfel
P M mF

Ein Laplace-Wiirfel ist ein fairer 6-seitiger Wiirfel, dessen Seiten mit den Zahlen von 1 bis 6
durchnummeriert sind. Wir sagen auch: ,Der Wiirfel hat die Augenzahlen von 1 bis 6. SISl
‘ -
Fair bedeutet, dass jede der 6 Seiten gleich wahrscheinlich ist (,,1 zu 6“) und dass bei mehrmaligem Wiirfeln die ‘\i'
Wiirfelergebnisse voneinander unabhdngig sind: Wiirfelst du zum Beispiel die Augenzahl 6, dann ist auch beim
nachsten Wurf wieder jede Augenzahl gleich wahrscheinlich. Faire Wiirfel haben kein geheimes Gedéchtnis eingebaut.
a) Du wirfst einen Laplace-Wiirfel. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, . ..
...eine gerade Zahl zu wirfeln? ... mindestens die Augenzahl 2 zu wiirfeln?
,3zu6“=3:6 ,DzZu6“=5:6
b) Du wirfst 2 Laplace-Wiirfel und berechnest die Augensumme (Summe der beiden Augenzahlen).
Trage in der Tabelle rechts die Augensummen ein. E E E E [
Vor dem Wiirfeln wettest du auf eine Augensumme. ]2 3 | 4|5 |6 7
Du gewinnst, wenn du die Augensumme richtig ﬂ 3 4 5 6 7 8
errdtst. Auf welche Augensumme solltest du tippen? E 4 5 6 7 3 9
5 6 7 8 9 10
Fiir die Augensumme 7 gibt es E )
die meisten Kombinationen. _ 6 7 8 9 10 ] 11
Gewinnwahrscheinlichkeit: ,,6 zu 36 nm@! 7 8 9 10 ] 11 | 12
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Laplace-Wiirfeln . . .
...die Augensumme 6 zu wiirfeln? ...die Augensumme 7 oder 8 zu wiirfeln?
,0zZu 36“=>5:36 »11 zu 36“=11:36
...eine durch 3 teilbare Augensumme zu wiirfeln? ...eine gerade Augensumme zu wiirfeln?
, 12 zu 36“ =12 : 36 » 18 zu 36“ =18 : 36
...eine durch 3 teilbare oder gerade Augensumme zu wiirfeln?
»24 zu 36“ = 24 : 36
c) Ich wirfle geheim mit zwei Laplace-Wiirfeln.
Vom Wiirfelergebnis verrate ich dir nur so viel: ,Die Augensumme ist grofler als 8.
Mit diesem Wissen im Hinterkopf: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, . ..
...dass die Augensumme 12 ist? ...dass ein Wiirfel einen Dreier zeigt?
,1zul0“=1:10 ,2zu 10“ =2:10
...dass die Augensumme hochstens 10 ist? ...dass die Augenzahlen verschieden sind?
, 7 zul0“="7:10 ,8zul0“=8:10
N J
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Empirisches Gesetz der grofien Zahlen
QMmI-‘

Wir werfen einen Laplace-Wiirfel n Mal und zédhlen mit, welches Wiirfelergebnis wie oft auftritt.

Die relativen Haufigkeiten der Augenzahlen stellen wir in einem Sdulendiagramm dar:
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Wir beobachten, dass sich die relative Haufigkeit jeder Augenzahl fiir grofler werdendes n stabilisiert:
1
Rel. Haufigkeit von [ ~ Wahrscheinlichkeit von =,lzu6“=1:6= = 16,66...%

Es kann auch mit einem fairen Wiirfel passieren, dass wir in einer Glicksstrahne einen Sechser nach dem anderen wiirfeln.

Allerdings beobachten wir eine solche Ergebnisfolge nach dem Empirischen Gesetz der groflen Zahlen im Normalfall nicht.

Mehr zur Berechnung solcher Wahrscheinlichkeiten findest du am Arbeitsblatt — Baumdiagramme und Zufallsvariablen.

Laplace-Experimente
2 MmF

Ein Zufallsexperiment kann verschiedene Ergebnisse haben. Das Ergebnis ist im Vorhinein nicht bekannt.

Ein Zufallsexperiment heifit Laplace-Experiment, wenn es die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:
1) Es gibt nur endlich viele Ergebnisse.
2) Jedes dieser Ergebnisse tritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein.
Zum Beispiel gibt es beim Wurf eines Laplace-Wiirfels 6 mogliche Ergebnisse: [ -, [. |, [, [- 2], [=2], [ 3]
Jedes dieser Ergebnisse tritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit % ein.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiirfelte Augenzahl mindestens 5 ist, gilt:

Anzahl giinstige Ergebnisse 2 33.33... %
Anzahl moégliche Ergebnisse T U 0)

= J

-
Roulette M mF

Beim Roulette gibt es 37 Felder, die mit den Zahlen von 0 bis 36 durchnummeriert sind.

Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein Feld ist griin.
Mit einer Kugel wird ein Feld nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt.

Eine Auswahl nach dem Zufallsprinzip ist fair: Alle moglichen Ergebnisse werden mit
gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt. Das gilt auch bei wiederholter Durchfithrung des

Zufallsexperiments. Die Roulette-Kugel hat kein geheimes Gedéchtnis eingebaut.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...
1
1) ...das griine Feld ausgewéahlt wird: 37 = 2,70... %

18
2) ...ein rotes Feld ausgewéhlt wird: 3= 48,64... %

12
3) ...ein Feld mit einer Zahl von 1 bis 12 ausgewéhlt wird: 37 = 32,43... %
- J
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Zufallsgenerator '?\ ‘
1 MmF

Ein Zufallsgenerator erzeugt nach dem Zufallsprinzip eine natiirliche Zahl von 1 bis 420.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl ...

9
1) ...ecinstellig ist: 0= 2,14... % int getRondomNumber ()
90 return Y: // chosen by fair dice roll.
2) ...zweistellig ist: 120 — 21,42... % ; / quarasteed to be random.
I 1 |
3) ... dreistellig ist: EO =76,42... % Quelle: https://xked.com/221

J
1zu... @Mml:

Lukas kann sich unter der Wahrscheinlichkeit p = 0,042 % = 0,000 42 wenig vorstellen.
Um die Wahrscheinlichkeit p als Verhéltnis 1 : x darzustellen, 16st er die folgende Gleichung;:

Wahrscheinlichkeit
04

1 1
p=— <= x=-=23309..

x P 02
—b—l_ Erfolge unter 2381 Versuchen
0

Die Wahrscheinlichkeit p betragt also rund 1 zu 2381. o 1 5 3 4 5 6 7 8 & 10 11 n

Wird der Versuch 2381 Mal durchgefiihrt, tritt das Ereignis mit Wahrscheinlichkeit p = 0,042 % durchschnittlich 1 Mal ein.
Es kann bei den 2381 Versuchen aber auch kein einziges Mal eintreten oder 2 Mal oder 3 Mal, ..., oder 2381 Mal.

Mehr zur Berechnung solcher Wahrscheinlichkeiten findest du am Arbeitsblatt — Binomialverteilung.

)
Kombinatorik M m F

Zur Stundenwiederholung werden aus einer Klasse mit 28 Schiiler*innen
insgesamt 5 verschiedene Schiiler*innen nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, um aus 28 Personen eine Gruppe von 5 Personen auszuwéhlen?

28! 28
o3l |5 ) = 98280

Die beiden Schiilerinnen Melanie und Stefanie aus dieser Klasse wollen wissen:
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ...

1) ...sie beide nicht zur Wiederholung ausgewéhlt werden?
(26) Melanie und Stefanie sollen nicht ausgewahlt werden.
5/ 66,93... % Die 5 Schiiler*innen miissen also aus den anderen 26 Schiiler*innen ausgewahlt werden.

(3)

2) ...sie beide zur Wiederholung ausgewihlt werden?
(26) Melanie und Stefanie sollen beide ausgewédhlt werden.
258 = 2’64 % Es miissen also noch 3 Schiiler*innen aus den anderen 26 Schiiler*innen ausgewéhlt werden.
(5)
3) ...genau eine von ihnen zur Wiederholung ausgewéhlt wird?
2% Fallunterscheidung:
(4) ’ 07 Entweder die Gruppe besteht nur aus Melanie und 4 der 26 anderen Schiiler*innen.
)% 3042, %

(28) Oder die Gruppe besteht nur aus Stefanie und 4 der 26 anderen Schiiler*innen.
5
Oder: 100% — 66,93... % — 2,64... % = 30,42... %

Hier berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten durch Abzéhlen der giinstigen bzw. moéglichen Ergebnisse.

Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen wir auch mithilfe sogenannter Baumdiagramme berechnen.

Es héngt von der Aufgabenstellung ab, welcher der beiden Losungswege effizienter ist.
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Galton-Brett m m F

Jedes Mal, wenn die oben eingeworfene Kugel auf einen Nagel @ trifft,
fallt sie nach dem Zufallsprinzip entweder nach links oder nach rechts.

Ein moglicher Weg, bei dem die Kugel im Fach 2 landet, ist eingezeichnet.
Wie viele mégliche Wege gibt es, bis die Kugel
schliefflich in irgendeinem der 6 Féacher landet?

2.2.2.2.2=2°=232

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel ...
1) ...im Fach 0 landet?
2) ...im Fach 1 landet?
3) ...im Fach 2 landet?

1) i =3.125 (y Jeder Weg ist eine Abfolge von insgesamt 5 Schritten nach links oder nach rechts.
32 7 ¢ Der eingezeichnete Weg kann zum Beispiel so codiert werden: (L, R, L, L, R)
Die Wege in Fach 2 sind genau jene, die aus drei L und zwei R bestehen.
2) i — 15.625 % Deshalb gibt es 2,5—'3, = (3) = 10 Wege in das Fach 2.
32 ’
() _ 10
3) % =5 31,25 % Oder: 50 % — 3,125 % — 15,625 % = 31,25 %

Kein Laplace-Experiment
Gf:_ll\'lml'-'

Wir werfen gleichzeitig zwei nicht unterscheidbare faire Miinzen hoch in die Luft.
Nach der Landung am Boden kénnen wir 3 mogliche Ergebnisse beobachten:
i) 2 Mal Kopf ii) 1 Mal Kopf und 1 Mal Zahl iii) 2 Mal Zahl

Diese 3 beobachtbaren Ergebnisse sind aber nicht gleich wahrscheinlich.
Eine Simulation legt nahe, dass sich die relativen Haufigkeiten bei 25 % /50 %/25 % stabilisieren:

o8 I’{Lci\tli(\)'c Hiufigkeit o8 R,cllzii\l'goHéiuﬁgkoit OG_ARolativo Héiufig,ll((‘i:t 1000
055 * 0ss{ * 055{ ° .
05 05 05
045 0.45 0.45
0.4 04 04
0.35 035 035
03 03 e 03
0.25 025 025 e JE—
02 02 02
0.15 0.15 0.15 |
0.1 0.1 0.1
o 20% 40% 40% | Wurfergebnis oo 28% 4% 31% | Wurfergebnis il 25.6% 50% 24.4% | Wurfergebnis
2 Mal Kopf 1 Mal Kopf 2 Mal Zahl ° 2 Mal Kopf 1 Mal Kopf 2 Mal Zahl ° 2 Mal Kopf 1 Mal Kopf 2 Mal Zahl
1 Mal Zahl 1 Mal Zahl 1 Mal Zahl

Warum sind die drei beobachtbaren Ergebnisse nicht gleich wahrscheinlich?

Markiert man eine Miinze zum Beispiel mit einer Farbe, dann gibt es 4 (tatséchlich) gleich wahrschein-
liche Ergebnisse: (Kopf, Kopf), (Kopf, Zahl), (Zahl, Kopf), (Zahl, Zahl)

)

Das Ergebnis ii) tritt deshalb mit der Wahrscheinlichkeit % =50 % auf.

Die falsche Annahme, dass in jedem Zufallsexperiment alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sein miissen, ist ein beliebter Fehler.
Selbst Leibniz — Mitentdecker der Differentialrechnung — irrte sich mit seiner Behauptung, dass bei 2 fairen Wiirfeln die Augensum-
men 11 und 12 gleich wahrscheinlich wéren, da jeweils nur ein beobachtbares Ergebnis 5+ 6 bzw. 6 + 6 zu dieser Augensumme fiihre.

Im 20. Jahrhundert legte Kolmogorow das mathematische Fundament zur Behandlung auch jener Zufallsexperimente, bei denen die

moglichen Ergebnisse nicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit eintreten (AB — Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsraume).

\_
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