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Die Differentialgleichungen (DGL)

1) () =4 -ylx)+5 2)y(z2)=2-y(xr) —3-2 und  3) 9 (z) = —3-y(x)+ cos(x)
haben alle die Form y'(x) = k- y(x) 4+ s(x).
Es sind lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
i) Sie haben 1. Ordnung, weil y’ die hochste auftretende Ableitung von y ist. Es kommt zum Beispiel y’/ nicht vor.
ii) Sie sind linear, weil sie die Form y’(z) = f(x) - y(z) + s(x) haben. Es kommen z.B. y? oder y - ¥’ oder sin(y’) nicht vor.

iii) Sie haben konstante Koeffizienten, weil in y'(z) = f(z) - y(z) + s(z) tatsichlich f(z) =k nicht von = abhéngt.

Wenn s(x) = 0 fiir alle z € R gilt, dann ist Ansonsten nennt man
Storfunktion
/ /
y'(z) = k- y(z) Y'(z) =k-y(z) + s(x)
eine homogene Differentialgleichung. eine inhomogene Differentialgleichung.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(z) =k-y(x) + s(x)
kannst du mit den folgenden Schritten ermitteln:
1) Lose die homogene DGL o/(z) = k - y(x) mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
Die allgemeine Losung yp der homogenen DGL nennen wir auch kurz homogene Losung.
2) Ermittle eine spezielle Losung der inhomogenen DGL ¢/(z) = k - y(z) + s(z) .
Jede spezielle Losung y, der inhomogenen DGL nennen wir auch kurz partikuldre Losung.

3) Die allgemeine Losung der DGL ist dann y = yn + yp - Mehr dazu am Ende des Arbeitsblatts.
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Die DGL ¢/(x) = 4 - y(x) + €% hat die zugehérige homogene DGL o/ (x) = 4 - y(z).

1) Ermittle die homogene Losung y;, mithilfe 2) Eine partikuldre Losung y, ermitteln
der Methode Trennung der Variablen. wir mit Technologieeinsatz:

Y (z) =4-y(z) P cAs
ds LoseDgl(y'=4"y+exp(6™X))
v _ 4.y 1 1
dz _,y=cle4x+§eﬁx

1 .

/ —dy = / 4 dx
n(jy]) =4z + e Eine partikuldre Losung ist y,(z) = % - ebT

‘y| = 84'x+01 =C9 - 64'17 Mehr zum Lésen dieser DGL ohne Technologieeinsatz

y(:1;> —c. (24"7: findest du am Arbeitsblatt — Variation der Konstanten.

Die homogene Losung ist yp,(z) = ¢ - e**.

3) Fiir die allgemeine Losung der DGL o/ (x) = 4 - y(x) + €57 gilt:

1
y(@) = yn(z) + ypz) = c- " + 3 0
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Die DGL y'(x) = k - y(x) + s(x) hat die zugehorige homogene DGL y/(x) = k - y(z) .

1) Begriinde mithilfe der Ableitungsregeln, warum die Exponentialfunktion y; mit

yn(z) = c- e

die homogene Losung der DGL ist.

yh(@) =c- ek = yh() =k -ya(2) v

2) Das Verhalten der Exponentialfunktion y;, hingt von den Vorzeichen von ¢ und k ab.

Rechts sind 4 verschiedene Funktionsgraphen dargestellt. y
Trage passend zu den Graphen > oder < in die Késtchen ein. Yna

i) ypi: ¢>0 und k>0 iii) yp3: ¢<0 und k>0 Y

-
0
ii) ypo: ¢<0 und k<O iv) ypa: ¢>0 und k<0 Yns /

Yh,2

3) Von einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind die Graphen
einer homogenen Losung yj,, einer partikuldren Losung y, und der zugehorigen Losung y = v, +yp
dargestellt. Beschrifte die Funktionsgraphen und begriinde deine Wahl.
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Wegen y(0) = yx(0) + y,(0) muss der grilne Funktionsgraph von y sein.

Da bei dieser DGL v, eine Exponentialfunktion ist, muss der blaue
Funktionsgraph von y;, und der rote Funktionsgraph von y, sein.

)
Y=Yn +Yp o@mmr‘

Zum Abschluss beweisen wir noch die folgende Behauptung:

Wenn die Funktion y;, eine Losung der homogenen DGL y/(x) = k - y(x) ist,
und die Funktion y, eine Losung der inhomogenen DGL /(z) = k - y(z) + s(x) ist,
dann ist auch y = yp, + vy, eine Losung der inhomogenen DGL ¢/(z) = k - y(z) + s(x).

Laut Voraussetzung gilt yj (v) =k - yp(2) und y,(z) = k- yp(x) + s(z) . Aus der Summenregel folgt:

(@) = yp(@) +yp() =k-yn(2) + k- yp(@) + 5(2) = k- [ya(2) + yp(@)] + s(2) =k - y(2) + s(2)

= y'(x) =k-y(x) + s(x) v

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz. MI‘III" @@@@
BY NC ND

it
https://mmf.univie.ac.at %ﬁ? .

O]
=
Lt
A


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Exponentialfunktionen.pdf
https://mmf.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-lineare-dgl-1-ordnung-mit-konstanten-koeffizienten

