ProJEKT MMF AB — LOGARITHMUSFUNKTIONEN

L6sung einer Exponentialgleichung ertasten -? M F
i m

Ein Kapital von 500 € wéchst jahrlich um 2 %. K(n) in €
Fiir das Kapital K (n) nach n Jahren gilt also: 1000000
800000
K(n)= 600000
: 400000 K
Wie viele Jahre wiirde es dauern, bis das Kapital auf 1 Million € 200000
anwachst? Taste dich mit dem Taschenrechner heran. 0 n in Jahren
Trage deinen Naherungswert in das Késtchen rechts ein. I:l
/
Logarithmus Q_Mmr
Rechts siehst du den Graphen der Exponentialfunktion mit x — a®. a*

Da jede Exponentialfunktion entweder streng monoton steigend oder fallend ist, b

hat die Gleichung a” = b fiir alle b > 0 eine eindeutige Losung .

Diese Losung heifit Logarithmus von b zur Basis a: A

T

a® =b < 1z =1log,(b) mit a >0, a#1, b>0 0 log,(b)

Logarithmen héndisch berechnen
@Mmr

Wenn wir log, (b) berechnen, denken wir also: ,,a hoch welche Zahl ergibt b?¢

\

) log(1000) = wel 10 <1000, ) logn(VID = owel
b logra0) = vl - Dlesgl2)= w0
) (0= wal o @ke®)= e

@) logs(09) = well - W)= e

Logarithmus am Taschenrechner @—M
mF

Die Basis 10 und die Basis e kommen so oft vor, dass dein Taschenrechner eigene Tasten dafiir hat:

Zehnerlogarithmus (Basis 10) ~ Natiirlicher Logarithmus (Basis e) ~
Kurzschreibweise: log,o(b) = 1g(b) Kurzschreibweise: log, (b) = In(b)

Du kannst auch Logarithmen mit jeder anderen Basis a (a > 0, a # 1) auf deinem Taschenrechner

. I Ig(b) _ In(b)
ermitteln. Es gilt ndmlich: lOga(b) = = Eine Begriindung dafiir findest du auf der letzten Seite.
lg(a) In(a)
N J

Lo6sung einer Exponentialgleichung berechnen ?
mF

s
Lose die Gleichung 500 - 1,02™ = 1000000 .

- %
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Rechenregeln fiir Logarithmen @—M
mF

Die folgenden Rechenregeln fiir Logarithmen gelten fiir alle x,y > 0: Begriindungen auf letater Seite
i) loga (ZL' . y) = loga (iL') —+ loga(y) Aus ,mal*“ wird beim Aufteilen ,,plus®
.o m
11) loga — | = loga (33) — loga (y) Aus ,,durch” wird beim Aufteilen ,minus

Yy
111) loga(w’") =T- lOga(.’B) Aus ,hoch r“ wird beim Aufteilen ,mal 7

A Im Allgemeinen gilt: log,(x + y) # log,(z) +log,(y) bzw. log,(x —y) # log,(z) — log,(y)

Logarithmen zerlegen g
% MmF

Zerlege den Term so weit wie moglich.

5. 22
a) ln<y~z> =

J

Alternativer Losungsweg ‘%—M
; mF
Lose die Gleichung 500 - 1,02 = 1000 000 mithilfe von Rechenregel iii).

- J
Exponentialgleichungen 16sen @@’ MmF
Lose die Gleichung 7- 23'3371 —350=0. Wenn z nur im Exponenten einer Potenz vorkommt, dann ...
i) ...forme nach dieser Potenz um.
ii) ...logarithmiere beide Seiten der Gleichung.
iii) ...forme nach z um.
- J

Verdopplungszeit ‘? ’
A MmF

Der Wert eines Sparbuchs mit 300 € Kapital wichst pro Jahr effektiv um 0,8 %.

1) K(n) ist der Wert des Sparbuchs nach n Jahren. Stelle eine Funktionsgleichung auf.

K(n) =

2) Berechne die Verdopplungszeit. Das ist jene Zeitdauer, nach der sich der Wert des Sparbuchs verdoppelt hat.
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N, -4
Halb 'ﬁ%
albwertszeit } M m F

Das im Jahr 1986 in Tschernobyl freigesetzte Casium-137 zerféllt anndhernd nach folgendem Gesetz:
N(t) —_ NO i 670,023 043-t
t... Zeit in Jahren (¢ = 0 ist das Jahr 1986.)
N(t) ... vorhandene Menge Césium-137 zum Zeitpunkt ¢
Ny ... freigesetzte Menge Césium-137 im Jahr 1986
Berechne die Halbwertszeit. Das ist jene Zeitdauer, nach der sich die vorhandene Menge Céasium-137 halbiert hat.
/
Umkehrfunktionen Mmr

R CIN 4
A

Die Logarithmusfunktion g mit

g(z) = log,(x)

ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion f mit o ,
4 3 -2 -1/,0‘1 1 2 3 4 5 6
f(x) =a® mita>0,a#1. ™

-2

Die Graphen von f und g sind also an der 1. Mediane gespiegelt. .

Fiir jeden Punkt (z | a®) am Graphen von f liegt der gespiegelte Punkt (a” | ) am Graphen von g.

Rechts oben ist der Graph der Exponentialfunktion mit = +— 2% dargestellt. g(a®) =log, (a®) =z v
Skizziere rechts oben den Graphen der Logarithmusfunktion mit = — logy(x).

Da a® = —1 keine Losung in R hat, ist log,(—1) keine reelle Zahl. Es gilt a® > 0 fiir alle = € R.

Allgemein ist log,(x) deshalb {iber der Grundmenge R nur fiir > 0 definiert.

Tatséchlich kann man Potenzen auch fiir Exponenten definieren, die komplexe Zahlen sind. Dann gilt: e*™ = —1

%
Logarithmen aufheben @M m F

Aus der Definition des Logarithmus

a*=b <= 1z =log,(b) a>0,a#1,b>0

folgt: alOg‘l(b) = »a hoch® und ,,Logarithmus zur Basis a“ heben einander auf.

Das hilft, wenn bei einer Gleichung die gesuchte Variable im Argument eines Logarithmus vorkommt:

lg(z) =42 <= log(z) =42 <= 1080 =102 — z=10%

In(z) =42 <= log.(z) =42 = loe®) = 12 —= ax=e¥

- %
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Logarithmusgleichungen l6sen @@
& MmF

4 In(5 —42 - x)
n — T
Lose die Gleichung f —2=0. Wenn z nur in einem Logarithmus log, (@) vorkommt, dann ...
i) ...forme nach diesem Logarithmus um.
ii) ...rechne ,a hoch® auf beiden Seiten der Gleichung.
iii) ...forme nach z um.
/
Schnittstelle mF
Rechts sind die Graphen der Exponentialfunktionen f und ¢ mit y
100 f
F(x)=20-1,05 und g(z) =42 1,02 ® g
60 :
dargestellt. Berechne die Schnittstelle. —
—— g .
S
/

Begriindungen der Rechenregeln Q
3 MmF
Die Rechenregeln fiir Logarithmen folgen aus den Rechenregeln fiir Potenzen:

1) aloga(®)Hoga(y) — gloga(@) . gloga(y) : Also gilt: log,(x-y) =
logg(a)
log, (z)—log, (y) — a — ilt- i —
2) a o8, ) Also gilt: loga<y)
3) alo8.(®) = (aloga(“f))T = Also gilt: log,(z") =
b
Die Umrechnungsregel log,(b) = 12((&3 folgt dann aus den Rechenregeln fiir Logarithmen:
In(b
a* =b <= In(a®) =1n(b) & . In(a) =n(b) <= z= lﬁéa))
Also gilt: a@ = ~ bzw.  log,(b) = a(b)
In(a)
\_ /
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