ProJEKT MMF AB — NEWTONSCHES NAHERUNGSVERFAHREN

‘Wozu Nédherungsverfahren? yy /
& MmF
Die Nullstellen von linearen Funktionen und

quadratischen Funktionen kénnen wir exakt berechnen. h g

Die Funktion h mit h(x) = 0,1 -2 —sin(x) hat 2 Nullstellen.
Die zugehorige Gleichung Ty T x

SRR 34576 7 8
2 y
0=0,1-2°—sin(x) 2
3

hat die Losung 1 = 0 und eine zweite Losung xo. o
Wir kénnen diese Gleichung aber nicht nach x umformen.

)
Zwischenwertsatz @M m F

Die Funktionen f und g sind im Intervall [1;4] definiert und haben dort keine Nullstelle.

Versuche links und rechts die Funktionsgraphen so zu vervollstdndigen, dass du nie den Stift absetzt.

f@ g f 9(z) 2

g

Dass das rechts nichts werden kann, sagt der Zwischenwertsatz aus: J
Die stetige Funktion g nimmt auf [1; 4] jeden Wert in [g(1); g(4)] an.

)
Bisektionsverfahren @@" MmF
Fiir die stetige Funktion f gilt f(2) <0 und f(8) > 0. (@)

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass f im Nullstelle s
Intervall [2; 8] eine Nullstelle s haben muss.

mo

[

Das Bisektionsverfahren grenzt das Intervall, ;
in dem f eine Nullstelle haben muss, schrittweise ein. of L —"mome=s s

Dazu berechnen wir in jedem Durchlauf die Mitte m; vom Intervall als Naherungswert fiir die Nullstelle.
Je nach Vorzeichen von f(m;) suchen wir in der linken Halfte oder in der rechten Hélfte weiter:
1) Der erste Naherungswert my ist die Mitte vom Intervall [2;8], also m; = 5.

Aus f(my) > 0 folgt, dass f im halb so breiten Intervall [2; 5] eine Nullstelle haben muss.

2) Der zweite Naherungswert mo ist die Mitte vom Intervall [2; 5], also mg = 3,5.

Aus f(m2) <0 folgt, dass f im halb so breiten Intervall [3,5;5] eine Nullstelle haben muss.

3
3) Der dritte Naherungswert ms ist die Mitte vom Intervall [3,5;5], also mg = 4,25.
3,9

5
Aus f(ms3) > 0 folgt, dass f im halb so breiten Intervall [3,5;4,25] eine Nullstelle haben muss.

Ab welchem Durchlauf ist der Ndherungswert sicher weniger als ¢ = 0,0001 von der Nullstelle entfernt?

Intervallbreite nach n Durchldufen: %

6
on < 0,0001 <= 2" >60000 < n >logy(60000) <= n > 158...

Nach 16 Durchléaufen ist das Intervall, das eine Nullstelle enthélt, weniger als 0,0001 breit.
Der Nédherungswert mq7 ist also sicher weniger als 0,0001 von der Nullstelle entfernt.

Der Grenzwert der Folge (m1,m2,ms,...) ist die Nullstelle.

\_

Datum: 30. November 2023


https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Calculus.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Stetigkeit.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Grenzwert_von_Folgen_I.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Folgen.pdf
https://mmf.univie.ac.at

PrRoOJEKT MMF AB — NEWTONSCHES NAHERUNGSVERFAHREN

Newtonsches Ndherungsverfahren @@
# MmF

Beim Anndhern von Nullstellen ist das Newtonsche Naherungsverfahren hiufig effizienter
als das Bisektionsverfahren. Das Newtonsche Néherungsverfahren lauft folgendermaflen ab:

1) Wahle einen Startwert x.

f(z1) ) o .
2) Berechne: x9 = 21 — f’( ) Der Naherungswert xo ist die Nullstelle der Tangente ¢; im Punkt Py = (z1 | f(z1)).
T
! Mehr dazu erfahrst du auf der letzten Seite vom Arbeitsblatt.
Z2
3) Berechne: x3 = z9 — ;/(( )) Der Naherungswert x3 ist die Nullstelle der Tangente t2 im Punkt Py = (z2 | f(z2)).
T2
f(x3) . o .
4) Berechne: x4 = x3 — f/( ) Der Naherungswert x4 ist die Nullstelle der Tangente ¢t3 im Punkt P3 = (z3 | f(z3)).
T3
Die Néherungswerte bilden also eine Folge (x1,x2,x3,...) mit folgender rekursiver Darstellung:
f(xn)

Ln4+1 = Tp — f’(a: )
n

Wenn alles gut geht, landest du nach wenigen Schritten nahe bei einer Nullstelle.
Ob und bei welcher Nullstelle du landest, héngt vom gewahlten Startwert ab. Probiere es aus: @

Newtonsches Ndherungsverfahren ?
;L MmF

Die kubische Funktion f mit f(z) = —5 2% +21-22 — 5.2 4 21 hat genau eine reelle Nullstelle.

Wir wéhlen z; =4 als Startwert fiir das Newtonsche Naherungsverfahren.

\

Ermittle eine Funktionsgleichung von f’. ; Y
fllx)=—-15-2>4+42.-2 -5
Ermittle die rekursive Darstellung fiir die Naherungswerte.
—-5. 3 21.,2_1’,. 21
Tpitl = Ty — xnr+ 5 Ln ‘) (LTL[:'_ .
—15-22 442 -2, — 5 10 12 3 4\ 5

Berechne die Ndherungswerte mit einer Tabellenkalkulation oder mit deinem Taschenrechner.
Viele Taschenrechner haben eine Variable, die automatisch das letzte Ergebnis speichert (z.B. ,,ANS“).

Wenn du mit dieser Variable die rechte Seite der Rekursion eingibst, bekommst du auf Knopfdruck sofort x2, x3, x4 usw.

Z1 L2 €3 L4 L5 L6 L7
4 4,2207... | 42001... | 4,200... 42 42 42
Berechne zur Probe: f(x7) =0
\_ /
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Verschiedene Startwerte
A MmF

4
Die Funktion f mit f(x)= T7 23 —0,07-22 —3 -2+ 1 hat 3 verschiedene reelle Nullstellen.

Es hdngt vom Startwert ab, ob und welche Nullstelle das Newtonsche Néherungsverfahren findet:

Vs

f'(:c):%-xQ—O,lél-m—B

—0,07'x%—3~xn+1

Sl
S
|3 w

Tnt+l = Tp —

=22 —014 -2, —3

1 0,246... 0,333... 0,333... 0,333... 0,333... 0,333...

5 4,020... 3,625... 3,553... 3,550... 3,550... 3,550...

) —4,012... —3,643... —3,588... —3,587... —3,587... —3,587...

- J
Gleichungen ndherungsweise 16sen
*K_Mml'-'
Die folgende Gleichung kénnen wir nicht nach z umformen:

2 f(x)

sin(z) =z

Die Losungen der Gleichung sind die Nullstellen der dargestellten Funktion f. 0
Fiir die Funktion f gilt: f(x) = sin(z) — 2?

f(z) =cos(z) —2-x

sin(x,,) — 22

Tnt+l = Tn

T cos(an) — 2 @

Beachte, dass sin’ = cos nur im Bogenmaf stimmt. Stelle deinen Taschenrechner also auf das Bogenmaf um.

1 0,891... 0,876... 0,876... 0,876... 0,876... 0,876...
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Schnittstellen ndherungsweise berechnen <% "
¥ MmF

Wir ermitteln die beiden Schnittstellen der folgenden Funktionen ndherungsweise:

f(z) =e** und g(x) =42 -z

Diese Schnittstellen sind die Nullstellen der dargestellten Funktion h mit h(z) = ¢** — 42 - x.

y
W (x)=e*". 2 —42 g
_ erin — 42, / N
Tntl = Tn e2tn .9 — 42 g
€ T2 xs T4 x5 x6 €T
1 —0,271... 0,021... 0,025... 0,025... 0,025... 0,025...
T T2 T3 T4 s Z6 Z7
5 4,504... 4,014... 3,538... 3,093... 2,710... 2.,436...

)
Newton fails. @Mmr

Erkldre, warum das Newtonsche Naherungsverfahren bei den drei dargestellten Beispielen scheitert:

X

T,

AR K Py A G

ﬁﬁ Rechne nach, dass fiir f(z) = /= beim Newtonschen Naherungsverfahren gilt: x,4; = —2- x,

Links: Die Tangente t¢; ist parallel zur x-Achse und hat keine Nullstelle.
Wegen f’(x1) =0 kommt es zu einer Division durch 0.

Mitte: Die Ndherungswerte bleiben in einem Zyklus (1 = x3 = 5 = -+ bzw. 9 = x4 = g = - ),
der sich keiner Nullstelle annéhert.

Rechts: Unabhéngig vom Startwert x1 # 0 entfernen sich die Ndherungswerte immer weiter von der
Nullstelle 0. Es gilt:

Wi

1 1 1
flz) =23 = f’(x)zg'ff REN

flxn ( A
= Tnyl = Tn — f’((;cﬂ)) =p — YTy -3 )22 =2 —3- /2] =2 —3-Tn=—2-2p
o n
= Tp+1=—2 @y
K )
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@‘

Waurzeln anndhern
; mF
- LM
Die Funktion f mit f(x) = 2% — 2 hat die positive Nullstelle /2.
Néhere den Wert mit dem Newtonschen Néherungsverfahren an.
fll@)=2-2a
2
xy — 2
Tnt+l = Tp — 271. -
T T2 xs T4 x5 x6 €T
1 1,5 1,416 666... | 1,414215... | 1,414213... | 1,414213... | 1,414 213...

Linearisierung & Nullstelle der Tangente 9
; mF

Fiir die Funktion f gilt: f(z) =23 —5-224+4 -2 +2

1) Linearisiere die Funktion an der Stelle 1, das heifit:
Ermittle eine Gleichung der Tangente im Punkt P = (1| f(1)).

2) Berechne die Nullstelle der Tangente.

1) f(1) =2 = Punkt (1 |2) liegt auf Tangente.
fl(x)=3-22—-10-2+4 = f'(1) = -3 = Tangente hat die Steigung —3.
—> Gleichung der Tangente: y = —-3-(x —1)+2 bzw. y=-3-x+5

2) y=0 = 0=-3-2+5 = z =

wlut

J
Rekursion (Beweis) Q_M
W mF

Die Funktion f hat an der Stelle a keine waagrechte Tangente. Es gilt also: f’(a) # 0
/(@)
f'(a)
Die Tangente hat die Steigung f’(a) und der Punkt (a | f(a)) liegt auf der Tangente.

Zeige, dass die Tangente im Punkt (a | f(a)) tatsichlich die Nullstelle a — hat.

— Gleichung der Tangente: y = f/(a) - (x — a) + f(a)

Nullstelle der Tangente:

0=f(a)-(r—a)+ fla) > -
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