ProJEKT MMF AB — NORMALVERTEILUNG

Wahrscheinlichkeiten als Flacheninhalte @Mmr

Eine Zufallsvariable X kann die Werte 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 annehmen.

Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten sind rechts in einem Stabdiagramm  _Tr(x = k)
dargestellt. Trage die Wahrscheinlichkeiten (in %) unten in die Tabelle ein. o5
0.25
0.2
k 1 2 3 4 5 6 0.15 y
0.1
P(X=k) | 30% | 5% | 15% | 25% | 10% | 15% o I { k
0 1 2 3 4 5 6
Wir wandeln das Stabdiagramm in ein bestimmtes Sédulendiagramm um:
Dazu ersetzen wir jeden Stab jeweils durch ein Rechteck mit derselben 0ss| PE =)
Hohe und der Breite 1. Das Ergebnis ist rechts dargestellt. o
0.2
Der Flacheninhalt jeder Siule ist damit gleich grofl "o‘f
wie die entsprechende Wahrscheinlichkeit. 005 B
0 1 2 3 4 5 6

Wir koénnen die beiden Achsen unabhéngig voneinander skalieren.

Die tatsdchlichen Breiten und Hohen der Saulen — und damit der Flacheninhalt — bleiben unverandert:

s P(X =k)
0.2 =
0.1 =
15 k
0 1 2 3 4 5 6

Die Wahrscheinlichkeit P(2 < X < 4) ist in jedem der drei Bilder rot hervorgehoben. Es gilt:

P2<X<4)=5%+15%+25%=45%
/

Binomialverteilung - e
|
;- MmE

Wir wiirfeln n» Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel.

Die Zufallsvariable S,, gibt die Anzahl der geworfenen Sechser an.

Rechts unten sind die Wahrscheinlichkeiten bei n = 60 Wiirfen in einem S&ulendiagramm dargestellt.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dabei mindestens 8 Sechser, aber héchstens 10 Sechser zu wiirfeln.

1) Markiere rechts die zugehérige Flache. 0.14 | Wahrscheinlichkeit
0.13

0.12

2) Ermittle die Wahrscheinlichkeit mithilfe 011 ]

des Saulendiagramms naherungsweise: o B ]
0.08
P(8 < S0 <10) = 39% oo
0.05
3) Ermittle die Wahrscheinlichkeit o
mit Technologieeinsatz. 002
Binomialverteilung: n = 60, p = 1 o Anzahl Sechser

6 0 123 456 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

P(8 < Sgo < 10) = 38,75... %

4) Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein:

ressosm= (1) () () +(0) G)- () +(0) B (3)

P(S60=8) P(S60=9) P(S60=10)

Datum: 23. August 2023
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Von der Binomialverteilung zur Normalverteilung @_Mmr

Bei n = 720 Wiirfen nimmt das Sdulendiagramm von Svog die folgende Form an:

Animationen:
71 N y-Achse variabel skaliert
7] N y-Achse fix skaliert

0.015
0.01

0.005

_ Anzahl Sechser
780 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160 165

Der Fldcheninhalt der grau markierten Séulen ist die Wahrscheinlichkeit P(130 < Srop < 140).

Wir haben auch den Graphen einer ganz bestimmten Funktion f eingezeichnet.
Dieser Graph schmiegt sich an das glockenférmige Profil des Sdulendiagramms an.
Wie wiirdest du mithilfe von f diese Wahrscheinlichkeit ndherungsweise berechnen?

140 1405
P(130 < S790 < 140) = f(z)dx oder / f(z)dx
J130 J129,5

Dichtefunktion der Standardnormalverteilung Q—M
mF

-e~ 3" heiBt Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

1
Die Funktion ¢ mit ¢(z) =

Die Dichtefunktion ¢ hat die folgenden Eigenschaften:

1) Alle Funktionswerte sind positiv. Warum?
1
V2.

Also ist ¢(z) als Produkt positiver Zahlen positiv.

>0 und e* = (2,718...)* > 0 firalle z € R

2) Der grofite Funktionswert ist an der Stelle z =0.

x
F@)= e () = @) () B *
Kettenregel
3) Die beiden Wendestellen sind x = —1 und =z =1.
¢ (@) = ¢'(2) - (=) + p(@) - (=1) = p() - 2* — p() = p(a) - (2 — 1) = p(x) - (@ + 1) - (x — 1)
Produktregel
4) Aus 22 = (—x)? folgt ¢(z) = p(—2) fiir alle x € R.
Der Graph ist deshalb symmetrisch zur senkrechten Achse. ¢ ist eine gerade Funktion.
5) Aus T}l_)ngo e "= nh_)Irolo L =0 folgt: xll)rglo e(x) =0 baw. xEIPoo e(x) =0
6) Auch wenn ¢ keine elementare Stammfunktion hat, kann man folgende Eigenschaft zeigen:
A:/OO o(x)dr =1=100%
N - Y



http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/GeoGebra/Binomialverteilung-Normalverteilung.ggb
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/GeoGebra/Binomialverteilung-Normalverteilung-FS.ggb
https://mmf.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/GeoGebra/Binomialverteilung-Normalverteilung.ggb
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Eigenschaften_von_Funktionen.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Liouville%27s_theorem_(differential_algebra)
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Stammfunktionen.pdf
https://mmf.univie.ac.at

ProJEKT MMF AB — NORMALVERTEILUNG

Dichtefunktion der Normalverteilung Q—M
mF

Die Funktion f mit Die beiden Funktionsgleichungen
2
1 1.2 1 Ll (z—p
1 1 (z—p)2 plx) = ——=-e 2% und f(z)= e 2(“)
fl@) = ——— e 3 () W= W=
g \/ﬁ sind eng miteinander verkniipft. Tatsdchlich entsteht der

. . . . Graph von f aus dem Graphen von ¢ in 3 Schritten:
heifit Dichtefunktion der Normalverteilung

mit Erwartungswert p i) Horizontale Skalierung um den Faktor o:

. 1 z
und Standardabweichung o > 0. fi(z) = ¢ (f) = e 3 ()
o V2-m
s z 3 ii) Horizontale Verschiebung um p Einheiten nach rechts:
1 _1. (u)Q
fo(z)=filz—p)=—-€ 2\ 7
@ =il == ——
iii) Vertikale Skalierung um den Faktor %:
-4 -3 2 1 3 1 (z=p\?
p—o Iz pto f(m):fm):#.e’?( =)
7 o-V2-m

Die Dichtefunktion f hat die folgenden Eigenschaften:
1) Alle Funktionswerte sind positiv.
2) Der grofite Funktionswert ist an der Stelle = p.
3) Die beiden Wendestellen sind # =y — 0 und =z =+ o.

4) Esgilt f(u+2z) = f(p— ) fir alle z € R.
Also ist der Graph symmetrisch zur senkrechten Gerade = = .

5) Es gilt: xh_)IIOlo f(x)=0 bzw. lim f(x)=0

Tr——00
6) Der gesamte Flicheninhalt zwischen der z-Achse und dem Funktionsgraphen ist 1.
7) Eine Verdnderung von p bewirkt eine Verschiebung des Graphen in z-Richtung.

8) Je grofer o ist, desto kleiner ist der groBte Funktionswert und desto grofer ist
die Entfernung der beiden Wendestellen.

9) Je kleiner o ist, desto grofler ist der groBte Funktionswert und desto kleiner ist

die Entfernung der beiden Wendestellen.

10) f ist die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung, wenn p =0 und o =1 ist.

)

Normalverteilte Zufallsvariable
mF

f ist die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert x4 und Standardabweichung o > 0.

Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Erwartungswert g und
Standardabweichung o, wenn die folgenden Gleichungen fiir alle reellen Zahlen a < b gelten:

b b 00
Pla< X <b) = /f(x) dar P(X <b) = / flz)dz P(X >a) = /f(x) da
Tf@) f() f(@)
Pla <X <b) P(X <) P(X >a)
a b - b - a .

Eine normalverteilte Zufallsvariable kann also jede reelle Zahl als Wert annehmen.
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fla) # P(X = a) MmF

X ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit Dichtefunktion f.

Wie wahrscheinlich ist es, dass X genau den Wert a € R annimmt?
Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt:

P(X:a):P(anga):/af(:c)dx:O

f(z)

Wenn X eine normalverteilte Zufallsvariable ist, dann gilt also:

P(X < CL) = P(X < a) -+ P(X = a) = P(X < CL) Das ist anders als bei der Binomialverteilung.

aI:b

v

. im Intervall [174 cm; 178 cm] liegt.

P(174 < X < 178) = 0,2464... = 24,64...%

. grofer als 190 cm ist.

P(X >190) = P(X > 190) = 0,0227... = 2.27..%

. kleiner als 178 cm ist.

P(X < 178) = P(X < 178) = 0,5130... = 51,30...%

b) Welche Korpergrofe iibertrifft er mit der Wahrscheinlichkeit 80 %7

P(X>a)=80%=08 = a=172,66...cm

P(X <b)=45% =045 = b=177,03...cm

Rechts ist die zugehorige Flache blau markiert. Welchen
Inhalt haben die beiden rot schraffierten Fléchen links
und rechts vom um g symmetrischen Intervall jeweils?

1-0,72
707:()714

Korpergrofle % MmF
)

Die Korpergréfie X von 42-jahrigen Méannern ist annédhernd normalverteilt mit Erwartungswert
p=177,8cm und Standardabweichung o = 6,1 cm . Ein 42-jdhriger Mann wird zufallig ausgewéhlt.

a) Berechne mit Technologieeinsatz die Wahrscheinlichkeit, dass seine Korpergrofe . ..

150155160165 170175180 185 190 195200 205
p=1778 0=6.1

~~ Normal
u1778 061
=1z 5]
P(174 <X =<178 )= 0.24642

150155160165 170175180 185 190 195 200 205
p=1778 0=6.1

-/ Normal

u177.8 06.1
AHE

P(172.6661 < X)= 0.8

Welche Korpergrofie iibertrifft er mit der Wahrscheinlichkeit 45 % nicht?

c) In welchem um p symmetrischen Intervall liegt die Kérpergrofie mit der Wahrscheinlichkeit 72 %7

Dieses Intervall heifit auch zweiseitiger 72 %-Zufallsstreubereich fiir einen Einzelwert von X.

/o

£ 3

 in cm

Berechne die beiden Intervallgrenzen mit Technologieeinsatz:

P(X <1712.)=14%  P(X >1843..) =14%

im Intervall [171,2...cm;184,3...cm].

Die Korpergrofie befindet sich also mit der Wahrscheinlichkeit 72 %

177,8—¢  177,8 177,8+¢
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Man kann zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit

Pu—k-0<X <p+k-o)

nicht von p bzw. o abhingt, sondern nur von k£ > 0.

Zum Beispiel ist in jedem der drei Bilder rechts k = 1.

Ermittle die folgenden Wahrscheinlichkeiten mit Technologieeinsatz.
Runde jeweils auf eine Nachkommastelle.

1) Ppu—1-0<X<u+1l-0) =~ 0683%

2) Ppu—2-0<X<pu+2-0)~94%

0.68269

3) Ppu—3-0<X<u+3-0)~9.,7%

-2 -1 0 1 2 3 4

o-Umgebungen

mF

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit 4 = 40g und ¢ = 2g. Du erzeugst eine grofle Stichprobe
mit Werten aus dieser Normalverteilung. Beantworte die folgenden Fragen ohne Technologieeinsatz.

a) In welchem um p symmetrischen Intervall sollten rund 95 % der Werte liegen?

b) Ungefédhr wieviel Prozent der Werte sollten kleiner als 38 g sein?

a) [pn—2-o;pn+2-0]=[36g;44¢]

b) ~16% (AuBlerhalb der 1-o-Umgebung liegen rund 32 % der Werte.)

J
mF

Standardisierung s/

o sin
|

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert ;4 und Standardabweichung o > 0.

Dann ist die Zufallsvariable Z =

standardnormalverteilt — also mit puz =0 und oz = 1.
o

Das heifit: Erfillen die Intervallgrenzen von [z1;x2] und [21; 22| die Gleichungen
2 — [

Ty — M
und Z9 = ,
o o

1 =
dann gﬂt: P(:L‘l < X< :Eg) = P(Zl <zZ< 2’2) Insbesondere gilt: P(u— k-0 < X <pu+k-0)=P(—k<Z<k)

Fiir die normalverteilte Zufallsvariable X im Bild rechts unten gilt 4 =5 und o = 2.

Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein.

35
2
9-5

T2 =9 = ZQZT 2

PB<X<9)=P(-1<2Z<2)

21=3 = 2z = =-1

z2
Allgemein gilt ndmlich: /

1

O"\/2-7T.

=P(z1<X<z2) P(21<Z<z22)

N )
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Erwartungswert gesucht )\%/ M
MmF
"

K
Die normalverteilte Zufallsvariable X hat die Standardabweichung o = 2. Weiters gilt: P(X < 8) = 0,62
Wie grof} ist der Erwartungswert p von X7
Dazu berechnen wir die entsprechende Intervallgrenze z i s ;
der standardnormalverteilte Zufallsvariable Z: W=0 o=1
-/ Normal
P(Z<2)=062 = 2z=0,30548... wlo ot
HEE
Die Intervallgrenze = = 8 von X entspricht also P(X =/0.3054807¢) = 0.62
der Intervallgrenze z = 0,30548... von Z.
Setze in z = =¥ ein, und berechne den Erwartungswert p von X. -~ 4 1012 1416
o p=7389 0=2
- Normal
z-o=r—U = p=x—2-0=7,389.. 17389 02
HBE
Rechts kontrollieren wir das Ergebnis mit Technologieeinsatz. P(X <8 )= 0.6200073
/

Annidherung: Binomialverteilung — Normalverteilung @ M
- MmF

Du wiirfelst 600 Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel.
Wie wahrscheinlich ist es, dass du dabei mindestens 90, aber hochstens 105 Sechser wiirfelst?
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der geworfenen Sechser an.

1) X ist binomialverteilt mit n =600 und p = ;. .
103 0.0409
P(90 <X< 105) = 60750"-% 100 200 300 400 500 |104 0.03909
u =100.00000002 o =9.1287092925|1050.03693
Erwartungswert: E(X)=mn-p =100 FBinomial
n 600 p 0.16667
Standardabweichung: o(X)=+/n-p- (1 —p) =9,128... IEE
P(90 <X =105 )= 0.60501

2) Wir konnen diese Wahrscheinlichkeit auch durch eine normalverteilte Zufallsvariable X’
mit gleichem Erwartungswert und gleicher Standardabweichung annédhern.  Satz von Moivre-Laplace

Erwartungswert: p = E(X) = 100

60 70 8 90 100 110 120 130 140

Standardabweichung: o = o(X) = 9,128... =100 o=tz

/"Normal
/ _ 100 09.12871
P(90 < X' < 105) = 57,13...% N
P(90 =X =105 )= 0.5713979"

Rechts unten ist das Sdulendiagramm der binomialverteilten Zufallsvariable X dargestellt.

— =

Wodurch entsteht der (relativ grofie) Unterschied 7777 T~
105 1 .
zwischen P(90 < X < 105) und flx)dx? B
90

Eine bessere Annaherung erhalten wir durch
Anwendung der sogenannten Stetigkeitskorrektur:

P(89,5 < X' < 105,5) = 60,15... %

87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107

100 000

Warum ndhert man die Binomialverteilung an? GeoGebra scheitert beim Versuch der exakten Berechnung von ( 42 000

) zurecht.

Bei n = 100000 wird die Binomialverteilung aber relativ gut durch die Normalverteilung angenahert.

)
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