ProJEKT MMF AB — PARTIELLE INTEGRATION

Produktregel

Die Funktion p ist das Produkt von zwei differenzierbaren Funktionen f und g:
p(z) = f(z) - g(z)

Die Ableitungsfunktion von p kénnen wir systematisch mit der Produktregel ermitteln:
p'(z) = f'(z) - g(z) + f(z) - g'(2)

Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion p’ von p(x) =322 cos(z) .

p'(z) =6-z-cos(xz) — 322 - sin(z)

/
Stammfunktion von p @Mmi‘

Eine Stammfunktion P der Funktion p soll ermittelt werden.

Fiir die Funktion p gilt: p(x) = 3 - 22 - cos(z)

Lukas meint: ,, 23 ist eine Stammfunktion von 3 - x> und Sinus ist eine Stammjfunktion von Cosinus.
Also ist 23 - sin(x) eine Stammfunktion von p.*

1) Begriinde, warum die Behauptung von Lukas falsch ist.

2) Zeige, dass P(x) =62 -cos(z) + (3 - 2% — 6) - sin(x) eine Stammfunktion von p ist.

1) Die Probe mit der Produktregel zeigt, dass die Behauptung falsch ist:

(23 - sin(z)) = 3 - 2% - sin(z) + 23 - cos(x) # 3- 2% - cos(z) (z.B. an der Stelle z = 5)

2) Wir ermitteln P’ mit der Produktregel:
P'(z) =6-cos(z) +6-x - (—sin(z)) + 6 - x - sin(x) + (3 2% — 6) - cos(z) =
=6-cos(x) —6-x-sin(z) +6-z-sin(x) +3- 22 - cos(z) — 6 - cos(x) =
=322 cos(z) = plx) v

J
Partielle Integration
(A} MmF

Es gibt keine Rechenregel, um im Allgemeinen aus dem Produkt p zweier Funktionen
systematisch eine Funktionsgleichung einer Stammfunktion P zu ermitteln.

Die partielle Integration ist eine Methode, die dabei helfen kann.

Aus der Produktregel folgt ndmlich:

. ) . Merkhilfe:
F(@)-9'(@) = [f(z) - 9@ ~ (@) g() g = a) — g
Jede Stammiunktion von der linken Seite ist auch Integrieren Ableiten

eine Stammfunktion von der rechten Seite und umgekehrt.

Wenn wir eine Stammfunktion von f - ¢’ suchen, dann kénnen wir also stattdessen

auch eine Stammfunktion von ¢’ und eine Stammfunktion von f’-g ermitteln.
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Partielle Integration @\,LM
2 mF

a )

Die Funktion p mit p(x) = z - cos(z) ist ein Produkt von zwei Funktionen.

Das Ermitteln einer Stammfunktion P dieser Funktion p ist nicht offensichtlich.

Wenn wir aber die eine Funktion ableiten und die andere Funktion integrieren,
dann kénnen wir vom Ergebnis eine Stammfunktion ermitteln.

Wir stellen zwei Schreibweisen fiir diese Methode der partiellen Integration vor:
Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)

Aus f(x)-¢'(z) =[f(z) g(x)] — f'(x) - g(x) folgt durch Integrieren:

[ @) g@da= () -ga) - [ @) gla)da
Es gilt also:
/ac -cos(z)dz = x - sin(x) — /1 -sin(x)dz = x - sin(x) + cos(x) + ¢ mit c€ R
Integrieren Ableiten

Schreibweise 2 (Stammfunktionen)
Aus f(z)-g'(z) = [f(2) - g(x)] = ['(x) - g(x) folgt:
p(z) =2 -cos(x) =[x -sin(x)] — 1 -sin(z) = [z - sin(x) + cos(x) |’

Integrieren Ableiten

Jede Stammfunktionen P von p(x) = x - cos(z) hat also die folgende Form:

P(z) =z -sin(z) + cos(z) +¢ mitce R

/
uge g
Kluge 1 ’}ff{ MmF
Ermittle jene Stammfunktion P von p(z) = In(x), die P(1) =5 erfiillt. Hinweis: p(z) = In(z) - 1
Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)
/ln(x)dx: /ln(x)-ldlen(x)oxf/%-mdlen(z)-x—erc
=1
Schreibweise 2 (Stammfunktionen)
Y — ) 1 = () o Ve L o — ) el — 1 — [l . g — ]
p(z) = In(x) \1/ [In(z) \L/} o Z [In(z) -z] —1=[In(z) -z — x|
f@y 9@ @) 9@ gy 9@
= P(z)=In(x) -z —x+c¢
Die Integrationskonstante ¢ berechnen wir aus der Bedingung P(1) = 5:
P1l)=5 = 0—-14+¢c=5 = ¢=6 = Px)=ln(z) -z —z+6
N )
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Bestimmtes Integral )%7 ™M F
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/
Fiir die rechts dargestellte Funktion p gilt: p(z) = x - In(x) y
Entscheide mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, ) P
ob fiir den dargestellten Flacheninhalt A < 3, A =3 oder A > 3 gilt. 3
3 2
Es gilt: A :/ p(z)dx
1 1 A
Um eine Stammfunktion P von z - In(x) zu ermitteln, oA
leiten wir den Faktor In(z) ab und integrieren den Faktor z. L

Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)

/x~ln($)dx:%-xz-ln(x)—/%-x2~%dx:%-xQ-ln(x)—%-wz+c
= P(z)

Fir die Berechnung mit dem Hauptsatz konnen wir eine beliebige Stammfunktion P verwenden, zum Beispiel jene mit ¢ = 0.

Schreibweise 2 (Stammfunktionen)

p(z) =In(x)- =z :[ln(x)-%-xz]’— % ~%~x2:[%~m2-ln(x)—%~w2]’
N—— \//'/ N - N ——
fa 9@ f@) ) Fil@) 9@ =P(x)

Wir berechnen A mit dem Hauptsatz:

A= /lgp(x) de=P@B)—P(1)=%-In(3)—§—(0—1)=2,943... <3

N J
Im Kreis gelaufen? % MmF
Ermittle eine Stammfunktion P von p(z) = sin(z) - cos(z) .
Um eine Stammfunktion P von sin(z)-cos(x) zu ermitteln, leiten wir sin(z) ab und integrieren cos(z).
Auch die andere Option ist zielfiithrend.

Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)

/sin(a:) - cos(z) dz = sin(z) - sin(x) — /cos(g:) -sin(z) dz | +©

=0 =0
9 sin?(x)

= 2. [ sin(x) - cos(z)dz = sin”(z) + e = /sin(:c) -cos(x)dx = 5 +c c=%
Schreibweise 2 (Stammfunktionen)

sin(z) - cos(x) = [sin(x) -sin(z)]" — cos(z) - sin(x)

—— —— ——

fx)  g'(@) f@) gz f@) gx)
| o sin’(z) |

= 2-sin(x) - cos(z) = [sin“(z)]" = sin(z) - cos(x) = 5
Eine Stammfunktion P von p ist also zum Beispiel:

Plz) = sin?(x)

2
N J
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Pythagoras )% MmF
7

Ermittle alle Stammfunktionen P von p(x) = Sin(ﬂ?) . sin(:c) . Hinweis: Pythagoras am Einheitskreis
sin?(z) + cos?(z) =1

PrRoOJEKT MMF

Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)

/sin(:z:) -sin(x) doz = — cos(z) - sin(x +/Cos -cos(z) dz =

1—sin(z)-sin(x)

=©
= —cos(x) - sin(x) + = — /sin(:c) -sin(z) dzx

=0

= /sm -sin(z) dz = - COS(Z) -sin(z) +c¢ mitceR

Schreibweise 2 (Stammfunktionen)

sin(z) - sin(x) = [ — cos(z) - sin(z) ] — (= cos(z)) - cos(z) = [~ cos(z) - sin(x)]" + 1 — sin(x) - sin(x)
—_— — S — —_— ——

@) g(z) f(=) 9(z) f(@) 9'(z)

x — cos(z) - sin(x)]’

= 2-sin(z) - sin(x) = [z — cos(z) - sin(x)] = sin(x) - sin(z) = 5

Jede Stammfunktion P von p hat also die folgende Form:

x — cos(x) - sin(x)
2

P(z) = +c¢ mitceR

\ y
Schritt fiir Schritt % MmF
i

Ermittle alle Stammfunktionen P von p(z) = 22 - e®.

Um eine Stammfunktion P von 22 - e” zu ermitteln, leiten wir 22 ab und integrieren e*.

Schreibweise 1 (Unbestimmtes Integral)

/x2-e$dm:x2-e$—/2-x-emd$:
=22 e — [Z-x'ex—/Q-eIdx} =

=22.e"—2.2-e*+2-e*+¢ mitceR
Schreibweise 2 (Stammfunktionen)

22 et =22 et =22 €
—~ ~~
f(z) g'(2) f(z)  g(z) fr@)  g(x)

2.-x- e =2z "] — 2 - €& =[2-2-"—2-€"
—~ —~ ~—
a(z) b (x) a(z) b(x) a'(x)  b(x)

/!
= 2. &% = [$2-61*2'$-6I+2'6w}
Jede Stammfunktion P von p hat also die folgende Form:

Plx)=2?-e"—2-2-¢*+2-¢*+¢c mitceR
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