ProJEKT MMF AB — QUADRATISCHE GLEICHUNGEN

Quadratische Gleichungen
mF

Jede Gleichung der Form
a-z2+b-z+c=0 mit a # 0

ist eine quadratische Gleichung. Die Zahlen a, b und ¢ sind die Koeffizienten der Gleichung.

Losung <> Nullstelle @M
mF

Die Losungen der quadratischen Gleichung lz)
3
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a2 .x—2=0 a=1b=-1c=-2 ?

3 3 »
sollen ermittelt werden. Wir fassen die linke Seite der Gleichung T Y o s A
als Funktionsterm der quadratischen Funktion f mit \

1, 1
— .2 _Z.r_9

auf. Rechts ist der Funktionsgraph von f dargestellt.
Die Losungen der quadratischen Gleichung f(x) = 0 sind die Nullstellen von f.

Diese quadratische Gleichung hat also die zwei Losungen 1 = —2 und z9 = 3.

Wie viele reelle Losungen kann eine quadratische Gleichung allgemein haben? 0, 1 oder 2

/
Wi iele L6 ibt es?
ie viele L6sungen gi es @—MmF

y Fiir die Funktionen f, g und h gilt:
f 3 9
) flx)=2*+1
h gz)=2?—6-2+9=(r—3)?
0
1
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Die quadratische Gleichung 22 + 1 = 0 hat also keine Losung in R.

o z h(x):—x2—4-a:—3

Beschrifte links die Graphen dieser Funktionen.

Die quadratische Gleichung 22 — 6 -2 +9 = 0 hat also cine Losung in R.

Die quadratische Gleichung —z? —4 -z —3 = 0 hat also zwei Losungen in R.

/
/ Spezialfall: b = 0 -%_Mmr
1
Berechne die Losungen der quadratischen Gleichung 3 2 —4=0. f(@)
1
§-x2:4<:>1'2:86<:>x:i\/3’:i6 .
—6 v‘ / 6
-4
Diese quadratische Gleichung hat also die zwei Losungen 1 = —6 und x5 = 6.
1
Skizziere rechts oben den Graphen der quadratischen Funktion f mit f(z) = g 22 —4.
\_ /
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Spezialfall: c = 0 ~%
- pesialfall: c =0 ¥ WImF

Berechne die Losungen der quadratischen Gleichung 3 - 22 + 12 -2 = 0 durch Herausheben von .

flz)
z-(3-2+12)=0 =
x=0 oder 3-x+4+12=0 = .
x=0 oder z=—4 —4 0
Diese quadratische Gleichung hat also die zwei Losungen 1 = —4 und z9 = 0.

Skizziere rechts oben den Graphen der quadratischen Funktion f mit f(z) =3 22 +12-z.

%

Aquivalenzumformungen A—M
! mF

Unten versucht Lukas die quadratische Gleichung 3 - 22 + 12 -z = 0 anders zu l6sen.
In welchem Rechenschritt ist ihm die zweite Losung verloren gegangen?
2
3-2°+12-2=0 | —12-z Division durch x ist nur dann eine
3.22=-12.¢ | :3 Aquivalenzumformung, wenn z # 0 gilt.
22 =—4.z | Bei der Division durch x geht die Losung 0 verloren.
r=—4

)
Sackgassen @Mml’

Bei der quadratischen Gleichung z? + 2 -z — 15 = 0 sind alle Koeffizienten ungleich 0.
Hier kommen wir mit unseren bisherigen Lésungsansétzen nicht weiter:

224+2.2-15=0 < *=-2.2415 <+ z=+V/-2-2+15 < 1?7

P2 42.20-15=0 <= 2’42 2=15 <= z-(z24+2)=15 < 7

%
dratisches Erga 7
Quadratisches Erginzen O@MmF

Bei Gleichungen der Form 22 + p -z + ¢ = 0 hilft quadratisches Ergéinzen weiter.
Rechts unten sind die zielfithrenden Umformungen allgemein durchgefiihrt.
Fiihre links unten diese Umformungen fiir 2 +2-x — 15 = 0 durch.
224+2.2-15=0 x2+p-x+q:()
2 4+2-2=15 P2 4pax=—q
2 2
12— 12=15 ( p>_(p> __
(x+1) T+5 5 q
2 2
p p
1)? =16 PY _ (2) _
(z+1) (a+2) = (3) -4
p P\
z+1=+/16 s+E=2 (2> .y
P 2%
r=—-1+4 =-S+4/(5]) -
x x 5 ( 2) q
Diese quadratische Gleichung hat also die zwei Losungen x1 = —5 und xo = 3.
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Kleine L6sungsformel |= I
| MmF

Die Losung(en) der quadratischen Gleichung x? + p-x~+ q = 0 kannst du auch direkt

2
mit der kleinen Losungsformel berechnen: x4 = —g + <12)> —q

%10 ¥ NmF

Versuche die Nullstellen der Funktionen f, g und h mit der kleinen Lésungsformel zu berechnen.

1) 22 —-6-24+8=0 p=—-6 ¢q=38 h Yy
=f(z) g f
2) 22 +6-2+9=0 p=6 ¢qg=9
T
3) 2’ +4-2+13=0 p=4 g¢=13 \
T - x

]_) 112:3im:3i1 - 11:27 '/1:2:4

2) 1‘172:—3ﬂ:\/9— =-3+0 = 1 =29=-3

3) r12=—2+£y4—-13=-24++/-9 = keine Losung in R

Diskriminante @M m F

Die Anzahl der Losungen von z2 4+ p-x 4+ ¢ = 0 hingt von der Diskriminante D = (5) — q ab.
1) Wenn D > 0 gilt, dann hat die quadratische Gleichung zwei Losungen in R.
2) Wenn D =0 gilt, dann hat die quadratische Gleichung eine Losung in R.

3) Wenn D < 0 gilt, dann hat die quadratische Gleichung keine Losung in R.

)

Normierung '9 ,
;. MmF

Die Gleichung 4 -2% — 16 -2 — 9 = 0 kénnen wir nicht direkt mit der kleinen Losungsformel lésen.
Dafiir miissen wir zuerst die Gleichung durch den Koeffizienten a = 4 dividieren:
9

2
—4z-"=0
X X 1

Lose diese Gleichung durch quadratisches Ergdnzen oder mit der kleinen Losungsformel.

9
(:1:—2)2—22:4 = r-2=+ ,/ = =2+

) 39

9 r Lb 1 9

p=-4, ¢g=—- = =2+4/4 7—2@/ 2 Ty gy =
p » 4 1 r12 + 2 T 2,“ 5

Do | Ot
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Grofle Losungsformel |*© I
»-| MmF

Die Losung(en) der quadratischen Gleichung a - 24+ b.x 4+ ¢ = 0 kannst du auch direkt

—bEVb2—-4.-a-c
2-a

mit der grolen Losungsformel berechnen: x4 2 =

ﬁ Setze zur Herleitung der grofien Losungsformel die normierten Koeffizienten p = g und ¢ = g in die kleine Losungsformel ein.

Grofie Lésungsformel +4
¥ MmF

Berechne die Lésungen der quadratischen Gleichung 4 - 22 = 16 -  + 9 mit der grofien Lésungsformel.

4.22-16-2-9=0 = a=4,b=—-16,c= -9

16 /256 + 144 16 £ 20 36 9 —4 1
551,2: 8 — 8 $x1:§:§71‘2:§:—§

/
Wurfparabel %—M . F

Die Flugbahn eines Tennisballs wird durch den Graphen einer quadratischen Funktion A modelliert:

h(x) = —0,01 - 2* + 0,18 -z + 0,4 h(z) in m

x ... horizontal zuriickgelegte Wegstrecke in m
h(z) ... Hohe iiber dem Boden an der Stelle x in m

oL in m
0 20
Berechne den Aufprallpunkt am Boden.
h(z) =0
Grofle Losungsformel: a = —0,01, b = 0,18, c =04
(;L’l = —2) To = 20
Der Ball prallt im Punkt (20m | 0m) am Boden auf.
/
Sekante ‘%—Mm
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =05 2% - 1,5 -2 + 2 Y Die
Fiir die lineare Funktion g gilt: g(x) = —-0,5-2+6 S1
Berechne die eingezeichneten Schnittpunkte S; und Ss. !
S
f
Schnittstellen sind die Losungen der Gleichung f(x) = g(x):
05-2°—15-2+2=-05-2+6
05-22—1-2—4=0 0 -
Grofle Losungsformel: a = 0,5, b= —1, ¢ = —4
Ir = —2, To = 4
f(=2)=9(=2)=7 = S =(-2]7)
fA)=9(4) =4 = S =(4]4)
o /

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz.
https://mmf.univie.ac.at



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/Formelsammlung-Angewandte_Mathematik.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Eigenschaften_von_Funktionen.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-quadratische-gleichungen

