ProJEKT MMF AB — TRENNUNG DER VARIABLEN

Trennung der Variablen yy / M
94 mF

Die Differentialgleichungen (DGL)
1)y (x) =2y, 2)y(x)=4-¢"-9> und 3)y'(z)=cos(x)- (42 —y)
haben alle die Form y'(x) = f(x) - g(y) .

Fiir solche DGL kann die Lésungsmethode Trennung der Variablen zielfithrend sein.

J
Trennung der Variablen @@’ MmF

Wir ermitteln die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

2. y(ﬂf) =0 Die Nullfunktion y(z) = 0 ist eine sogenannte triviale Losung dieser DGL.

y(z)—x
mithilfe der Methode Trennung der Variablen:

1) y/(x) = 3;2 . 'y(x) Forme die Differentialgleichung nach y’(z) um.

. d
11) d7y =z2. Y Stelle y/(x) in der Differential-Schreibweise % dar.
x

1 Trenne die Variablen: Bringe dazu nur mithilfe von Multiplikationen und Divisionen
sse Zdy = 2 d alle y-Terme auf die linke Seite, alle x-Terme auf die rechte Seite und integriere.
iii) y= [ x°dx : . : ; . .
Y Die Integrationskonstante ¢; € R ist nur auf einer Seite notwendig.
Mehr Informationen zu diesen Schritten findest du am Ende des Arbeitsblatts.

. ) ] - 1 3 Forme die erhaltene Gleichung nach y um.
v n(|y]) - g Tt A+ Erinnere dich, dass ® > ¢® die Umkehrfunktion von ® In(®) ist.

1

V) |y| — e3 e _ cy - e%%?’ Verwende die Rechenregel 21t = e . ¢t fiir Potenzen.

Die positive Konstante el kannst du mit co = el abkiirzen.
Beim Weglassen der Betragsstriche kann sich nur das Vorzeichen éndern.
. 1.3 . c2, falls y > 0
ZT : Es gilt also: ¢ =
vi) y(z)=c-e3” mit ceR g o, fallsy <0
Der Fall ¢ =0 deckt die triviale Lésung y(z) = 0 ab.
3

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 3/ (z) — 22 - y(x) = 0 ist y(z) =c- €3

Wir fiuhren die Probe durch:
1.3 1

y(z)=c-e3™ - 3 32t =g c.e3? — Y () =22 y(z) = 9(z)—22-ylx)=0v
— =y(z)
Kettenregel
- /)

Trennung der Variablen -?
L MmF

Ermittle die allgemeine Losung der Differentialgleichung '(z) + 2 - cos(z) - y(z) =0
mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

y'(x) = =2 cos(x) - y(x)
dy
dz

1
/? dy = /—2 - cos(z) dx
) .

In(|y|]) = =2 -sin(x) + ¢1

’U‘ _ 672-5111(r)+01 — ¢y - 672'811](1‘)

y(lﬁ) —c- 67243111(1‘)

= —2-cos(x) -y
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Versteckte 1 ‘
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Ermittle die allgemeine Losung der Differentialgleichung y'(z) — y(z) =0
mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

y'(x) = y(x)
w_y. Y
dx
1
/*dy:/ldl‘
Y
In(ly]) =z + 1
lyl = " =y - e”
y(z) =c-e€*
J
Umkehrung der Kettenregel @Mmr
Fiir die Funktion f mit f(z) = e***2 gilt: Fiir die Funktion g mit g(z) = In(|4 -z + 2|) gilt:
1
1) f(z) = edat2 .4 1) o (z) = .4
) [lz)=e ) 9(x) 4-x+2
Umgekehrt gilt also: Umgekehrt gilt also:
1 1 1
2 4~x+2d — 4-z+2 2 / dr =1 4 . 20) - —
)/e r=e 1t ) T2 n(|4-z+2|) 1Te )

Umkehrung der Kettenregel “%meF
Gegeben ist die Differentialgleichung 3 - y(x) + ¢/ (x) = 42.
1) Ermittle die allgemeine Losung der DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
2) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = 23 erfiillt.

1) y'(w) =42 =3 y(a)
d—z:l~(42—3-y)

d
/Ld —/1d-
2-3.4 Y7 .

1
In(|42 -3 - y|) - <—3> =z+c

In(42-3-y|)=-3-2+c

‘42 _ 3 . y‘ — 673-124’02 — (:3 . 6*3-1

42 -3y =cq4-e 37
42 —cp-e 3T =3y
42 — ¢ _/73-;1: Y

y(r) = SRV +c-e 3 <mit c= C4>

3 3

2) y(0) =23 <= 1d+c- =23 <= c=9
— y(x) =14 +9-e737
. Y
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Proportionalitéat
- P @Mmr

Zwischen zwei Groflen x und y besteht ein direkt proportionaler Zusammenhang,

wenn Y _ k bzw. y = k - © mit einer Konstante k # 0 gilt.
T

Dieser sogenannte Proportionalitétsfaktor k£ hingt also weder von x noch von y ab.

Die Losungen der Gleichung y = k - x liegen auf einer Gerade mit Steigung k. A TE——

Zwischen zwei Groflen « und y besteht ein indirekt proportionaler Zusammenhang,

k
» wenn -y = k bzw. y = — mit einer Konstante k # 0 gilt, wobei z,y # 0.
0 r

k
Die Losungen der Gleichung y = — liegen auf einer Hyperbel.
x

\ )
Y
Abbau von Koffein Mmr

David trinkt einen Energy-Drink. Um 17 Uhr sind insgesamt 80 mg Koffein in seinem Korper.
Die Funktion N gibt den Zusammenhang zwischen der Zeit und der vorhandenen Koffeinmenge an.

. Zeit in Minuten (¢ = 0 ist 17 Uhr.)
N(t) ... Koffeinmenge in Davids Kérper in mg zum Zeitpunkt ¢

Die momentane Anderungsrate der Koffeinmenge in Davids Korper ist direkt proportional zur aktuell
vorhandenen Koffeinmenge in seinem Korper.

1) Stelle eine Differentialgleichung fiir N auf. Bezeichne den Proportionalititsfaktor mit k.
Begriinde anhand der Differentialgleichung, ob k positiv oder negativ sein muss.

2) Ermittle die spezielle Losung der DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

3) Die Halbwertszeit von Koffein betragt in Davids Korper 4 Stunden.
Stelle eine Funktionsgleichung von N auf.

1) N'(t)=k-N(t)
= X0

Damit das Vorzeichen auf beiden Seiten der DGL gleich ist, muss k < 0 gelten.

2) N
dt /
— dN = / k dt
/ N
=k-t+ C1 Wegen N > 0 sind die Betragsstriche nicht notwendig.

N(t) = . .

N0)=80 — c- =80 <= c=280
— N(t) =80-eF!
3) Nach einer Halbwertszeit sind nur mehr 40 mg Koffein in Davids Korper.
N(240) =40 <= 80-e*9% =40 «— ¥M0F =05 = 240 -k =1n(0,5) —

_ In(05) _

— 2
210 0,002 888...

= N(t) = 80 . ¢ 0,002888..¢
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1)

2)
3)

1)

2)

3)

Stefania stellt ein Getrank in einen Kiihlschrank mit konstanter Umgebungstemperatur Ty = 7°C.
Zu Beginn (t = 0) betrigt die Getranketemperatur 26 °C.
Die Funktion T' gibt den Zusammenhang zwischen der Zeit und der Getrédnketemperatur an.

t...
T(t)... Getranketemperatur in °C zum Zeitpunkt ¢

Die momentane Anderungsrate der Getrinketemperatur ist direkt proportional zur Differenz zwischen
der aktuellen Getranketemperatur und der Umgebungstemperatur.

Newtonsches Abkiihlungsgesetz % "
¥ MmF

Zeit in Stunden

Stelle eine Differentialgleichung fiir 7' auf. Bezeichne den Proportionalitdtsfaktor mit k.
Begriinde anhand der Differentialgleichung, ob k positiv oder negativ sein muss.

Ermittle die spezielle Losung der DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

Nach 2 Stunden misst Stefania die Getranketemperatur 18 °C.
Sie mochte das Getrank bei der Temperatur 10 °C trinken. Wie lange muss Stefania noch warten?

T'(t) = k- [T(t) — 7]
= >0

Damit das Vorzeichen auf beiden Seiten der DGL gleich ist, muss k < 0 gelten.

dT
=k [T-7
gr [T -1
/ ! dT / k dt
S — C
T—-7
hl(T — 7) =k-t+ Cq1 Wegen T' > 7 sind die Betragsstriche nicht notwendig.

T77:ek‘~t+(ilzc.ek"t
T(t)=7T+c- et
T0)=26 <= 7T+c-e"=26 < c=19
— T(t)=T7+19 ¢

Aus T'(2) = 18 folgt:
74+19-¢*F =18 «— *F = 1 2-k:111(11> — k= hlG%’) = —0,2732...
19 19 2
Wir 16sen die Gleichung T'(¢) = 10:
3
T4+19-¢" =10 = b = % — k~t—ln<139> = t= ln(k”> = 6,754..h

Stefania muss also noch 4,754... Stunden warten.

Das Richtungsfeld und die spezielle Lésung der DGL sind unten dargestellt.

T(t) in °C
30

25

20

t in-Stunden
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

)
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f Pflanzenwachstum MmF

Die Funktion h modelliert die Hohe einer wachsenden Pflanze in den ersten Monaten nach der Keimung.

t... Zeit in Monaten seit der Keimung (¢ > 0)

h(t) ... Pflanzenhohe in cm zum Zeitpunkt ¢

h(t)
3

1) Begriinde anhand der Differentialgleichung, ob k positiv oder negativ sein muss.

Die Funktion h ist eine Losung der folgenden Differentialgleichung: h/(t) = k -

2) Ermittle die allgemeine Losung der DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
3) Begriinde, ob A(t) in diesem Modell fiir ¢ — oo unbeschrankt wéchst.

h(t
1) W(t)=k- t(‘)
—— -
Damit das Vorzeichen auf beiden Seiten der DGL gleich ist, muss k& > 0 gelten.

2) LN
3

dt
1 :
—dh=[Ek-t73dt
/ h /

_ 1
h’l(h) =k-t72. — +c1=——-=+0C Wegen h > 0 sind die Betragsstriche nicht notwendig.

3) Fir t — oo gilt fﬁ — 0 und damit h(t) = c-e =c.

Das Wachstum ist in diesem Modell also nach oben beschriankt durch c.

Trennung der Variablen / Umkehrung der Kettenregel Q
(3 MmF

Wir haben die Differentialgleichung 3/(x) = 22 - y(x) rezeptartig durch Trennung der Variablen gelost.
Die ersten Losungsschritte davon stehen nochmal links unten.
Rechts daneben steht ein alternativer Losungsweg, der ohne Operieren mit Differentialen auskommt:
i) y'(z) =2* y(x) Y (x) =2 - y(z) - y()
/
ii)d—y:ng.y ?J(iﬂ):x2 |/ dz
dz y(:E) Gleiche Funktionen haben die gleichen Stammfunktionen.
1 /
iii) /fdy:/xzdm y(x)dx—/xde
y y(x)
. 1 4 1 4
IV) ln(|y]) = g -x” 4+ ln(]y(m)]) = § -2+ Umkehrung der Kettenregel
Hinter dem Trennen der Variablen steckt also die Umkehrung der Kettenregel.
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