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Dominoeffekt MAT:E::A“K
/ FREU(N)DE
-

Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 haben wir einen Dominostein, der mit n beschriftet ist.
Wir stellen die Dominosteine in aufsteigender Reihenfolge auf.
Angenommen, wir haben die folgenden beiden Informationen:
1) Der Dominostein mit der Zahl 1 fallt um.
2) Fiir jede Zahln =1,2,3,4,5,... gilt: 90 T
Wenn der Dominostein mit der Zahl n umfallt,
dann fallt auch der Dominostein mit der Zahl n + 1 um. L
Erklare, warum dann der Dominostein mit der Zahl 42 sicher umfallt. :
SchlieBlich fallt jeder Dominostein um. + —
Der erste Stein fallt um. =
Deshalb féllt der zweite Stein um. n=1 o
Deshalb fillt der dritte Stein um. n =
Deshalb féllt der Stein mit der Zahl 41 um. n = 40
Deshalb fillt der Stein mit der Zahl 42 um. n =41

%

Vollstandige Induktion MATHEMATIK
macht
- FREU(N)DE
Die vollstéandige Induktion ist eine Beweistechnik, die auf diesem Dominoeffekt aufbaut.
Wir wollen zum Beispiel beweisen, dass die Formel

. 1 .
1+2+3—|—~-+n:w ZumBeispie1:1+2+3+4=4—5/
2 —_—— 2
n Summanden =10 :fo/
fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1,2, 3,... gilt. Dazu tberpriifen wir Folgendes:
1) Induktionsanfang: Die Formel gilt fiir n = 1. Der erste Dominostein fillt um.
2) Induktionsschritt: Wenn die Formel fiir n gilt, dann gilt auch die Formel fiir n + 1. n>1

Wenn der Dominostein mit der Zahl n umfallt, dann fallt auch der néchste Dominostein mit der Zahl n + 1 um.

1) Uberpriife den Induktionsanfang fiir n = 1:

2 L

\V)

1 v

1{|

2) Uberpriife den Induktionsschritt n — n + 1:

n-(n+1)
2

Daraus musst du folgern, dass auch 1 +2+3+---+n+(n+1) =

Du darfst also verwenden, dass 1 +2+3+---+n =

gilt. sInduktionsvoraussetzung*

(n+1) - (n+2)
2

gilt.

n-(n+1 n n+1)-(n+2
1+2+3+-~+n+@z+n=(2)+(n+n (n+1)- (2+1>:( )2( )/
\ﬁq

Die Formel gilt also fiir alle natiirlichen Zahlen n =1,2,3,...
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Summe der ersten n ungeraden Zahlen - MATHEMATIK

Zeige mit vollstandiger Induktion, dass die Formel
Zum Beispiel: 1+3+54+74+9 = 52 /
—_—— =~

143454+ 2-n—1)=n? =25 =25

Alternativer geometrischer Beweis:

n Summanden

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt.

1) Induktionsanfang n = 1:
1212/
2) Induktionsschritt n — n + 1:

143454+ +2n-1D)4+2-n+1)=n’+2-n+1=n+1)7>V

/
Summe der ersten n Quadratzahlen MATHEMATIK
C Dty
Zeige mit vollstdndiger Induktion, dass die Formel
1
12422432 4. 40’ = ”'(”+1;‘(”+2)
n Summanden
fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt.
1) Induktionsanfang n = 1:
12 2 1-2-1,5 v
—
2) Induktionsschritt n — n + 1:
o (n41)-(n+ 1 - (n 4L
124224324 404 (n+1)? = n-(n ; (n+3) +(n+1)%=(n+1)- 77(7;2) +n+1
. + l + 2 . + ;
Zu zeigen ist also, dass TL(ZQ) +n+1= (n )3(n 2) gilt.
1 3
= n- n+§ +3-n+3=(Mn+2)- n+§ =
3.
= n2+g+3-n +3:n2+7n+2~n +3V
7 7
=3 =5
o /
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Rekursive Darstellung — Explizite Darstellung MAT:E:{“‘"
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Die Folge (a,) ist rekursiv definiert: Es gilt also:
as=4-a1+2=2
a1 =0 und apy1=4-a,+2, n>1 a3 =4-a2 +2=10

ag =4-a3+2=142
Zeige mit vollstandiger Induktion, dass :

_4n—4
6

Gn

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt.

1) Induktionsanfang n = 1:

41 — 4
2 v

ay

6
_ ——
=0

2) Induktionsschritt n — n + 1:

4n — 4 gntl 16 12 4ntl 4
Ap+1 (07%% + + 6 + 6 6
)
Fibonacci-Folge MATHEMATIK
C_ D o
Die Fibonacci-Folge (fy) ist rekursiv definiert: Es gilt also:
fsa=fao+fi=2
=1 fo=1 uwd foro= fat1+/fn, n>1 fa=fs+f2=3
fs=fi+f3=5
Zeige mit vollstédndiger Induktion, dass :
fn+1 : fn—l - fg = (_1>n
fur alle natirlichen Zahlen n > 2 gilt. Der Induktionsanfang ist in dieser Aufgabe also bei n = 2.
1) Induktionsanfang n = 2:
?
fa-fr—f3=(-1)? v
—— ~——
=2.1-12=1 =1
2) Induktionsschritt n — n + 1:
fn+2 : fn - f5+1 - (.er+1 + fn) : fn - f’n+1 . (fn + fnfl) -
= forr=Tn + fu = Lot Ta = far1 - fa1 =
= fr% = fot1 fn1 =
= (_1> : (f’n,—i—l ) fn/—l - fg) —
= (1) (=)= (=)
\ )
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Ungleichung MATHEl:tATIK
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Zeige mit vollstandiger Induktion, dass die Ungleichung
fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3 gilt.

Hinweis: Uberlege im Induktionsschritt, warum fiir n > 3 die Ungleichungen 3-n2 <n3 und 3-n+1 < n? gelten.

1) Induktionsanfang n = 3:
2 !
3¥ >3y
2) Induktionsschritt n — n + 1:

n+1P=n*+3-n"+3-n+1

Es gilt 3-n? < n3, weil 3 <n.
Esgilt 3-n+1<4-n<n’ weil 4 <n’

— (n+1P<nP+nd+nd=3.n3<3.3"=3""

)

Bernoulli-Ungleichung MATHEI:.I‘ATIK
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Zeige mit vollstdndiger Induktion, dass die Bernoulli-Ungleichung

l+x)">14n-=x z>—1

fiir alle Zahlen n =0,1,2,3,... gilt.

1) Induktionsanfang n = 0:

?
1+2)°>140-2 v
1
=1 =

2) Induktionsschritt n — n + 1:

(1+:L,)n+1 _ (1+T)(1+I)” Z
>1+z)-(14+n-z)=
:1+7L-x+;1:+'rL-;r;22

——
>0
>1+(n+1)-z/

An welcher Stelle im Beweis verwendest du die Voraussetzung « > —17
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