ProJEKT MMF AB — ZUFALLSEXPERMENTE UND WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Ergebnisse & Ereignisse
mF

Ein Zufallsexperiment kann verschiedene Ergebnisse haben.
Die Menge der moglichen Ergebnisse nennen wir den Ergebnisraum (2.

Ein Ereignis ist eine Teilmenge von €.

Zufallsexperimente ? q
I MmF

-

a) Beim Wurf einer Miinze gibt es 2 mogliche Ergebnisse:

Q = {Kopf, Zahl}
Ereignis: A = {Kopf} = , Miinze zeigt Kopf“

b) Beim Wurf eines fairen 6-seitigen Spielwiirfels gibt es 6 mogliche Ergebnisse:

\-:.- 0= {EaDaEaEva }
Ereignis: G = {[.",[:1, i} = ,Wiirfel zeigt gerade Augenzahl.

c) Beim Roulette gibt es 37 Felder, die mit den Zahlen von 0 bis 36 durchnummeriert sind.

Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein Feld ist griin. Mit einer Kugel wird ein Feld
nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt. Es gibt 37 mogliche Ergebnisse:

Q={0,1,2,...,36}
Ereignis: U = {1,3,5,...,33,35} =
= ,Kugel landet auf Feld mit ungerader Zahl“

d) Du wiirfelst mit zwei fairen 6-seitigen Spielwiirfeln. Wenn das Ergebnis des Zufallsexperiments
die Augensumme der beiden Wiirfel ist, dann gibt es 11 mogliche Ergebnisse:

%T’ 0=1{2,3,4,5,...,12}
um Beschreibe die Ereignisse in Worten:
A={7}, B={2,4}, C ={9,10,11,12}, D = {2,3,5,7,11}
A = ,Augensumme 7 wiirfeln“ C = ,mindestens Augensumme 9 wiirfeln“
B = , Augensumme 2 oder 4 wiirfeln“ D = ,Primzahl als Augensumme wiirfeln“

Bei diesem Zufallsexperiment treten die 11 mdoglichen Ergebnisse nicht alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.

Mit dieser Modellierung ist es also kein Laplace-Experiment.

‘Wahrscheinlichkeit nach Kolmogorow
2 MmF

Bei Zufallsexperimenten mit endlich vielen moglichen Ergebnissen ordnen wir jedem Ereignis A eine
Zahl P(A) zu, ndmlich die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt. (engl. probability)

Diese Zuordnung muss die folgenden Eigenschaften haben: Die Funktion P heifit Wahrscheinlichkeitsma8.
l) 0< P(A) <1 Die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen kann nicht kleiner als 0 % oder grofler als 100 % sein.
ii) P (Q) =1 Das Ergebnis des Zufallsexperiments ist mit 100 %-iger Wahrscheinlichkeit in €.

iii) P(A oder B) = P(A) + P(B), falls die Ereignisse A und B kein Ergebnis gemeinsam haben.

Wir sagen auch: ,Die Ereignisse A und B schlielen einander aus.

Diese Eigenschaften i), ii) und iii) sind sogenannte Axiome.

Sie wurden im Jahr 1933 verdffentlicht und bilden heutzutage die Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Gezinkter Wiirfel %mF
Wir wiirfeln mit einem bestimmten gezinkten 6-seitigen Wirfel: € = {[- ][], [.=], [ 1], =], F3]}
Bei einem gezinkten Wiirfel sind die 6 moglichen Ergebnisse nicht alle gleich wahrscheinlich.
Mit p; wird die Wahrscheinlichkeit abgekiirzt, dass der Wiirfel die Augenzahl i zeigt.
Im folgenden Stabdiagramm sind die Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen von 1 bis 5 dargestellt:

1) Ubertrage die Wahrscheinlichkeiten pq, pa, ..., ps

aus dem Stabdiagramm in die folgende Tabelle. 03| Pi
0.25
Ergebnis w; [-] [.° [] [ i 0012
pi=P{wi}) | 30% | 5% | 15% | 25% | 10% | 16% 0.1 l l
0.05 I ‘ | i
0 1 2 3 4 5 6

2) Ermittle pg, und zeichne rechts den zugehorigen Stab ein.
pL+pe+p3+pi+p;=8% = ps=100%—-8%=15%

3) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass man mit diesem Wiirfel mindestens die Augenzahl 5 wiirfelt.

P({ELED) = P} oder {E9}) 2 ps + po = 10% + 15% = 25%

Laplace-Experimente
2 MmF

Ein Zufallsexperiment heift Laplace-Experiment, wenn es die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

1) Es gibt nur endlich viele Ergebnisse: Q = {w1,ws,...,wn}
2) Jedes dieser Ergebnisse tritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein:

P({en)) = P(fn}) = - = P({n}) =

/
Laplace-Experiment?
* SO MmF

Welche der folgenden Zufallsexperimente sind Laplace-Experimente?

a) Einen fairen 6-seitigen Wiirfel einmal werfen.

Das Ergebnis des Zufallsexperiments ist die gewtrfelte Augenzahl.

. Jedes Ergebnis . >

2 endlich? L o g Laplace-Experiment?

Q= {1 2 3 45 53 6} ja nein ja nein ja nein
X [] X [] X []

b) Aus einer Box mit 3 schwarzen und 2 weiflen Kugeln eine Kugel nach dem Zufallsprinzip ziehen.

Das Ergebnis des Zufallsexperiments ist die Farbe der gezogenen Kugel.

. Jedes Ergebnis . >
. © endlich? il wrlbmahcmbesT Laplace-Experiment?
Q) = {schwarz, weif}} ja nein ja nein ja nein

c) Einen fairen 6-seitigen Wiirfel so lange werfen, bis zum ersten Mal ein Sechser gewtirfelt wird.

Das Ergebnis des Zufallsexperiments ist die Anzahl der dafiir benttigten Wiirfe.

Jedes Ergebnis

Q endlich? il ol Laplace-Experiment?
Q= {1, 2, 3-/ 4, 5, 6, 7, .. } ja nein ja nein ja nein
[] X [] X [] X



https://de.wikipedia.org/wiki/W%C3%BCrfelspiel#Gezinkte_W%C3%BCrfel
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

ProJEKT MMF AB — ZUFALLSEXPERMENTE UND WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Giinstig durch moglich*
: ¢ O MmF

Beim Roulette gibt es 37 Felder, die mit den Zahlen von 0 bis 36 durchnummeriert sind.

-

Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein Feld ist griin.
Mit einer Kugel wird ein Feld nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt.

Die Kugel landet auf jedem der Felder in Q = {0,1,2,...,36} also
1
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 37

Dieses Zufallsexperiment ist also ein Laplace-Experiment.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel auf einem roten Feld landet, gilt:

11 118
— P(.Rot“) = — — o
(Rot) = oot g+t g =5

18 Summanden

Allgemein gilt bei Laplace-Experimenten fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A eintritt:

P(A) = Anzahl Ergebnisse in A Anzahl giinstige Ergebnisse

~ Anzahl Ergebnisse in @ Anzahl méogliche Ergebnisse

Dieser neue Zugang zur Wahrscheinlichkeitsrechnung ist also mit unserem bisherigen Zugang bei Laplace-Experimenten vertraglich.

Mit ihm kénnen wir aber zusitzlich Wahrscheinlichkeiten bei Zufallsexperimenten berechnen, die keine Laplace-Experimente sind.

J
Gliicksrad ‘%_M m F

Beim dargestellten Gliicksrad sind 3 verschiedene Ergebnisse moglich: 2 = {Blau, Griin, Rot}

1) Trage die Wahrscheinlichkeiten (in %) in die Tabelle ein. g

Ergebnis w; Blau Griin Rot

P({w}) 3=375% T =125% 1=50%

2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis nicht Blau ist.

P(,nicht blau“) = P(,griin oder rot“) = 12,5% + 50 % = 62,5 %

Gezinkter Wiirfel ‘%_M m F

Bei einem bestimmten gezinkten 6-seitigen Wiirfel treten die Augenzahlen 1 bis 5 mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit p auf. Die Augenzahl 6 ist dreimal so wahrscheinlich wie die Augenzahl 1.

1) Berechne p. Trage die Wahrscheinlichkeiten (in %) in die Tabelle ein.

1
=125%

p+p+p+p+p+3-p=1 = P=3

Ergebnis w; [+ 7] [ 7] ] [£1]
P({w}) 125% | 125% | 125% | 125% | 125% | 375%

2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, mit diesem gezinkten Wiirfel eine gerade Augenzahl zu werfen.

P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = - =62,5%

| ot
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Relative Haufigkeiten als Schétzwerte fiir Wahrscheinlichkeiten -% MmF
L)

Ergebnis [+

-]

-]

-]

Absolute Haufigkeit 84

190

218

127

139

242

Magdalena erhélt einen gezinkten Wiirfel, aber kennt seine Wahrscheinlichkeiten nicht.
Magdalena wirft ihn 1000 Mal und notiert die Ergebnisse.
Die absoluten Haufigkeiten der 6 Augenzahlen sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

1) Trage die relativen Héufigkeiten als Briiche und die prozentuellen Haufigkeiten in die Tabelle ein.

Ergebnis [-] [.7] [.] [

] = : 84 190 218 127 139 242
Relatlve Hauﬁgkelt 1000 1000 1000 1000 1000 1000
Prozentuelle Hiufigkeit | 8.4 % 19% 21,8% | 12,7% | 139% | 24,2%

19% 4+ 12,7% 4+ 24,2% = 55,9%

2) Verwende die prozentuellen Haufigkeiten als Schiatzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten,
um die Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Augenzahl mit diesem Wiirfel zu schétzen.

J

Geometrische Wahrscheinlichkeiten OM m F

/
Die rechts dargestellte Ellipse wird durch die Gleichung

2 4+4-y>=16 y=0 = z=+4 bazw. =0 = y =42

Y

festgelegt. Trage die beiden fehlenden Zahlen in die Késtchen ein. -

Thren Flacheninhalt konnen wir mithilfe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung anndhern:

i) Im Bild rechts umschreiben wir der Ellipse ein Rechteck.
Dieses Rechteck hat den Fliacheninhalt 32.

ii) Wir erzeugen nach dem Zufallsprinzip eine Zufallszahl x € R

mit —4 < z < 4 und eine Zufallszahl y € R mit —2 <y < 2.

Davon waren 78 545 Paare auf oder innerhalb der Ellipse.

Von den 100000 Versuchen waren 78545 in der Ellipse.

Der Punkt (z | y) liegt genau dann auf oder innerhalb der Ellipse, wenn 22 + 4 -y? < 16 gilt.
iii) Das Python-Programm unten rechts hat 100000 Paare solcher Zufallszahlen erzeugt.

78545
iv) Der relative Anteil der Ellipse am Rechteck betrigt also rund .
100000
v) Berechne damit einen Naherungswert fiir den Flacheninhalt der Ellipse.
EAR
. 78 040 — 25 1344 from random import uniform
100 000 / versuche = 100000
treffer = @
for i in range(versuche):
X = uniform(-4,4)
y = uniform(-2,2)
Af(x**2 + 4%y**2 <= 16):
treffer += 1
print("Von den", versuche, "Versuchen waren", treffer, "in der Ellipse.")
Kommandozeile
Der ezakte Flacheninhalt dieser Ellipse ist 8 - m = 25,1327.... >>>

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz.
https://mmf.univie.ac.at

MmF ©989 1



https://mmf.univie.ac.at
https://de.wikipedia.org/wiki/Python_(Programmiersprache)
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Relative_Anteile_und_Prozentrechnung.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipse#Fl%C3%A4cheninhalt
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/Python/Ellipse.py
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/diskrete-mathematik-statistik-stochastik/ab-zufallsexperimente-und-wahrscheinlichkeitsraeume

