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Die folgenden Sétze sind zentral fiir die gesamte Analysis. Die Ergebnisse sind anschaulich klar. Wir sind auch sicher,
dass du schon oft mit diesen Sétzen gearbeitet hast, vielleicht ohne sie beim Namen zu kennen. Es ist uns wichtig,

dass du diese Sétze tief verinnerlichst und sauber damit argumentierst.

Zwischenwertsatz &M m F
f

Zwischenwertsatz:

Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion.

Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

a b

\_ )
Satz vom Minimum und Maximum ngF

-

Satz vom Minimum und Maximum:

f(xmax)
Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion.

Dann gibt es eine Stelle i, und eine Stelle % in [a; ] so,
dass fiir alle z in [a; ] gilt: f(@in)

f(xmin) S f(x) é f(xmax)
\_ /

Datum: 16. Marz 2023.
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion,

die auf ]a; b[ differenzierbar ist.

Dann gibt es eine Stelle s in ]a; b[ so, dass gilt:

Mittelwertsatz der Differentialrechnung Q—M
mF

f(®)

1. Ableitungstest

\_

1. Ableitungstest (first derivative test):

Sei f :]a;b] — R eine differenzierbare Funktion

und zg in ]a; b

Wenn z( eine Extremstelle ist, dann gilt:

f'(x0) =0
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Zum Loésen von Optimierungsaufgaben verwendet man den 1. Ableitungstest:

Der 1. Ableitungstest identifiziert alle Kandidaten fiir Extremstellen im Inneren von [a; b].

Bei Funktionen f : [a; ] — R miissen wir die Randwerte f(a) und f(b) zusétzlich berechnen.
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1. DIFFERENTIALRECHNUNG

1.1. Fir die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f gilt:
fl@)y=e" (3-22+4-2—4)
1) Zerlege das Polynom 3- 2% +4-x — 4 in Linearfaktoren.

2) Ermittle das Monotonieverhalten von f.

3) Ermittle das Kriitmmungsverhalten von f.
1.2. Der Graph der Funktion f mit f(z) = [In(z)]” +In(z) — 6 ist unten dargestellt.

4 (@)

MmF

r1 = To =

2) Berechne die Extremstelle z3. Runde auf 3 Nachkommastellen.

T3 =

3) Berechne die Wendestelle x4. Runde auf 3 Nachkommastellen.

Ty =

1.3. Fiir die Funktion f gilt: f(x) =a-e** —b-e® +¢
1) Ermittle die Ableitungsfunktionen f’ und f”.
Die Koeflizienten a und b haben das gleiche Vorzeichen.

2) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fir die Nullstelle 21 von f auf.

3) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir die Nullstelle 5 von f” auf.

4) Begriinde, warum die Differenz x; — z2 von keinem der Koeffizienten a, b bzw. ¢ abhéngt.

sin(x)

1.4. Fiir die Funktion f gilt: f(x) = tan(z) =
cos(x)

1) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f'(z) = tan®(z) + 1 gilt.

2) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f”(z) = 2 - tan3(x) + 2 - tan(x) gilt.

3) Ermittle reelle Zahlen a, b und ¢ so, dass f”/(x) = a - tan*(z) 4+ b - tan?(z) + ¢ gilt.

4) ﬁ Fir die 42. Ableitung von f gilt:

MmF

MmF

FUD () = kyz - tan®®(z) + ka1 - tan® (z) + ksg - tan®*(x) + -~ 4+ ky - tan'(z) mit k; € R

Ermittle den Koeffizienten k3.

MmF
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1.5. Die Funktion g mit
g(z) =In (—2® + 3z + 10)

ist nicht fir alle x € R definiert.

1) Ermittle die groBtmogliche Definitionsmenge von g.
2) Ermittle das Monotonieverhalten von g.
3) Ermittle das Kriimmungsverhalten von g. MmF

1.6. Gegeben sind die differenzierbaren Funktionen p und f mit:

1) Zeige, dass p/(z) = f'(z) - ef@ . (1 + f(2)) gilt.
Dokumentiere dabei die Verwendung von Ableitungsregeln sorgféltig.

2) Ermittle das Monotonieverhalten der Funktion p mit:
p(x)= (2> -2-2-9)- " 29 MmF
1.7. Das Monotonieverhalten der Funktion f mit
flx)=2-2° -3 -k-2%+42

héngt vom Wert des Parameters k € R ab.
Ermittle das Monotonieverhalten von f in Abhéngigkeit von k.

Hinweis: Es gibt 3 Félle zu unterscheiden. MmF

1.8. Gegeben ist die Funktion f: R — R mit

fla)=a? e

a) Zeige, dass f'(z) =z (2—xz) e ® gilt.
Dokumentiere dabei die Verwendung von Ableitungsregeln sorgféltig.
b) Ermittle die Nullstellen der Funktion f’.
c) Ermittle das Monotonieverhalten der Funktion f.
d) Zeige, dass es Zahlen a, b, ¢ € R gibt, sodass die Funktion F': R — R mit

Fl)=(a-2>+b-x+c)-e "

eine Stammfunktion von f ist. Welche Werte haben die Zahlen a, b und ¢ mit dieser Eigenschaft?
e) ﬁ Begriinde, warum die Gleichung

genau drei Losungen tiber der Grundmenge R hat.

Hinweis: Verwende das Monotonieverhalten von f und den Zwischenwertsatz. MmF


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
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https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien

PrROJEKT MMF AS - CALcULUS

1.9.

a) Seien a, b, c € R und f: R — R die Funktion f(z) =e *-(a-2?+b -z +c).
Zeige, dass
flx)=e® -[~a-2>+(2-a—b)-2+b—

gilt.
b) Ermittle eine Stammfunktion von g(z) = e~ - (2% — 3 -2 + 1).
c) ﬁ Ermittle eine Stammfunktion von h(z) = €*® - (3 - 2% + 2 - 23). MmF

1.10. Sei k € R ein Parameter und f: R — R die Funktion
flx)=2%-3 -k
a) Angenommen, k < 0. Ermittle das Monotonieverhalten von f.

b) Angenommen, k > 0. Ermittle das Monotonieverhalten von f.
c) ﬁ Fiir welche Werte von k£ € R hat die Gleichung

*=3-k-z+16
jeweils genau 1) eine Losung 2) zwei Losungen 3) drei Losungen tiber der Grundmenge R? MmF

1.11. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f. Skizziere den Graphen der Funktion.

a) f[: R-R, flz)=(1-2%% b) f: R=>R, f(x):ﬁ c) f: R=R, f(a:):xza:_3 MmF

1.12. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f.

Skizziere den Graphen der Funktion fiir spezielle Werte der Parameter.

Z‘Q—CLQ
a) fl R%R, f(x):m mit CL,b>0
1
b 'R b R = — it b
) fiR\{a,b} 5 R, f() = ——— —— mita>
X .
C) fZ R%R, f(.’II) = m mit a > 0 MmF

1.13. ﬁ Ermittle die Null- und Extremstellen der Polynomfunktion f.

a) fa)=a* -8 22+7 c) flw)=a*+2-22+2
b) f(z) = —a* +6- 22427 d) f(z)=25-26-23-27 MmF

1.14. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktion f.

Skizziere den Graphen der Funktion.

a) f:R-R, f(z)=(2>+1)-e® c) f:]0;00[ = R, f(z) =2 — In(x)
b) f: R=R, flx)=z-e "/ d) f:]0;00[ = R, f(x) =2-Inz MmF


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
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1.15. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktion.

Skizziere den Graphen der Funktion.

2) f1 R R, f(z) = o' /2 &) 10500 = B, f(2) = a* - 1n(a)
2_9.442
b) f: R=R, f(z)=at e ® d) f:R%R,f(x):% MmF

1.16. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f: R — R mit

fz) = e —eb® mit a >b>0
Skizziere den Graphen der Funktion fiir spezielle Werte der Parameter. MmF

1.17. Seien p, 0 € R mit ¢ > 0. Die Funktion

fiRSR, ﬂxy:;i%f?.gﬁ(ﬁf

spielt als Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert p

und Standardabweichung o in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine

sehr wichtige Rolle.

p—o u pto

a) Zeige ohne Differentialrechnung, dass f an der Stelle p ein globales Maximum hat.
b) Zeige, dass die Wendestellen von f bei u + o liegen.
c) Zeige, dass die beiden Wendetangenten ihre Nullstelle bei ©+2 -0 bzw. u— 20 haben. MmF

1.18. Gegeben ist die Funktion f: ]0;00[ — R mit f(z) = z*.

a) Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-

halten der Funktion f. Skizziere den Graphen von f. Hinweis: ® = ¢"(®)

b) Fir welche Zahlen y € R hat die Gleichung f(z) = y keine / genau eine / mehr als eine Losung iiber der
Grundmenge der positiven reellen Zahlen?
c) Lose die Gleichung z* + 108 - =% = 31 {iber der Grundmenge der positiven reellen Zahlen. MmF

1.19. Berechne den Funktionswert von f an den Stellen 2¢ 4+ 0,1 und zq £ 0,01 ndherungsweise durch lineare Appro-
ximation an der Stelle xzg. Vergleiche deine Ergebnisse anschlieffend mit dem jeweils exakten Funktionswert (TR) an

diesen Stellen.

a) f(z) = a%, @ =2 ¢) f(@) =In(z), z = 1
b) f(z) =z, xo=4 d) f(z)=sin(z), 20 =0 MmF
1.20. Berechne die Ableitung der Funktion f an der Stelle xy von Hand ohne Ableitungsregeln.
a) f(l') :x47 o =—1 C) f(],‘) = \3/.5, xrog =38 Hinweis: a® — b3 = (a — b) - (a®> + a - b+ b?)
1
b) f($)=w2+1,.%‘0:2 d) f(.’ﬂ):\/25—.’[2,$0:3 Hinweis: a®> — b? = (a — b) - (a + b)
MmF
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1.21. Ermittle jeweils folgenden Grenzwert

hmf(xo-Fh)—f(xo—h)

h—0 2-h
a) f:R=R, f(z)=2% 29=1 c) [ R=R, f() =va2+ 16,20 =3
b) f: R—>R, f(x):inrl,xo:l d) f: R—=R, f(z) =cos(z), 2o =0

Du vermutest vielleicht schon einen Zusammenhang mit deinem Ergebnis und der Ableitung f’(xq).
Wie lautet der Zusammenhang?

ﬁ Begriinde allgemein, warum dieser Zusammenhang mit der Ableitung gilt. MmF

1.22. Gegeben ist die zweimal differenzierbare Funktion f.

Berechne die erste Ableitung und die zweite Ableitung der aus f gebildeten Funktion g.

a) g(z) = /@ ¢) g(x) = 1/f(z),  falls f(z) #0
b) g(z) = [f ()] d) g(z) =In(f(z)), falls f(z)>0 MmF
1.23. Gegeben ist die Polynomfunktion p. Fiir die Funktion f gilt:
f(z) =p(z)-e"
Zeige, dass es eine Polynomfunktion ¢ gibt, fiir die gilt:
f'(@) = q(@)- e
Was ist der Zusammenhang zwischen den Polynomen p und ¢? MmF
1.24. Gegeben ist die Polynomfunktion p. Fiir die Funktion f gilt:
2
flz)=px) "
Zeige, dass es eine Polynomfunktion ¢ gibt, fiir das gilt:
f(z) =qlz)-e™"
Was ist der Zusammenhang zwischen den Polynomen p und ¢? MmF
1.25. Berechne den Grenzwert
- fle—h)—2-f(z)+ f(z+h)
lim
h—0 h?
fir die Funktion f mit a) f(z) =2. b) f(z) =22 c) f(x)=2" mitne N, n>2. MmF

1.26. Zeige, dass die gegebene Funktion f : [0; 00[ — R ihren grofiten Wert an der Stelle 1 annimmt.

(1+z)?
1+ 22

(1+22)3

(1+aP)d

a) f(z) = b) f(z) = c) f(z) =


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://youtube.com/watch?v=rLhL76Nju-Y
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/materialien
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1.27. Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt die Identitét

e =35 (1) o

fir jedes x € R. Erkldre damit, dass gilt:

(I4z)" = i}k () k (*)

Sei p € ]0; 1. Zeige durch geschickte Wahl von x, dass

k=0

Zeige auch, dass Hinweis: Leite (x) nach = ab und wahle x geschickt.
" n
n-p-(1—p)= kE—n-p)?*- pF (1 —p)nh
pen) =32 () 5 -

k=0
‘Was haben die letzten beiden Summen mit der Binomialverteilung zu tun?
MmF

1.28. Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(z) =z + 4 - sin(x).

Ermittle die Nullstellen von f. MmF

1.29. Skizziere den Graphen der gegebenen Funktion f: R — R.

a) f(z) =cos?(x) b) f(x) =sin(z) +cos(z) «¢) f(z) = sin(z) - cos(z) — sin(x)

Achte darauf, dass deine Skizze die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen, die Periodizitit sowie das Monotonie-
und das Kriimmungsverhalten der Funktion richtig wiedergibt. MmF

1.30. Ziel dieser Aufgabe ist es, die Funktion
f:]0;00] = R, fx)=2z-In(1+z)—z-In(z)

auf Monotonie zu untersuchen.
a) Ermittle die ersten beiden Ableitungen von f.
b) Zeige, dass f’(x) < 0 fir alle z € ]0; 00 gilt.
c) Zeige, dass lim f/'(z) =0 gilt.

T—r0o0
d) Zeige mithilfe von b) und c), dass f'(z) > 0 fir alle z € |0;00[ gilt.

e) Verwende das Ergebnis aus dem vorigen Teil der Aufgabe, um zu zeigen, dass die Folge (a,) mit
1 n
a, = (1 + )
n
f) Passe die obige Methode an, um zu zeigen, dass die Folge (b,,) mit

1 n+1
b, = <1+)
n

streng monoton fallend ist. MmF

streng monoton wachsend ist.
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1.31. Der Punkt (-2 | 4) liegt auf der Parabel y = 22. In wie vielen Punkten schneidet die Gerade durch den Punkt
(=2 ] 4) mit Steigung k die Parabel? Interpretiere dein Ergebnis auch geometrisch. MmF

1.32. Sei a € R mit a > 1. Die Graphen der beiden Funktionen

f: R=>R, f(z)=a" und g: ]0;00[ = R, g(x) =log,(x)

Y y
sind jeweils fir a = 2 und fir a = 1,4 dargestellt. . )
Zeige, dass es genau einen Wert von a gibt, fiir den die bei- o ’ 1.4 ’
den Graphen genau einen Schnittpunkt haben. In welchem > o 7+ % % o > &
Punkt schneiden sich dann die Graphen? 2 ﬂogz(l‘) 2 / log, 4(z)
MmF
1.33. Ziel dieser Aufgabe ist zu beweisen, dass die Gleichung
e =x
iiber der Grundmenge R keine Losungen hat. Wir skizzieren zwei Zuginge:
a) Ermittle eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion
[T R=R, f(z)=¢€" 3y
an der Stelle 0. Argumentiere mithilfe der zweiten Ableitung, dass der Graph der 2
Funktion f iiber dieser Tangente liegt. .1
y=¢e
b) Wie verhélt sich die Funktion g: R — R, g(z) = €® — x, wenn  — oo und wenn T
x — —oo? Erkldre, warum die Funktion g einen kleinsten Wert annimmt. An welcher y_i - ! oz
=z /
Stelle geschieht das? Was ist der kleinste Wert?
MmF
1.34. Ermittle, fiir welche Werte von k& € R die Gleichung
e“=k-x
iiber der Grundmenge R a) keine Losung  b) genau eine Losung  ¢) mehrere Losungen hat. MmF
1.35. Zeige, dass die Gleichung
sin(z) =z
iiber der Grundmenge R genau eine Lésung hat.
Hinweis: Was ist die Tangente von f(z) = sin(z) an der Stelle 07 MmF
1.36. Eine Polynomfunktion f mit Grad 3 hat die folgenden Eigenschaften:
e Der Graph von f enthélt den Punkt (0 | 18).
e Die Funktion hat die Nullstelle x = 3.
e An der Stelle z = 2 &ndert f das Monotonieverhalten.
e An der Stelle x = —1 andert f das Krimmungsverhalten.
1) Stelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten von f auf.
2) Ermittle eine Funktionsgleichung von f. MmF
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1.37. Der Graph der Polynomfunktion f mit
f@y=2>+b-2>+c-x+d

verlauft durch den Punkt (2 | 3) und hat im Punkt (1| 5) ein lokales Maximum.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

MmF

1.38. Gesucht ist eine Polynomfunktion f dritten Grades. Der Punkt (—1 | 1) liegt auf dem Graphen. Die Tangente
an den Graphen in diesem Punkt ist horizontal. Die Gleichung der Tangente des Graphen in jenem Punkt, wo der

Graph die vertikale Achse schneidet, lautet y +6 -z 4+ 3 = 0.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.
1.39. Wie muss der Parameter a € R gewdhlt werden, damit die Polynomfunktion p mit
plx)=2-224+3-22-12-24a
genau a) eine b) zwei c¢) drei reelle Nullstelle(n) hat?
1.40. Wie muss der Parameter a € R gewahlt werden, damit die Polynomfunktion p mit
pr)=3-2"-8-2°~6-22+24-2+a

genau a) eine b) zwei c¢) drei d) vier e) keine reelle Nullstelle(n) hat?

MmF

MmF

MmF
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2. OPTIMIERUNGSAUFGABEN

2.1. Die Loésungen der Gleichung 9 - 22 + y? = 18 bilden die dargestellte Ellipse.

5[y
Dieser Ellipse werden Rechtecke eingeschrieben: 4
e Der Eckpunkt P = (xp | yp) liegt auf der Ellipse im 1. Quadranten. 3 P
e Die Seiten des Rechtecks sind parallel zu den Koordinatenachsen. 2
Der Flécheninhalt F' des Rechtecks héngt von zp ab. 1
1) Zeige, dass P R B R
F(zp)=12-4/2 2% — 2% -1
gilt. 2
2) Ermittle den groBiten Flidcheninhalt, den ein solches Rechteck haben kann. -3
Welche Koordinaten hat P in diesem Fall? 4
-5
MmF

2.2. Einem Drehkegel mit Radius R = 42 cm und Hohe H = 126 cm werden Drehzylinder wie im Bild eingeschrieben.

Gesucht sind die Abmessungen jenes Drehzylinders mit maximalem Volumen.

r ist der Zylinderradius in cm.

V(r) ist das Zylindervolumen in cm3.

1) Zeige, dass
H V(r)=126-7-r*—=3-7-7®
h gilt.
2) Ermittle das Monotonieverhalten von V' in ]0; 42[.
3) Ermittle den Radius und die Héhe jenes Drehzylinders mit maximalem
Volumen. MmF

r R

2.3. Aus einem Kreissektor mit Radius 1 und Zentriwinkel a@ kann man — wie dargestellt — einen Drehkegel basteln.

Das Volumen V' des Drehkegels hiangt von « ab.
Fiir alle Winkel a € ]0; 2 - w[ gilt:

a? a?

=T w(a) mit w(a)zlfm

Der Winkel « ist dabei im Bogenmaf.

V(a)

1) Ermittle V’'(a) mit den Ableitungsregeln.

Es gibt genau einen Winkel a* € ]0;2 - [, fiir den das Volumen des Drehkegels maximal ist.

Dieser Winkel ist eine Losung der folgenden Gleichung: +/w(a) =
2) Berechne diesen Winkel o im Bogenmaf.

3) Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein: a* =27 - MmF
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2.4. Welche Punkte des Funktionsgraphen von
f:R=R, f(z)=a?
haben vom Punkt P = (0| §) den kleinsten Abstand? MmF

2.5. Die unten dargestellten Herzen sind symmetrisch zur y-Achse und bestehen jeweils aus zwei Halbkreisen und

einem gleichschenkeligen Dreieck:

P

1) Berechne den Flicheninhalt F; des linken Herzens mit P = (1 | 0).

Der Punkt P = (a | b) ist beweglich auf dem Einheitskreisbogen im 1. Quadranten.
Der Fliacheninhalt F' des Herzens hdngt dann vom Wert von a € [0;1] ab.

2) Zeige, dass fiir den Flicheninhalt des Herzens gilt:
F(a) = % ca®+a+ Va2 —at
3) Ermittle die Ableitungsfunktion F’ mithilfe der Ableitungsregeln.

Die Funktion F’ hat genau eine Nullstelle a* € ]0; 1[, ndmlich a* ~ 0,9475.

4) Berechne, um wie viel Prozent der Inhalt des flichengrofiten Herzens grofler als Fy ist. MmF

2.6. Wir nehmen zwei reelle Zahlen mit Summe 10 und bilden ihr Produkt.
Was ist das grofite Produkt, das man auf diese Weise bilden kann?

Geometrische Interpretation: Welches Rechteck mit Umfang 20 hat den gréfiten Flacheninhalt?

MmF
2.7. Wir schreiben einem rechtwinkeligen Dreieck mit Katheten der Lange a und b Rechtecke mit Seiten parallel zu
den Katheten ein.
Was ist der groite Flacheninhalt, den ein solches Rechteck haben kann? b
D
a
MmF

®.9
2.8. Wir schreiben einem Halbkreis mit Radius » > 0 Rechtecke ein, sodass eine Seite auf dem Durchmesser zu

liegen kommt.

Was ist der grofite Flacheninhalt, den ein solches Rechteck haben kann?

MmF
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2.9. Wir betrachten Geraden durch den Punkt A = (1 | 2) mit Steigung k¥ < 0. Wie muss k gewéhlt werden, damit

der Flicheninhalt des Dreiecks, das von der Geraden und den Koordinatenachsen eingeschlossen wird, moéglichst klein
.9

wird? - MmF

2.10. Wir betrachten Dreiecke, deren Umkreis Radius 1 hat.
Was ist der groite Flacheninhalt, den ein solches Dreieck haben kann? MmF

2.11. Gegeben ist ein Drehkegel mit Radius R und Hohe H. Diesem Drehkegel wird ein Drehzylinder eingeschrieben.
Die Basis des Zylinders ruht dabei auf der Basis des Kegels.

a) Gibt es einen solchen Zylinder, der zumindest das halbe Volumen des Drehkegels ausfiillt?
b) Fiir welchen Radius ist die Oberfliche des Zylinders so grof8 wie moglich? MmF

2.12 (Kleinster Umfang bei gegebenem Flacheninhalt).

a) Welches Rechteck mit Flacheninhalt 1 hat den kleinsten Umfang?
b) Welches Dreieck mit Flacheninhalt 1 und einer Seite mit Lange a hat den kleinsten Umfang?
c) Welches Dreieck mit Flacheninhalt 1 hat den kleinsten Umfang? MmF

2.13 (Kleinste Oberflache bei gegebenem Volumen).

a) Welcher gerade Zylinder mit Volumen 1 hat die kleinste Oberfliche?
b) Welcher Quader mit Volumen 1 und Hohe h > 0 hat die kleinste Oberflache?
c) Welcher Quader mit Volumen 1 hat die kleinste Oberfléche? MmF

2.14. Sei n € N mit n > 1. Welcher Punkt des Graphen der Funktion
frl000[ =R, f(z)=2"
hat vom Koordinatenursprung den kleinsten Abstand? MmF
2.15. Welcher Punkt des Graphen der Funktion
fi R=>R, f(x)=cos(z)
hat vom Koordinatenursprung den kleinsten Abstand? MmF

2.16. Wir rollen ein Rechteck mit Umfang U > 0 zu einem Drehzylinder zusammen. Wie muss das Rechteck dimen-

sioniert sein, damit der Drehzylinder das grofitmogliche Volumen hat? MmF

2.17. ﬁ Gegeben sind die Punkte A = (1| —4), B = (2| —=7) und C = (3 | 5). Ermittle jenen Punkt der Ebene,
fur den die Summe der Quadrate der Abstande zu A, B und C minimal ist. MmF
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2.18. 97 Seip > 0.

Gesucht ist der groBite Radius r > 0, sodass der Kreis mit Gleichung

(1) +y* =1

und die Parabel mit Gleichung

einander in genau einem Punkt schneiden.

2.19. ﬁ Seien a, b € R mit a > b > 0.
Gesucht ist der grofite Radius r mit 0 < r < a, sodass
der Kreis mit Gleichung

(x—7)2+9y? =12
und die Ellipse mit Gleichung
B (z—a)?+a? y? =a?- b

einander in genau einem Punkt schneiden.

»Schmiegkreis an die Ellipse“

-2

»ochmiegkreis an die Parabel®

-3
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3. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

3.1. Der Grenzwert der Folge (r,) mit

1 n k 3 1.4
SN0
k=1

soll berechnet werden.

Mit r,, kann das bestimmte Integral

/01 f(z)dx °

0.6
einer gewissen stetigen Funktion f angendhert werden.

Dabei wird das Intervall [0;1] in n gleich breite Teile zerlegt und mit r,, 04

die zugehdrige Obersumme berechnet. o

1) Ermittle die Gleichung einer passenden Funktion f.

Fertige rechts eine Skizze an und veranschauliche 75. 0 02 04 o6 08 1

2) Berechne den Grenzwert r = lim 7.
n—o0

Hinweis: Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

-0.2

-0.4

3) Sei € > 0. Ermittle einen Index n(e) so, dass |r, —r| < e fir alle n € N mit n > n(e) gilt.
4) Ermittle den Grenzwert der Folge (ay,):

B 142 4 942 4 342 4 ... 4 42

a MmF
n PYE
3.2. In dieser Aufgabe betrachten wir die Folgen (a,), (b,) und (c,), wobei gilt:
1 1 1 1
p=—+ -+ -4+ 4+ = b, =In(n+1 Cp=ap —b
n+1
1) Rechne nach, dass b, = / — dx gilt.
1 x
2) Erkldre mit Untersummen/Obersummen, weshalb 0 < ¢, < ¢p41 <1 fiir alle n € N gilt.
Die Folge (cy,) ist also monoton wachsend und nach oben beschriankt. Also konvergiert die Folge (cy,).
Der Grenzwert dieser Folge ist in der Literatur als die Euler-Mascheroni-Konstante v bekannt. MmF

3.3. Fiir welchen Wert von z € [0; oo[ ist der gegebene Ausdruck am grofSten?

z+1 2-x z+1 2-x
a) / e”tdt D) / e tdt c) / t-e”tdt d) / t-e tdt MmF
€T x T x

3.4. Berechne die Ableitungsfunktion von f.

a) f:R%R,f(m):/l idy

In(z)
b) f:]0;00[ — R, f(ac):/O eV dy

¢) f: 107 = R, f(z) :/ (1—y?)*dy MmE

0
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3.5. Seien g: Ja;b[ — R und f: Je; d] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen, sodass g(z) € ]c; d[ fiir alle = € ]a; b]
gilt. Sei zg € ]a;b[ . Berechne die Ableitung der Funktion

9(z)
h(a:):/( RIOLT
g(xo

und beweise damit den folgenden Zusammenhang:

/g‘(wo) t)dt = /f () ds MmF

3.6. Zeige, dass die Folge (a,) konvergiert und ermittle ihren Grenzwert a. Hinweis: Unter- und Obersummen

Sei & > 0. Gib einen Index n(e) so an, dass |a, —a| < e fir alle n € N mit n > n(e).

n 2 n
a) an:Zi.(:> f) an:Z%.e—f

k=1 k=1
b) _il k ) a _ii.cos(k.i)
o n n &) an = 2-n 2-n
k=1 k=1
"1 R\ . “k+4+n
c) an_zn-(n> mit a > —1 h) a, = 3
k=1 k=1
"1 1 L k
d n = — . en 1 — — . —
) a ;n e i) an - In ,}:[1(1+ )

= k
e) an—kz::ik pa

MmF

(z + 1)ur = () f woa swwnsioqQ (1

L+ [l = (U 1 (@ur-g ommory  [140] w
(o] ut 4+ 1 = (x)f uoa ewrwmsiaqO (Y

T+ [3" =()u g qremzuern

0]
[t

T+ [32] = (3) T 1191\1&7[]9.19 [tt0] ur (a: %) soo - & = (z)f uoa swrmmnsiogun (8
T+ ]' I] = (3)u T — T :pemzuarr)  [1é0] ut ,_o = (x)f uoa owrwmsioyun (3

1 + (Tz] = (3) ﬁ remzualy) [T 0] ur ZTTH = () uoa swrmunsioqQ (@

T+ [ 39] = (3)u T — 2 :Jemzuary)  [1i0] Wl 2 = (z)f uoa swrwnsdqQ (P

T+ [%] = (3)u L remzualn)  [Ti0] url ,x = (x)f oA swwINsIOU() /owmnsIoq) (o

T+ |' 1= G)u % remzualy)  [1i0] wr zN = (x)f uoa swwnsiaqQ (q

T+ (%] = (a)u % remzualn [T 0] ur T = (x)f uoa owrmmsioqO (e 9'g
‘ureroqn 0x O[[031S IOP UR USWIWIYS PUN SUN}O[QY OUDIO[S dIp Uoqey Udl1eg oprog
(%),6-((2)6)f = (z),4
(@), ((@)D),d = ()31 <= (2)D)d = (2)] :[pF21us1303]
(o)) =(=),d = w@D)f f (z) :Bunuyoea[eiSoju] pun -[eryuetoyi(] 10p zjesydney g-g
- 1(a 1(e¥ve
(F)ur ==z (p =z (@ (Qu=z(q o0=7=(e g¢
[T+ wit] ur % = () f uoA swrwmsIoyu() SIp 381 [ — [+¥p

1—9o
T

x

[T+ u] ur 3 = (x)f woa ewwnsiOqQ OIp 481 “D g'g

oO4—u s oO—u
9%7 =Y wy (Fp 1+[7]=(3)u :eidseg wnyz (g % = vy wy (g

=(@)f (1 1€

A = DunSq()
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4. INTEGRALRECHNUNG

4.1. Fir die Funktion f gilt: f(z) =k-x+d mit k#0

1 2
1) Stelle mithilfe von & und d eine Formel fir ( / flx) dx) auf.
0

1
2) Stelle mithilfe von k und d eine Formel fiir / f(z)*dz auf.
0

3) Zeige, dass fiir alle k,d € R mit k # 0 gilt:
1 2 1
</ f(x)dx) </ f(z)*da MmF
0 0

4.2. Die Graphen der Funktionen f und g schlieen die dargestellte Flache mit Inhalt A ein.
Dabei gilt f(r) =/ und g(z) =c- 22,

wobei ¢ € R eine bestimmte positive Zahl ist.

P,
Fiir den Flacheninhalt gilt: A = % f ‘
1) Stelle mithilfe von ¢ eine Formel fiir die Schnittstelle s auf. A f
2) Berechne c. b
3) Berechne die Koordinaten des Schnittpunkts P. (010) s
MmF
4.3. Die dargestellte Polynomfunktion f hat Grad 3.
Yy
Die Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit den 25 f
Koordinatenachsen sind rechts eingezeichnet.
Die Nullstellen x; und xs liegen symmetrisch zum Koordinatenursprung.
4
Weiters gilt: / flx)de =2 x
0 T 0 2 4
Berechne die Nullstellen 7 und z».
MmF

4.4. Der Graph der Funktion f mit f(x) = sin(x) - cos(x) ist rechts unten dargestellt.

1) Es gibt genau eine Zahl ¢ € R so, dass 4

fl@) =c- f"(x)
fiir alle z € R gilt. Berechne c. f

2) Skizziere rechts den Funktionsgraphen von f”. m "/\Z\/" SWUW

-

Bl
3) Berechne f(l‘) dx . Hinweis: Verwende 1).
0 -

MmF
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4.5. Ermittle die Nullstellen der gegebenen Polynomfunktion f : R — R. Ermittle die ersten beiden Ableitungen von
f und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten. Ermittle den Flacheninhalt des endlichen Bereichs, den

der Graph mit der z-Achse einschlief}t.
.9
a) f(z) =23 +3 22 b) f(z)=2*—4-2% «¢) f(x) =2°+5-2* MmF

4.6. Sei a > 0. Berechne den Flicheninhalt, der vom Graphen der Polynomfunktion f: R — R, f(z) = a® — 22 mit

der horizontalen Achse zwischen den beiden Nullstellen eingeschlossen wird. MmF

4.7. Sei a > 0. Untersuche die Funktion f : R — R, f(z) = 2 — a? - 2 auf Nullstellen sowie ihr Monotonie- und
Kriimmungsverhalten. Skizziere den Graphen von f. Berechne den Flicheninhalt des beschrinkten Bereichs, der unter
dem Graphen von f und tiber der horizontalen Achse liegt. MmF

4.8. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f mit

f: R—=R, fl)=4"7"-6-2""438.
Skizziere den Graphen von f und berechne den Flacheninhalt des endlichen Bereichs, der zwischen dem Graphen und
der horizontalen Achse liegt. MmF

4.9. Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f mit

f:]0;00[ = R, f(z) = [In(x)]? — 3 - In(z) + 2.

Skizziere den Graphen von f und berechne den Fldcheninhalt des endlichen Bereichs, der von diesem Graphen und
der horizontalen Achse berandet wird.

Hinweis: Um eine Stammfunktion zu ermitteln, bilde zuerst die Ableitungen von z - [In(z)]? und z - In(z). MmF

4.10. Fiir die reellen Funktionen sinh (Sinus hyperbolicus) und cosh (Cosinus hyperbolicus) gilt:

eZE

e z —x ;
sinh(z) = ¢ ete” Y

5 cosh(z) = 5 s

1) Begriinde, warum cosh(z) > sinh(z) fiir alle z € R gilt.

Die Graphen der beiden Funktionen schlieen im Intervall [0; b]
die rechts dargestellte Flache mit Inhalt F'() ein. \Q‘r

2) Stelle eine Formel fiir F'(b) mit b > 0 auf, F(b)
und berechne den Grenzwert blirn F(b).
—00

3) Es gibt ein a € R so, dass T 2
sinh?(x) 4 cosh?(z) = cosh(a - ) -
simn

-1

fir alle z € R gilt. Berechne diesen Wert a.

Rotiert die dargestellte Fliche mit Inhalt F'(b) um die z-Achse, dann entsteht ein Rotationskoérper mit Volumen V (b).

4) ﬁ Zeige, dass lim V(b) = oo gilt. MmF
—00
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4.11. Fir die Funktion G gilt: G(z) =z - 1In(z) — z

1) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass G'(z) = In(z) gilt.

Fiir die Funktion f gilt: f(x) = e~

Der Teil des Funktionsgraphen von f mit —a < z < a sowie die im Bild unten

senkrecht eingezeichneten Strecken mit x = 4a rotieren um die y-Achse.

2) Stelle mithilfe von a > 0 eine Formel fiir
das markierte Rotationsvolumen V;(a) auf.
3) Stelle mithilfe von a > 0 eine Formel fur
das markierte Rotationsvolumen V3(a) auf.
4) Vereinfache V(a) = Vi(a) + Va(a) so weit wie moglich.
5) Ermittle den Grenzwert V = aan;O V(a).

4.12. Die Losungen der Gleichung
2?4+ (y—3)P°=1
liegen auf der rechts dargestellten Kreislinie.

Die obere Kreislinie ist der Graph einer Funktion f.

Die untere Kreislinie ist der Graph einer Funktion g.

1) Ermittle jeweils eine Funktionsgleichung von f und von g.

Wenn die Kreisscheibe um die horizontale Achse rotiert,

dann entsteht ein Torus.

2) Berechne das Volumen dieses Torus.

1
Hinweis: Du darfst / V1—22dx = % verwenden.
0

4.13. Fiir die Funktion f gilt: f(x) =22 —8 -2 + 18

1) Berechne alle Stellen s im Intervall [1; 7] mit

7
f@»ﬁzﬁfﬂmdm

MmF

2) Allgemein gibt es fiir jede stetige Funktion f und jedes Intervall [a;b] mit a < b (mindestens) eine Stelle s € [a; b]

so, dass gilt:

f6)-0-a)= [ fo)ds

Beweise diesen Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Du darfst den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sowie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung verwenden.

MmF

4.14. Gegeben ist die Gerade y = 4 - © + 1. Gesucht ist die Polynomfunktion f vierten Grades, deren Graph nie
iiberhalb der Geraden liegt und die Gerade an den Stellen —1 und 1 beriihrt. Weiter ist bekannt, dass die Gerade und

der Graph ein Flichenstiick mit Inhalt 16/15 einschlieflen.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

22
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4.15. Es gibt eine quadratische Funktion f mit den folgenden beiden Eigenschaften:

i) 2-2 —y = —6 ist eine Gleichung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle x = 0.

i) /0 ' f@)dr =8

Ermittle eine Funktionsgleichung von f. MmF

4.16. Eine kubische Polynomfunktion hat eine einfache Nullstelle bei —1 und eine doppelte Nullstelle bei 1. Thr Graph
berandet mit der z-Achse einen Bereich mit orientiertem Flécheninhalt 8.
Ermittle eine Gleichung der Polynomfunktion. MmF

4.17. Eine Polynomfunktion f dritten Grades hat bei z = —1 eine Wendestelle. Eine Gleichung der Wendetangente
ist y+ 3.2+ 5 = 0. Die Funktion hat eine Nullstelle bei —2.

a) Ermittle eine Funktionsgleichung von f.
b) Ermittle den Flacheninhalt des endlichen Bereichs, den der Graph der Polynomfunktion gemeinsam mit der z-Achse
berandet. MmF

4.18. Eine Polynomfunktion f dritten Grades hat bei x = 2 eine Wendestelle. Eine Gleichung der Wendetangente ist
9.y +3-x = 8. Die Tangente an den Graphen der Funktion an der Stelle 0 schlieft mit der positiven z-Achse einen
Winkel von 45° ein. Diese Tangente berandet mit dem Graphen der Polynomfunktion einen endlichen Bereich. Was
ist sein Flacheninhalt? MmF

4.19. Berechne die Bogenldnge des Graphen der Funktion f.

a) fi 12 SR, f0) = 35+
1
©) f: [id = R, J(x) = 5 ~In(x)
d) £ [-In@)n)] > R, f)= "0 MmF
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