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Die folgenden Sétze sind zentral fiir die gesamte Analysis. Die Ergebnisse sind anschaulich klar. Wir sind auch sicher,

dass du schon oft mit diesen Sétzen gearbeitet hast, vielleicht ohne sie beim Namen zu kennen. Es ist uns wichtig,

dass du diese Sétze tief verinnerlichst und sauber damit argumentierst.

Zwischenwertsatz Q_Mmr

-

Zwischenwertsatz:
Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion.

Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

\

a b

)

/ Satz vom Minimum und Maximum @_Mmr'

Satz vom Minimum und Maximum:
Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion.

Dann gibt es eine Stelle i, und eine Stelle yax in [a; ] so,

dass fiir alle z in [a; b] gilt:

f(xmin) S f(l') S f(xmax)

\_

f(xmax)

f(l'min)

a Tmax b= Tmin

Datum: 3. Juli 2024


http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Stetigkeit.pdf
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https://de.wikipedia.org/wiki/Zwischenwertsatz
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung @_Mmr.

-

Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion,

die auf ]a; b[ differenzierbar ist.

Dann gibt es eine Stelle s in ]a; b[ so, dass gilt:

f(®)

\_

1. Ableitungstest (first derivative test):

Sei f :]a;b] — R eine differenzierbare Funktion

und zg in ]a; b

Wenn z( eine Extremstelle ist, dann gilt:

f'(xo) =0

Zum Loésen von Optimierungsaufgaben verwendet man den 1. Ableitungstest:
Der 1. Ableitungstest identifiziert alle Kandidaten fiir Extremstellen im Inneren von [a; b].

Bei Funktionen f : [a;b] — R miissen wir die Randwerte f(a) und f(b) zusétzlich berechnen.

1. Ableitungstest
sstest € MmF
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https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Differentialquotient.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Mittelwertsatz_der_Differenzialrechnung.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://en.wikipedia.org/wiki/Derivative_test
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1. DIFFERENTIALRECHNUNG

R MmF
Fir die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f gilt:
fl@)y=¢"(3-2>+4-2—4)
a) Zerlege das Polynom 3 -2 44 -2 — 4 in Linearfaktoren.
b) Ermittle das Monotonieverhalten von f.
c) Ermittle das Kriimmungsverhalten von f.
S MmF
Der Graph der Funktion f mit f(z) = [In(z)]” + In(z) — 6 ist unten dargestellt.
“lf (@)
2
a) Berechne die Nullstellen 27 und z5. Runde auf 3 Nachkommastellen.
r = o =
b) Berechne die Extremstelle z5. Runde auf 3 Nachkommastellen.
r3 =
c) Berechne die Wendestelle z4. Runde auf 3 Nachkommastellen.
T4 =
MmF

™1 1.3

Fiir die Funktion f gilt: f(x) =a-e*® —b-e® +¢
a) Ermittle die Ableitungsfunktionen f’ und f”.

Die Koeffizienten a und b haben das gleiche Vorzeichen.

b) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir die Nullstelle z; von f’ auf.
c) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir die Nullstelle 25 von f” auf.

d) Begriinde, warum die Differenz 1 — 2o von keinem der Koeffizienten a, b bzw. ¢ abhéngt.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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s 7 a MmF

Fiir die Funktion f gilt: f(x) = tan(z) = sin(z)

cos(z)

a) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f’(z) = tan?(z) + 1 gilt.

b) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass f”(z) = 2 - tan®(z) + 2 - tan(z) gilt.

c) Ermittle reelle Zahlen a, b und c so, dass f"'(z) = a - tan*(x) + b - tan?(x) + ¢ gilt.
d) ﬁ Fiir die 42. Ableitung von f gilt:

FU2(z) = kys - tan®® (@) + ka1 - tant (z) + ksg - tan®(z) + - + k1 - tan'(2) mit k; € R

Ermittle den Koeffizienten k43.

AV is T MmF

Fiir die Funktion f gilt:

f@)=(k-x+d) e mithk#0

a) Ermittle die Ableitungsfunktion f’.

b) Begriinde, warum f’ jedenfalls zwei verschiedene reelle Nullstellen hat.

c) Ermittle das Monotonieverhalten von f, wenn k=4 und d = -2 gilt.
~WG MmF
Das Krimmungsverhalten der Funktion f: R — R mit
1
flx)= §-x4—k-x3+42~x—23
héngt vom Wert des Parameters k£ € R ab.
Ermittle das Krﬁmmungsverhalten von f in Abhanglgkelt von k. Hinweis: Es gibt 3 Falle zu unterscheiden.
AWy MmF
Fir die Funktion f gilt: f(z) = —vr2—22 mit r >0 und —r <z <r
a) Ermittle eine Funktionsgleichung von f.
Fir die Krimmung k einer zweimal differenzierbaren Funktion f an der Stelle x gilt allgemein:
[ (@)
R\T) = E) (@)
[1+ ()] ‘
b) Zeige, dass fir diese Funktion f gilt: ’
2
3 3
1+7@ = —— ‘ .
(TQ_$2)2 4 3 2 10 12 3 4

c) ﬁ Zeige, dass fiir diese Funktion f gilt:

7,2 -3

(r2 — 22)3 -4

d) Zeige, dass die Kriimmung «(z) fir diese Funktion f nicht von x abhingt.

f'(x) =

e) Skizziere rechts oben den Funktionsgraphen von f, wenn r = 2 gilt.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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S ' & MmPF

Die Funktion g mit

g(z) =In(—2®+3-2+10)
ist nicht fur alle x € R definiert.

a) Ermittle die grofitmogliche Definitionsmenge von g.
b) Ermittle das Monotonieverhalten von g.

c) Ermittle das Kriimmungsverhalten von g.

e MmF
Gegeben sind die differenzierbaren Funktionen p und f mit:
p(a) = f(@) - e/

a) Zeige, dass p'(z) = f'(z) - /@ - (1 + f(2)) gilt.
Dokumentiere dabei die Verwendung von Ableitungsregeln sorgfiltig.

b) Ermittle das Monotonieverhalten der Funktion p mit:

p(z)=(z2—-2-2-9)- em 29

a

110 © MmF
Das Monotonieverhalten der Funktion f mit
flx)=2-2% -3 -k -2® +42

héngt vom Wert des Parameters k € R ab.
Ermittle das Monotonieverhalten von f in Abhéngigkeit von k.

Hinweis: Es gibt 3 Falle zu unterscheiden.

= 'Rt & MmF

Sei k € R ein Parameter und f: R — R die Funktion
flx)y=2® -3k 2.

a) Angenommen, k < 0. Ermittle das Monotonieverhalten von f.
b) Angenommen, k > 0. Ermittle das Monotonieverhalten von f.

c) ﬁ Fiir welche Werte von k € R hat die Gleichung
*=3-k-z+16

jeweils genau  a) eine Losung  b) zwei Losungen  ¢) drei Losungen iiber der Grundmenge R?

a

112 © MmF

Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-
halten der Funktion f. Skizziere den Graphen der Funktion.

a) f: R=R, f(z)=(1-2%2 b)f: R=R, f(z)=

x

c) [: R>R, f(x)—m

243
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1.13

Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-

halten der Funktion f.

Skizziere den Graphen der Funktion fiir spezielle Werte der Parameter.

172—02

a) f:R—)R, f(l'):m mlt(l,b>0
b) f: R\ {a,b} = R, f(x):xiafx_ mit @ > b
c) f: R=>R, f(x):L mit @ > 0

2 + a?

MmF

a

< MmF

1.14

Ermittle die Null- und Extremstellen der Polynomfunktion f.
a) f(z)=a2*-8-22+7 c) fw)=a*+2-22+2
d) f(x)=2%—-26-23—-27

b) f(z) = —2*+6-22 427

.

.

~ 115 MmF
Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktion f.
Skizziere den Graphen der Funktion.
a) i RoR, f(z)=(2*+1)-e® c) f:]0;00[ =R, f(z) =2 —In(x)
b) f: R=R, f(z)=x-e "/ d) f:]0;00[ =R, f(z) =2 -Inx
AV 1.16 MmF
Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Krimmungsverhalten der Funktion.
Skizziere den Graphen der Funktion.
a) f: R R, f(z) ="/ ¢) f:10:00[ = R, f(x) = 2 - In*(x)
22 —2-x+2
b) fi R—R, flz) =o' e O R RI@ =
- MmF

1.17

Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-

halten der Funktion f: R — R mit

f(x) = ev® — b mit a >b>0

Skizziere den Graphen der Funktion fiir spezielle Werte der Parameter.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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~ 118 ° MmF

Seien p, 0 € R mit o > 0. Die Funktion
1
[ R—=R, f(z:):i-e_%'(T
o-V2-m
spielt als Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert u

und Standardabweichung o in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine

sehr wichtige Rolle. w—0o u p+o
a) Zeige ohne Differentialrechnung, dass f an der Stelle p ein globales Maximum hat.

b) Zeige, dass die Wendestellen von f bei p + o liegen.

c) Zeige, dass die beiden Wendetangenten ihre Nullstelle bei 1+ 2 -0 bzw. g — 2o haben.

S R & MmF

Gegeben ist die Funktion f: ]0;00] — R mit f(z) = 2®.

a) Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische
Verhalten der Funktion f. Skizziere den Graphen von f. Hinweis: ® = e™(®)

b) Fiir welche Zahlen y € R hat die Gleichung f(z) = y keine / genau eine / mehr als eine Losung iiber der
Grundmenge der positiven reellen Zahlen?

c) Lose die Gleichung z* + 108 - =% = 31 tber der Grundmenge der positiven reellen Zahlen.

~ 120 ° MmF

Berechne den Funktionswert von f an den Stellen 2y + 0,1 und zy £ 0,01 ndherungsweise durch lineare Approxi-

mation an der Stelle xy. Vergleiche deine Ergebnisse anschliefend mit dem jeweils exakten Funktionswert (TR)

an diesen Stellen.

a) f(z) =22 20=2 c) f(zx)=In(z), zog=1
b) f(z) =z, z0=4 d) f(z) =sin(z), 29 =0
121 MmF

Berechne die Ableitung der Funktion f an der Stelle ¢ von Hand ohne Ableitungsregeln.

a) f(l'):SC4, o =—1 C) f(LL') = \3/5, T =38 Hinweis: a® — b = (a — b) - (a®> + a - b+ b?)
1
b) f(x):x2+1ax0:2 d) f(x):v25—x2,x0:3 Hinweis: a? — b% = (a — b) - (a + b)
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2 B & MmF
Ermittle jeweils folgenden Grenzwert: lim f@o+h) = fwo = h)
h—0 2-h
a) f:R—R, f(r)=2% 29=1 c) [ R=R, f(x) =vaz2+16,20=3
1
b) f:R%R, f(x):m,mo: d) f:R%R, f(x):COS(x), (EQZO
Du vermutest vielleicht schon einen Zusammenhang mit deinem Ergebnis und der Ableitung f’(x¢).
Wie lautet der Zusammenhang?
ﬁ Begriinde allgemein, warum dieser Zusammenhang mit der Ableitung gilt.
~V1.23 MmF
Gegeben ist die zweimal differenzierbare Funktion f.
Berechne die erste Ableitung und die zweite Ableitung der aus f gebildeten Funktion g.
a) g(z) =e/® c) g(x) =1/f(x), falls f(x) # 0
b) g(z) = [f(2))? d) g(z) =In(f(z)), falls f(z)>0
AU 1.24 MmF
Gegeben ist die Polynomfunktion p. Fiir die Funktion f gilt:
f(@) =p(z)-e"
Zeige, dass es eine Polynomfunktion g gibt, fiir die gilt:
f'(@)=q(z) e
Weas ist der Zusammenhang zwischen den Polynomen p und ¢?
AV 1.95 MmF
Gegeben ist die Polynomfunktion p. Fiir die Funktion f gilt:
2
flx) =plx)-e*
Zeige, dass es eine Polynomfunktion ¢ gibt, fiir das gilt:
2
f(@)=qlx) e
Was ist der Zusammenhang zwischen den Polynomen p und ¢?
- MmF

1.26

Berechne den Grenzwert

) =2 () + e h)
h—0 h?

\

fir die Funktion f mit a) f(z) =2. b) f(z) =22 c) f(z)=2a"

mit n € N, n > 2.
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127 MmF
Zeige, dass die gegebene Funktion f : [0; 00 — R ihren grofiten Wert an der Stelle 1 annimmt.
(1+a2)? (1+a2%)? (L)
W) J) = o B I = (e © @)= (g mitl<p<
~ 1.28 MmF
Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt die Identitét
(1ta)" =" (Z) at
k=0
fiir jedes x € R. Erkldre damit, dass gilt:
(1+2) z k- ( ) (%)
Sei p € ]0; 1. Zeige durch geschickte Wahl von z, dass
" n
.p = k- ok (1 = p)k,
np=Yy_ < k) p*-(1-p)
k=0
Zeige auch, dass Hinweis: Leite (x) nach # ab und wéhle x geschickt.
n n B
= (k—n-p)? <k> - (1=p)

Was haben die letzten beiden Summen mit der Binomialverteilung zu tun?

J

.

~ 1.29 MmF
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(z) =z +4 - sin(x).
Ermittle die Nullstellen von f.

- MmF

1.30
Skizziere den Graphen der gegebenen Funktion f: R — R.
a) f(z) = cos®(x) b) f(z) =sin(z) +cos(x) c) f(z) = sin(z) - cos(z) — sin(z)

Monotonie- und das Kriimmungsverhalten der Funktion richtig wiedergibt.

\

Achte darauf, dass deine Skizze die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen, die Periodizitdt sowie das

S X A MmF
Sei a € R mit a > 1. Die Graphen der beiden Funktionen
f: R=R, f(z) =a” und g: ]0;00[ = R, g(x) =log,(z)
sind jeweils fiir « = 2 und fir a = 1,4 dargestellt. Y Y
4
Zeige, dass es genau einen Wert von a gibt, fiir den die ot : g
beiden Graphen genau einen Schnittpunkt haben. In wel- 2 o P — 2 T
chem Punkt schneiden sich dann die Graphen? 2 ﬂogz(l’) - / log; 4(x)
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132 © MmF
Ziel dieser Aufgabe ist es, die Funktion
f:]0;00[ — R, f@)=z-In(1+z)—z-In(z)
auf Monotonie zu untersuchen.
a) Ermittle die ersten beiden Ableitungen von f.
b) Zeige, dass f”(z) < 0 fur alle = € ]0;00] gilt.
c) Zeige, dass IILI{:O f'(z) =0 gilt.
d) Zeige mithilfe von b) und c), dass f/'(z) > 0 fiir alle = € 0; 00| gilt.
e) Verwende das Ergebnis aus dem vorigen Teil der Aufgabe, um zu zeigen, dass die Folge (a,) mit
a, = (1 + 1)”
n
streng monoton wachsend ist.

f) Passe die obige Methode an, um zu zeigen, dass die Folge (b,) mit

1 n+1
b, = (1+)
n

streng monoton fallend ist.

a

1.33 MmF

Der Punkt (—2 | 4) liegt auf der Parabel y = 2. In wie vielen Punkten schneidet die Gerade durch den Punkt
(=2 | 4) mit Steigung k die Parabel? Interpretiere dein Ergebnis auch geometrisch.

\ J

S XY & MmF

Ziel dieser Aufgabe ist zu beweisen, dass die Gleichung

e =ux

iber der Grundmenge R keine Losungen hat. Wir skizzieren zwei Zuginge:

a) Ermittle eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion

Y

fTR=R, f(x)=¢€" 3
an der Stelle 0. Argumentiere mithilfe der zweiten Ableitung, dass der Graph der 2
Funktion f tiber dieser Tangente liegt. ’y

b) Wie verhélt sich die Funktion g : R — R, g(z) = ¢ — 2, wenn 2 — oo und —5—— — — L
wenn x — —oo? Erklére, warum die Funktion g einen kleinsten Wert annimmt. An y=z / 4
welcher Stelle geschieht das? Was ist der kleinste Wert?
135 T MmF

Ermittle, fiir welche Werte von k € RT die Gleichung

e =k-x

iiber der Grundmenge R a) keine Losung b) genau eine Losung ¢) mehrere Losungen hat.

10
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MmPF

1.36
Zeige, dass die Gleichung
sin(z) =«

iber der Grundmenge R genau eine Losung hat.

Hinweis: Was ist die Tangente von f(z) = sin(z) an der Stelle 07
A

-

MmF

1.37
Eine Polynomfunktion f mit Grad 3 hat die folgenden Eigenschaften:
o Der Graph von f enthélt den Punkt (0 | 18).
¢ Die Funktion hat die Nullstelle z = 3.
e An der Stelle z = 2 dndert f das Monotonieverhalten.

e An der Stelle z = —1 &ndert f das Krimmungsverhalten.

a) Stelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten von f auf.

b) Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

~ 1.38

Der Graph der Polynomfunktion f mit
flxy=2>+b- 2 +c-z+d

verlduft durch den Punkt (2 | 3) und hat im Punkt (1 | 5) ein lokales Maximum.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

.

MmF

J

-

MmF

1.39

Graph die vertikale Achse schneidet, lautet y +6 -2 + 3 = 0.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

Gesucht ist eine Polynomfunktion f dritten Grades. Der Punkt (—1 | 1) liegt auf dem Graphen. Die Tangente an

den Graphen in diesem Punkt ist horizontal. Die Gleichung der Tangente des Graphen in jenem Punkt, wo der

~ 1.40 MmF
Wie muss der Parameter a € R gewédhlt werden, damit die Polynomfunktion p mit
px)=2-2°+3-2> - 12 -2 +a
genau a)eine  b)zwei c¢)drei reelle Nullstelle(n) hat?
- MmF

1.41

Wie muss der Parameter a € R gewdhlt werden, damit die Polynomfunktion p mit
px)=3-2*-8-2°—6-22+24-z+a

genau a) eine b)zwei c¢) drei d) vier e) keine reelle Nullstelle(n) hat?

.

11
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1.1 a) 3-2°+4-2-4=3-(x+2) (z— 2)

T < =2 z=-2 —2<z<? x=2 x> 2
b) | f/(x) + 0 +
f(z) Ve Hochpunkt ¢ Tiefpunkt Va
10 _ _ 10 10 —
< —3 T=—% -3 <z<0 z=0 x>0
o) | (=) + 0 +
f(x) o Wendepunkt ~ Wendepunkt o
. 1 1
1.2 a) 23 = e 2 = 0,050, zo =2~ 7,389 b)az=e 2 ~0,607 c)z4=e? ~ 1,649
1.3 a) f/(z) =2-a-e>" —b-e®, f'(x) =4-a-e* —b-e® b) w1:1n(2{’a c) 12:1n(£) d) z1 — z2 = In(2) = 0,693...
1.4 a) Quotientenregel b) Kettenregel unda) c¢)a=6,b=8,c=2 d) kg = 42!
1.5 a) f’(a:):(—2'k-m2—2'd~m+k)'67”2
b) Aus dem Produkt-Null-Satz und e=o? > 0 folgt:
(@) =0 <= —2.k-a°—2.d-z4+k=0
Wir 16sen die quadratische Gleichung mit der grolen Losungsformel
(a=-2-k, b=-2-d, c=k):
bt Vb2 —4-a-c 2-dx+4-d>+8-k?
T1,2 = =
’ 2-a —4-k
Die Diskriminante 4 -d? + 8 - k? ist positiv, weil 4 - d? >0 und 8- k2>0 gilt. Also hat f’ zwei verschiedene reelle Nullstellen.
z<—% z=—1 —3<z<1 z=1 x> 1
c) | fl(z) - 0 + 0 -
f(x) N\ Tiefpunkt Ve Hochpunkt N
1.6 e Fall1: k=0
In diesem Fall wechselt f’/(z) =6-x -2z an keiner Stelle das Vorzeichen.
z <0 r=0 z>0
£ (@) + 0 +
f(z) W kein Wendepunkt W
e Fall2: k>0
In diesem Fall wechselt f”/(z) =6z -(x — k) an den Stellen 0 und k das Vorzeichen.
z <0 z=0 0<z<k z=k x>k
(@) + 0 0 +
f(z) W Wendepunkt /*\ Wendepunkt W
e Fall 3: £ <0
In diesem Fall wechselt f”/(z) =6 (z — k) -z an den Stellen k und 0 das Vorzeichen.
z <k z=k k<xz<O0 z=0 x>0
£ (=) + 0 0 +
f(x) \t/ Wendepunkt =\ Wendepunkt \/
3 3 3 3
() — z 122 22 12 _ [r2—z? 22 12 _ 2 12 _ 3
1.7 a) f'(z) = (r27m2)% b) [1+f (=) ] = [1+ 7‘2—1‘,2} = [T2712 + Tzfzz] = [@,1,2] = (rz—‘zz)% v
Jr@
3
2
) ) (Tz_rz) 3 1
)@= =T D)= A= @
r2—z2)2 (r2—22)2

1.8 a) ]-2;5[

12
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—2<z< 3 z=3 $<x<5
b) | ¢'(x) + 0 -
o) / m (%) \
c) g ist fur alle x € ]—2; 5[ negativ gekriimmt.
1.9 a) Produktregel und Kettenregel
< —2 = =2 —2<z<1 =1 1<z <4 =4 >4
2-z—2 - - - 0 + + +
2
b) @ —2E=0 + + + + + + +
22 —-2.2—8 + 0 - - - 0 +
p'(z) - 0 + 0 - 0 +
o) N -1 g 3 < 1 ;
<0 z=0 x>0
1.10 k£ =0: f’(z) + 0 +
f(z) Ve Sattelpunkt N
r <0 xz =0 0<z<k z=k x>k
k> 0: f'(z) + 0 - 0 +
f(z) N Hochpunkt A Tiefpunkt Ve
<k z=k k<xz<O0 z =0 x>0
k <O0: f'(z) + 0 — 0 +
f(z) v Hochpunkt N Tiefpunkt N
1.11 a) f ist auf ganz R streng monoton wachsend.
z < —Vk z=—Vk —VE<z<VE z=Vk z>Vk
b) | f'(x) + 0 — 0 +
f(=) / 2 k3 N —2 . k3 /

c) Wenn k < 0 ist, dann hat die Gleichung genau eine Losung.
3
Wenn k > 0 ist, dann héngt die Anzahl der Lésungen vom Hochpunkt (7\/% |2-k2) ab:
3
e 2.k2 <16 <= 0<k<4 = genau eine Losung
3
e 2.-k2 =16 <~ k=4 <= genau zwei Losungen

3
e 2.k2 >16 <= k>4 <= genau drei Lésungen

1.12 a) Nullstellen: {—1,1}

Monotonieverhalten: |—oo; —1[ N\, |—1;0[ 2 ]0;1[ \( ]1l;00[ &
Kriitmmungsverhalten: ]—oo; —@[ \/ -3, 3 /N ]goo[ 3t/
Asymptotisches Verhalten: lim f(z) = oo lim f(z) = o0

T —> o0 T —r — 00

b) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: |—oo; 0[ ,*  ]0; 00[ Ny
Kriimmungsverhalten: |—oo; —1[ 3t/ 1-1;1] 7=\ 11; o0 \t/

Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =0 lim f(z)=0
Tr—— 00

c) Nullstellen: {0} .
Monotonieverhalten: |—oo; —v3[ N\, ]—=v3;V3[ 7 V3500 N\
Kriitmmungsverhalten: |—oo; —3] 2\ 1-3;0[ \/ 105 3( 2\ 13; 00 \/

Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =0 lim f(z)=0
z— 00 z— — o0

1.13 a) Nullstellen: {—a,a}
Monotonieverhalten: |—oo; 0[ N\,  ]0; 00
Kriimmungsverhalten: |—oo; —b[ 7\ ]—b;b[ 3t/ 1b; oo 7\

Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =1 lim f(z)=1
T — — 00

xTr—r oo
b) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: ]—oo; a;rb [\ {6} ~ ]a;b ;oo\ {a} \
Kriimmungsverhalten: ]—oo; b[ W 1b; a[ /;\ Ja; oo W

Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =0 lim f(z)=0
T — — 00

T — 00

c) Nullstellen: {0}
Monotonieverhalten: |—oo; —a[ N\ ]—a;a[ 7 Ja;o0[ N\

13
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Kriitmmungsverhalten: ]—oo; —a - v/3[ 72\ ]—a-3;0] 3t/ 10;a - v/3[ 7\ la - V/3; 00] 3t/
Asymptotisches Verhalten: lim f(xz) =0 hm f(z)=0
€T —> 00 — 00

1.14 a) N = {+V7,+1}, E= {£2,0} b) N= {iS}, E={£V3,0} ¢)N=0,E={0} d)N={-1,3}, E={¥13}
1.15 a) Nullstellen: keine

Monotonieverhalten: |—oo; oo N\

Kriitmmungsverhalten: |—oo; 1] 3/ 115 3] 7\ 135 00 3t/

b) Nullstellen: {0}
Monotonieverhalten: |—oo; —1[ N\,  ]—1;1[ 7 ]1;00[ N\

Kriimmungsverhalten: |—oo; —v/3[ /N 1—-v/3;0[ \/ 10; V3] /N 1V3; o0 \/

c) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: J0; 1[ N\, ]1;00[
Kriimmungsverhalten: ]0; co[ 3t/

d) Nullstellen: {1}
Monotonieverhalten: ]0; 1[ ~\,  ]1;00[

Kriimmungsverhalten: ]0; co[ 3t/

1.16 a) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: |—oco; 0] ,*  ]0; 00[ N\
Kriimmungsverhalten: ]—oo; —1] W ]-1;1] /)q 11; o0 W
b) Nullstellen: {0}
Monotonieverhalten: |—oo; 0 N\, ]0;4[ 7 ]4500[ N\
Kriimmungsverhalten: |—oo; 2] \/ 12; 6[ 7\ 16; 0o \/
c) Nullstellen: {0, 1}

Monotonieverhalten: |0; ﬁ[ S ]ﬁ, 1IN L5000 2

Kriimmungsverhalten: ]0; [ 3t/ 14+ [ 7=\ ]é;oo[ \/
d) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: ]—oco; —v/2[ —V2;V2[ N\ ]VZ200] S
Kriimmungsverhalten: |—oo; —2] \/‘ 1—2;1 — \/g[ /;\ 11 - V3:1+4 \/5[ w 11+ V3; oo /;\
1.17 Nullstellen: {0}

Monotonieverhalten: |—oco; -1 - (%) In (7 ;oo N
Kriimmungsverhalten: |—oo; =3 In (g) — aib -In (g) ;00 W
Asymptotisches Verhalten: lim f(x) lim f(z)=0

T — 00 T — — oo

2
1.18 a) f(x) ist genau dann maximal, wenn der Ausdruck —3 - (z;“) maximal ist. Dieser Ausdruck ist immer negativ auler, wenn z —p = 0

ist. f hat also an der Stelle x = p das globale Maximum.

,;,(w M)2
b) f”(x):ﬁ-e 2 7 (r—p+o) (x—p—o).

f"" andert also genau an den Stellen = p + o das Vorzeichen.
c) Die Funktionen t1(z) = f'(p+0) - (x —p—o0)+ f(np+0) baw. ta(z) = f'(u—0) - (x — p+ o) + f(u — o) haben ihre Nullstellen
beip+2-0bzw. p—2-0
1.19 a) Nullstellen: keine
Monotonieverhalten: ]0; [\, ]%;00[
Kriimmungsverhalten: ]0; co[ \/
Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =1 lim f(z) = o0

z—0T z— o0

o=

1

1
b) y < (é) ¢ —> keine Lésung y = (%) oder y > 1 = genau eine Lésung (é) ¢ <y <1l = genau 2 Losungen

c) Losungen: {2, 3}

14
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a L.A. | f(z) a L.A. f(z)
21 | 44 | 4,41 41 | 2,025 | 2,02484...
1.20 a)| 1,9 | 3,6 | 3,61 b)| 3,9 | 1,975 | 1,97484...
2,01 | 4,04 | 4,0401 4,01 | 2,0025 | 2,00249...
1,99 | 3,96 | 3,9601 3,99 | 1,9975 | 1,99749...
a L.A. f(x) a5 L.A. f(z)
1,1 | o1 0,095 31... 0,1 0,1 0,099 83...
)09 | —0,1 | —0,10536... d)[ —0,1 | —0,1 | —0,09983...
1,01 | 0,01 | 0,00995... 0,0l | 0,01 | 0,0099998...
0,99 | —0,01 | —0,01005... 0,01 | —0,01 | —0,0099998...

1.21 a) f/(-1)=-4 b) f/Q)=-5 o fE)=x d) B =-}%
1.22 a)2 b)—-% ¢)1 d) 32
123 a) ¢'(a) =/ f'(2) = ¢"(2) =@ - (@) + [ (2))

b) g'(z) =2 f(x)- f'(2) = ¢"(x) =2 (f'(2)* + f(2) - f"(2))

— ' (x 2. ()2 — f(z) ' (x

<) g'(z) _ f{ ()2) g”(a:) £( )f(i)(ii) f(x)
- (Y Flx)— F! (2)2
d) ¢'(z) = f(a:) g’ (z) = £°C ));((m))zf( )

1.24 q(z) = p'(z) + p(x)
1.25 g(z) =p'(z) —2-z-p(z)
1.26 a)0 b)2 ¢)n-(n—1)-a"?
1.27 a) f'(z)=0 <= z==1, f(1) =2, f(0) =1, lim f(z)=1
b) f'(x)=0 <= z=0o0derz =1, f(1) =2, f(0) =1, lim f(z)=1

c) f’ kann nur Nullstellen bei 0, 1 oder —1 haben. f(1) = 2977 > 1, f(0) =1, lim f(z) =

z—ro0
1.28 z = 12
1.29 Nullstellen: {0}
(0| 1), Nullstellen: {Z + k- 7}, Periode: p = f(x)
1.30 a) Monotonieverhalten auf [0;7]: ]0; [N\ ]5;7[
Kriimmungsverhalten auf [—%; rl -2, 2] /\ 1% 35 W o w2 o‘ w2 n o am/2 2 .
*lf@)
(0] 1), Nullstellen: {2~ + k - w}, Periode: p =2 - 7 y
b) Monotonieverhalten auf [§; £%]: ]5; 3% \ [ -
Kriimmungsverhalten auf [7§; 7%]: 1-5; TW /-\ ]ST", %[ W miz/ o ™2 |2 il
-1
(0] 0), Nullstellen: {k - 7 | k € Z}, Periode: p =2 -7 f(x)
Monotonieverhalten auf [0;2 - «]: ]0;arccos(—3)[ N\ 1 /\
c) Jarccos(—%);2 - — arccos(—3)[ S ]2+ — arccos(—3);2 - w[ N\ 2
Kriimmungsverhalten auf [0;2 - «]:  ]0;arccos(3)[ 7=\ Jarccos(%); | /“ mz e 6 smfz | am
-1

\/ 72 - — arccos( )] 7\ ]2 m — arccos(1);2 - m[ \/

1
1.31 a = ee, Schnittpunkt: (e | e)

1.32 a) f'(at):ln(l—‘—z)—ln(m)—% f”(x):ﬁ-km_%

b) ' (z) = — W < 0 fir alle z > 0

©) f@=m(L+1)- 5 -0
d) Aus b) folgt, dass f’ streng monoton fallend ist. Wegen c) muss f’'(z) > 0 gelten.
e) f(z) == In(1+ L) ist streng monoton wachsend. Also ist (a,) streng monoton wachsend.
f) g(z) =(zx+1) -In(x+ 1) — (x + 1) - In(z) ist streng monoton fallend.
1.33 Sie schneiden sich in einem Punkt wenn k = —4. (Tangente)
Sie schneiden sich in zwei Punkten wenn k # —4. (Sekante)
1.34 a) Die Tangente y = = + 1 hat Steigung 1 und f’(0) = 1. Wegen f”(z) > 0 gilt f(z) =e* >z +1>2
b) lim g(z) = lim g(z) = co, Extrempunkt: (0| 1)
T —00

T —r o0
1.35 a) 0<k<e b)k=e c)k>e
1.36 f(z) = sin(z) und g(z) = x schneiden einander in (0 | 0).
Die Tangente an den Graphen von f an der Stelle 0 ist genau der Graph von g.
f ist in ]0; 5[ negativ gekritmmt, also ist dort g(z) > f(x).
f ist in ]—Z; 0[ positiv gekriitmmt, also ist g(z) < f(x).
Wegen |f(z)| < 1ist (0] 0) die einzige Schnittstelle.
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1.37 a) I: f(0) =18, I1: f(3) =0, II: f/(2) =0, IV: f’(=1)=0 b) f(z)=2>+3-22 —24-2+18
1.38 f(z)=2>—-6-224+9 -z +1

1.39 f(z)=2-2°—6-2—3

1.40 a) a > 7 oder a < —20 b)a=7 oder a=—-20 ¢) —-20<a<7

1.41 a)a=19 b)a< —13 oder —-8<a<19 c)a=-13 odera=-8 d)-13<a<-8 e)a>19

16
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2. OPTIMIERUNGSAUFGABEN

2 . & MmF
Die Losungen der Gleichung 9 - 22 + y2 = 18 bilden die dargestellte Ellipse. y
Dieser Ellipse werden Rechtecke eingeschrieben: ,
e Der Eckpunkt P = (zp | yp) liegt auf der Ellipse im 1. Quadranten. ﬂ
P
e Die Seiten des Rechtecks sind parallel zu den Koordinatenachsen. 2
Der Flacheninhalt F' des Rechtecks héngt von zp ab. '
X
2 1 0 1 2
a) Zeige, dass .
F(zp) =12-4/2 2% — z} -2
-3
gilt.
4
b) Ermittle den grofiten Fliacheninhalt, den ein solches Rechteck haben kann.
-5
Welche Koordinaten hat P in diesem Fall?
- - MmF

2.2
Das Volumen V und der Oberflacheninhalt O eines Drehkegels

hdngen von seinem Radius r und seiner Héhe h ab:

-2 h

V:
O=m-r-(r+r2+h?2)

Der Oberflicheninhalt eines bestimmten Drehkegels betrigt 42 cm?.

a) Stelle mithilfe von r eine Formel fiir das Volumen V' (r) des Drehkegels auf.

V(r) : (r in cm, V(r) in cm®)

Das Volumen des Drehkegels soll so grofl wie moglich sein. Man kann zeigen, dass V (r) den groiten Funktionswert
an der gleichen Stelle r* annimmt wie die Funktion f, fiir die gilt:
42
firy=—=-r*—2.p4
™

b) Ermittle die Ableitungsfunktion f’ und ihre positive Nullstelle r*.
c) Zeige, dass f an der Stelle r* ein lokales Maximum hat.

d) ﬁ Begriinde, warum V (r) und f(r) tatsichlich an der gleichen Stelle den jeweils groften

Funktionswert annehmen.

17
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~wEEr MmF

Einem Drehkegel mit Radius R = 42 cm und Héhe H = 126 cm werden Drehzylinder wie im Bild eingeschrieben.

Gesucht sind die Abmessungen jenes Drehzylinders mit maximalem Volumen.

r ist der Zylinderradius in cm.

V(r) ist das Zylindervolumen in cm?.

a) Zeige, dass

H V(r)=126-7-r* —=3-7-7®
h
gilt.
b) Ermittle das Monotonieverhalten von V' in ]0; 42[.
— ¢) Ermittle den Radius und die Hohe jenes Drehzylinders mit maximalem
r R
Volumen.
- - MmF

2.4
Die unten dargestellten Herzen sind symmetrisch zur y-Achse und bestehen jeweils aus zwei Halbkreisen und einem
gleichschenkeligen Dreieck:

Y y

P

a) Berechne den Flacheninhalt Fy des linken Herzens mit P = (1] 0).

Der Punkt P = (a | b) ist beweglich auf dem Einheitskreisbogen im 1. Quadranten.
Der Flacheninhalt F' des Herzens hiangt dann vom Wert von a € [0;1] ab.

b) Zeige, dass fir den Flicheninhalt des Herzens gilt:
F(a) :%-aQ—i—a—i— a? — a*
c) Ermittle die Ableitungsfunktion F’ mithilfe der Ableitungsregeln.
Die Funktion F’ hat genau eine Nullstelle a* € ]0; 1[, ndmlich a* ~ 0,9475.

d) Berechne, um wie viel Prozent der Inhalt des flichengrofiten Herzens grofier als Fy ist.

S ) & MmF

Welche Punkte des Funktionsgraphen von

f:R=R, f(z) =2

haben vom Punkt P = (0| 2) den kleinsten Abstand?

.

18
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~wEer MmF

Aus einem Kreissektor mit Radius 1 und Zentriwinkel a@ kann man — wie dargestellt — einen Drehkegel basteln.

Das Volumen V' des Drehkegels hingt von « ab.
Fiir alle Winkel « € ]0; 2 - «[ gilt:

a? a?

= w(e) mit w(oz):l—4.7r2

Der Winkel « ist dabei im Bogenmaf.

Via)

a) Ermittle V’(«) mit den Ableitungsregeln.

Es gibt genau einen Winkel a* € ]0;2 - 7|, fiir den das Volumen des Drehkegels maximal ist.

Dieser Winkel ist eine Losung der folgenden Gleichung: +/w(«a) =

b) Berechne diesen Winkel a* im BogenmaS.

c) Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein: o* =2 -7 -

. J

MmF

-

2.7

Wir nehmen zwei reelle Zahlen mit Summe 10 und bilden ihr Produkt.
Was ist das groBite Produkt, das man auf diese Weise bilden kann?

Geometrische Interpretation: Welches Rechteck mit Umfang 20 hat den gréfiten Flacheninhalt?

S oY & MmF
Wir schreiben einem rechtwinkeligen Dreieck mit Katheten der Linge a und b Rechtecke
b
mit Seiten parallel zu den Katheten ein. Was ist der grofite Flédcheninhalt, den ein solches
Rechteck haben kann? B .
- - MmF

2.9

Wir schreiben einem Halbkreis mit Radius 7 > 0 Rechtecke ein, sodass eine Seite auf dem

Durchmesser zu liegen kommt. Was ist der groite Flacheninhalt, den ein solches Rechteck
haben kann?

- MmPF

2.10

Wir betrachten Geraden durch den Punkt A = (1 | 2) mit Steigung k < 0. Wie muss k gewéahlt werden, damit
der Flicheninhalt des Dreiecks, das von der Geraden und den Koordinatenachsen eingeschlossen wird, moglichst

klein wird?

2.11
Wir betrachten Dreiecke, deren Umkreis Radius 1 hat.

Was ist der grofite Flacheninhalt, den ein solches Dreieck haben kann?

MmPF

a
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2.2

Die Basis des Zylinders ruht dabei auf der Basis des Kegels.

a) Gibt es einen solchen Zylinder, der zumindest das halbe Volumen des Drehkegels ausfiillt?

b) Fiir welchen Radius ist die Oberflache des Zylinders so grofl wie moglich?

.

MmF

Gegeben ist ein Drehkegel mit Radius R und Hoéhe H. Diesem Drehkegel wird ein Drehzylinder eingeschrieben.

-

MmF

2.13
a) Welches Rechteck mit Flacheninhalt 1 hat den kleinsten Umfang?
b) Welches Dreieck mit Fldcheninhalt 1 und einer Seite mit Linge a hat den kleinsten Umfang?
c) Welches Dreieck mit Flacheninhalt 1 hat den kleinsten Umfang?

.

- a

MmF

2.14

a) Welcher gerade Zylinder mit Volumen 1 hat die kleinste Oberfliche?
b) Welcher Quader mit Volumen 1 und Hohe A > 0 hat die kleinste Oberflache?
c) Welcher Quader mit Volumen 1 hat die kleinste Oberflache?

.

S a

MmF

2.15
Sei n € N mit n > 1. Welcher Punkt des Graphen der Funktion

Fil0ool 5 R, fla) =2

hat vom Koordinatenursprung den kleinsten Abstand?

a

MmF

2.16
Welcher Punkt des Graphen der Funktion

fi R=R, f(z)=cos(z)

hat vom Koordinatenursprung den kleinsten Abstand?

a

MmPF

2.17

niert sein, damit der Drehzylinder das grofitmogliche Volumen hat?

Wir rollen ein Rechteck mit Umfang U > 0 zu einem Drehzylinder zusammen. Wie muss das Rechteck dimensio-

-

2.18

die Summe der Quadrate der Abstiande zu A, B und C minimal ist.

<z MmF

Gegeben sind die Punkte A = (1| —4), B= (2| =7) und C = (3 | 5). Ermittle jenen Punkt der Ebene, fiir den
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~ 219 °

Sei p > 0.
Gesucht ist der grofite Radius r > 0, sodass der Kreis mit Gleichung

(=71 +y* =1

<z MmF

und die Parabel mit Gleichung 0
yv=2-p-x

einander in genau einem Punkt schneiden. ,Schmiegkreis an die Parabel“ 3

220 °
Seien a, b € R mit a > b > 0.
Gesucht ist der grofite Radius 7 mit 0 < r < a, sodass Y
der Kreis mit Gleichung

(z—7)? 3% =1 1

und die Ellipse mit Gleichung

b o(x—a)®+a® y*=a® b2

einander in genau einem Punkt schneiden. ,Schmiegkreis an die Ellipse“
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2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12

2.13
2.14

2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20

a) folgt aus F =4-zp -yp und 9-2% + y% = 18 b) Maximaler Flicheninhalt: 12 P = (1| 3)

a) V(r):“'grz‘ (ﬁ—r)Q—TQ

T
b) fi(r)=8.r-8.+% " =,/8 =1828..cm
c) f'(r)=58 —24.72 = f"(r*) = —53,4... < 0 An der Stelle 7" hat f also die Steigung 0 und ist negativ gekriitmmt. Also hat f

an der Stelle r* ein lokales Maximum.

d) Wir vereinfachen die in a) ermittelte Funktionsgleichung von V:

2 2 2
Vi) 77'37" ) (42 7r) T '\/71_2422 784‘7l+72/7}/2/:
-

Ter -r2 7‘

3
422 . r4 84 - r* T 42 42 - r2 T 42
e T 2. o) =T )22/
2. r2 ™ 3 \/71' ( i 70) 3 i Q)

Die Wurzelfunktion ® — /@ ist streng monoton steigend. Also ist V(r) genau dann maximal, wenn f(r) maximal ist.

a) Hinweis: Ahnliche Dreiecke % = R’lr
0<r<28 r =28 28 < r < 42
b) | V'(r) + 0 _
V(r) Ve 32928 -7 Ny

c) r=28cm, h=42cm
a) F1:1+%
b) F(a):%-a2+a~(1+\/17a2):%-a2+a+\/a2fa4

c) F'(a):%-a+1+i/712;7az

d) rund 9,53 %
(=2 |4) und (2 | 4)

a) V'(a) = ﬁ Nw(a) - —— &

b) o =5,130...rad

c) oz*=2‘7r-\/g
25

ab

1

2

-2

V3
S

r
k
3

a) Nein, der Zylinder kann maximal % des Volumens ausfiillen.
b) Wenn H > 2- R ist, dann r = %. Wenn H < 2R - R ist, dann liefert » = R ein Randmaximum.
a) Quadrat b) Gleichschenkliges Dreieck  ¢) Gleichseitiges Dreieck
_3/1 _ 3/4
a) r= 5= h = \/;
b) Quader mit quadratischer Grundfliche mit Seitenlinge ——

Vh
c) Wiirfel mit Kantenldnge 1

(2| F(2 )

01
L (8)°
2]-2)
r=p
)

22
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3. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

7 3.1

Fiir die Folge (s;,),,>, gilt:

n 1 k 2
Sn = Z E ’ <n> 0.8
k=1

06
a) Berechne ss.

0.4

Der Graph der Funktion f mit f(z) = 22 ist rechts dargestellt.

0.2

b) Zeichne rechts 5 Rechtecke so ein, dass sie

MmF

zusammen den Flacheninhalt s5 haben.

¢) Ermittle den Grenzwert: s = lim s,
n—oo

d) ﬁ Sei € > 0. Gib einen Index n(e) so an, dass |s, — s| < ¢ fiir alle n € N mit n > n(e) gilt.

\

AV 39 MmF
Der Grenzwert der Folge (ry,) mit o v
1 n
Ly ( )
n
k=1
soll berechnet werden. !
Mit r,, kann das bestimmte Integral 08
1
| s
0
einer gewissen stetigen Funktion f angenédhert werden. 04
Dabei wird das Intervall [0;1] in n gleich breite Teile zerlegt und mit oz
ry, die zugehorige Obersumme berechnet.
T
. . . . . 0 02 04 06 08 1
a) Ermittle die Gleichung einer passenden Funktion f.
Fertige rechts eine Skizze an und veranschauliche 5. o2
b) Berechne den Grenzwert r = lim r,. 04
n—r oo
Hinweis: Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
c) Seie > 0. Ermittle einen Index n(e) so, dass |r, —r| < e fur alle n € N mit n > n(e) gilt.
d) Ermittle den Grenzwert der Folge (a,):
142+242+342+"'+7’l42
Un = A3
-~ MmF

3.3

Fiir welchen Wert von « € [0; co[ ist der gegebene Ausdruck am grofiten?

a)/ e~ 'dt b) /2z e tdt c)/ ce7tdt  d) /:zt-e—tdt

23
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34 ° MmF
In dieser Aufgabe betrachten wir die Folgen (a,), (b,) und (c,), wobei gilt:
1 1 1 1
an=I+§+§+---+ﬁ b, =In(n+1) Cn = ap, — by,
a) Rechne nach, dass b, = / — dx gilt.
1 X
b) Erklire mit Untersummen/Obersummen, weshalb 0 < ¢, < ¢,11 <1 fiir alle n € N gilt.
Die Folge (¢, ) ist also monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Also konvergiert die Folge (¢ ).
Der Grenzwert dieser Folge wird Euler-Mascheroni-Konstante vy genannt.
AU 35 MmF

Zeige, dass die Folge (a,) konvergiert und ermittle ihren Grenzwert a.

Sei € > 0. Gib einen Index n(e) so an, dass |a, —a| < ¢ fiir alle n € N mit n > n(e).

a) a _zn:l.(k>2 f) a —il-e_%
" n \n " n
k=1 k=1
"1 k .
b) a”:;ﬁ' - g) ankz_lm-cosog 5
n [e% n
1 [k k+
c) anzzn-(n> mit o > —1 h) anzz n2n
k=1 k=1
—~1 & 1 . k
d n = — . en 1 —_ . —
) a Zn e i) an - IH[H(l—&—n)
k=1 k=1
~ k
e) an:Zk2+n2
k=1

Hinweis: Unter- und Obersummen

-

3.6
Berechne die Ableitungsfunktion von f.

1
~dy

a) f:R%R,f(x):/l ;

In(x)
b) f: 10;00] 5 R, f(x)=/0 ¥ dy

cos(z) .
O fil0al >R @)= [ -y hay

\

MmF

24
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y a

3.7

Seien g: Ja;b[ — R und f: ]Jc;d[ — R zwei stetig differenzierbare Funktionen, sodass g(x) € ]c; d] fur alle = € Ja; b]

gilt. Sei z € ]a; b[ . Berechne die Ableitung der Funktion

g(z)
h(x):/( RIOL
g(Zo

und beweise damit den folgenden Zusammenhang:

g(x) x
dt = s))-d'(s)ds
/g Jwa / (s 9'6)

MmPF

c) s=3% d) Zum Beispiel: n(e) = [1]+1

Obersumme = 5

3.2 a) f(z) = b) lim r, =% ¢) Zum Beispiel: n(e) = |1] +1

n— oo

33 a)z=0 b)z=In(2) c)z=_-=5 d)z=In4)
3.4 ay ist die Obersumme von f(z) = 1 in [1;n + 1]
an41 — 1 ist die Untersumme von f(z) = L in [15n + 1]

3.5 a) Obersumme von f(z) = z® in [0;1] Grenzwert: + n(e) =[1] +1

3
b) Obersumme von f(z) = /& in [0;1]  Grenzwert: 2 n(e) = [2]+1
c) Obersumme/Untersumme von f(z) =z in [0;1]  Grenzwert: %Jrl n(e)=11]+1

d) Obersumme von f(z) =e” in [0;1] Grenzwert: e —1 n(e) = LE;—IJ +1

e) Obersumme von f(z) = ﬁ in [0;1]  Grenzwert: 1n<22) ne) =s=]+1

f) Untersumme von f(z) =e~ " in [0;1] Grenzwert: 1 — é n(e) = \_%J +1
g) Untersumme von f(z) = % - cos (% oc) in [0;1]  Grenzwert: 1 n(e) =[] +1
h) Obersumme von f(z) =1+ in [0;1] Grenzwert: 3 n(e) =|1]+1
i) Obersumme von f(z) = In(1+ z) in [0;1] Grenzwert: 2-In(2) —1 n(e) = L@j +1
3.6 a)l b)l c)-1
3.7 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: F(x) = f: f()ydt = F'(z) = f(z)
Kettenregel: K (z) = F(G(z)) = K'(z) = F'(G(z)) - G'(z)
= W (2) = f(g(z)) - g'(x)
Beide Seiten haben die gleiche Ableitung und stimmen an der Stelle zg iiberein.

d) lim a,
n—

oo

= L
— a3

25
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4. INTEGRALRECHNUNG

\

~ 41 MmF
Fiir die Funktion f gilt: f(z) =k-z+d mit k #0
1 2
a) Stelle mithilfe von k und d eine Formel fiir ( / f(z) dx) auf.
0
1
b) Stelle mithilfe von & und d eine Formel fir / f(z)?dz auf.
0
c) Zeige, dass fir alle k,d € R mit k # 0 gilt:
1 2 1
(/ f(z) dx) < / f(z)?da
0 0
- MmF

4.2
Die Graphen der Funktionen f und g schlielen die dargestellte Fliche mit Inhalt A ein.
Dabei gilt f(z) = v/ und g(x) = c- 2%,

wobei ¢ € R eine bestimmte positive Zahl ist.

Fiir den Fliacheninhalt gilt: A = %

a) Stelle mithilfe von ¢ eine Formel fiir die Schnittstelle s auf.

b) Berechne c.
c) Berechne die Koordinaten des Schnittpunkts P.

(0]0)

y a

4.3

Die dargestellte Polynomfunktion f hat Grad 3.
Die Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit den

Koordinatenachsen sind rechts eingezeichnet.

Die Nullstellen x; und xo liegen symmetrisch zum Koordinatenursprung.

25 f

Berechne die Nullstellen z; und zs.

4
Weiters gilt: / flz)de =2 rl/
0

a

MmF

4.4
Der Graph der Funktion f mit f(x) = sin(x) - cos(z) ist rechts unten dargestellt.

a) Es gibt genau eine Zahl ¢ € R so, dass Y
2
f@)=c- f'(z)
;
fur alle z € R gilt. Berechne c. f
X
b) Skizziere rechts den Funktionsgraphen von f”'. ™ D e
. -1
B
C) Berechne / f(l‘) dz. Hinweis: Verwende a).
0 =2

26
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S . & MmF
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit
flx)=2%-¢e"

a) Zeige, dass f'(z) =z -(2—xz) e ® gilt.

Dokumentiere dabei die Verwendung von Ableitungsregeln sorgféltig.
b) Ermittle die Nullstellen der Funktion f’.
¢) Ermittle das Monotonieverhalten der Funktion f.

d) Zeige, dass es Zahlen a, b, ¢ € R gibt, sodass die Funktion F: R — R mit
Fl)=(a-2>+b-x+c)-e”

eine Stammfunktion von f ist. Welche Werte haben die Zahlen a, b und ¢ mit dieser Eigenschaft?

e) ﬁ Begriinde, warum die Gleichung

genau drei Losungen tiber der Grundmenge R hat.

Hinweis: Verwende das Monotonieverhalten von f und den Zwischenwertsatz.

o Y a MmF

a) Seien a, b, c € Rund f: R — R die Funktion f(z) =e *-(a-22+b -2 +c).

Zeige, dass

fl@)=e" [~a- 2>+ (2-a—b)-z+b—(

gilt.
b) Ermittle eine Stammfunktion von g(z) = e % - (22 — 3 -z + 1).

c) ﬁ Ermittle eine Stammfunktion von h(z) = €2® - (3. 2% + 2 2?).

~ar MmPF

Fiir die Funktionen sinh (Sinus Hyperbolicus) bzw. g gilt:

X x

er —e " e
——  Dbzw. T)=—
5 9(z) = 5
a) Trage einen richtigen Term in das Késtchen ein und begriinde, warum die Funktion sinh nur eine einzige

Nullstelle hat.

sy 4 )

2

sinh(z) =

sinh(z)
g(x)

¢) Ermittle jene Stammfunktion F' von sinh, die F(0) = 1 erfiillt.

, also folgenden Grenzwert: lim sinh(z)

b) Ermittle das asymptotische Verhalten von x +—

1
d) Berechne/ sinh(z) dz.
0

27
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S ' & MmF

Fiir die reellen Funktionen sinh (Sinus hyperbolicus) und cosh (Cosinus hyperbolicus) gilt:
e’ —e " e’ +e”

5 cosh(z) = ——— y

h(z) —
sinh(x) 5 .

a) Begriinde, warum cosh(x) > sinh(z) fiir alle x € R gilt. 2

Die Graphen der beiden Funktionen schliefen im Intervall [0; b] cosl
die rechts dargestellte Fliche mit Inhalt F(b) ein. \

b) Stelle eine Formel fur F(b) mit b > 0 auf,

und berechne den Grenzwert blim F(). ‘ x
— 00

c) Es gibt ein a € R so, dass

sinh

sinh?(z) + cosh?(x) = cosh(a - )

fiir alle z € R gilt. Berechne diesen Wert a.

Rotiert die dargestellte Flache mit Inhalt F'(b) um die z-Achse, dann entsteht ein Rotationskérper mit Volu-
men V (b).

d) ﬁ Zeige, dass blim V(b) = oo gilt.
— 00

~wsr MmF
Fiir die Funktion G gilt: G(z) =z -In(z) — x

a) Zeige mithilfe der Ableitungsregeln, dass G’(x) = In(x) gilt.

Fiir die Funktion f gilt: f(z) = e~

Der Teil des Funktionsgraphen von f mit —a < x < a sowie die im Bild unten

senkrecht eingezeichneten Strecken mit x = £a rotieren um die y-Achse.

b) Stelle mithilfe von @ > 0 eine Formel fiir Y

das markierte Rotationsvolumen V;(a) auf.

c¢) Stelle mithilfe von a > 0 eine Formel fir ¥

das markierte Rotationsvolumen V3(a) auf. |

d) Vereinfache V(a) = Vi(a) + Va(a) so weit wie moglich. ‘ .
e) Ermittle den Grenzwert V = lim V(a). I R z

a—00 —a 0 a

28
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410 © MmF
Die Losungen der Gleichung 51Y ‘
2?4+ (y—-3)2=1 \
3
liegen auf der rechts dargestellten Kreislinie.
Die obere Kreislinie ist der Graph einer Funktion f. v
Die untere Kreislinie ist der Graph einer Funktion g. 1 i
)
a) Ermittle jeweils eine Funktionsgleichung von f und von g. 7T :) %
Wenn die Kreisscheibe um die horizontale Achse rotiert, >
dann entsteht ein Torus.
b) Berechne das Volumen dieses Torus.
1
Hinweis: Du darfst / V1—22dz= % verwenden.
0
- - MmF

4.11
Fiir die Funktion f gilt: f(x) =22 — 8- 2 + 18

a) Berechne alle Stellen s im Intervall [1;7] mit

7
£s)-6= [ flo)de
1
b) Allgemein gibt es fiir jede stetige Funktion f und jedes Intervall [a;b] mit a < b (mindestens) eine Stelle s €
[a; b] so, dass gilt:
b
£6)- 0= a)= [ fo)do

Beweise diesen Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Du darfst den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sowie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung verwenden.

S R & MmPF

Ermittle die Nullstellen der gegebenen Polynomfunktion f : R — R. Ermittle die ersten beiden Ableitungen von
f und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten. Ermittle den Flacheninhalt des endlichen Bereichs,

den der Graph mit der z-Achse einschlieft.
a) f(z) =23 +3 22 b) f(x)=2*—4-2% ¢) f(x)=2°>+5 -2

413 © MmF
Sei a > 0. Berechne den Flicheninhalt, der vom Graphen der Polynomfunktion f: R — R, f(z) = a? — 22 mit
der horizontalen Achse zwischen den beiden Nullstellen eingeschlossen wird.

- - MmF

4.14

Sei a > 0. Untersuche die Funktion f : R — R, f(z) = 23 — a? - # auf Nullstellen sowie ihr Monotonie- und

Kriimmungsverhalten. Skizziere den Graphen von f. Berechne den Fliacheninhalt des beschrankten Bereichs, der

unter dem Graphen von f und iiber der horizontalen Achse liegt.
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"V 415 MmF

Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-
halten der Funktion f mit

f: R—=>R, flx)=47"—-6-2""+8.

Skizziere den Graphen von f und berechne den Flacheninhalt des endlichen Bereichs, der zwischen dem Graphen

und der horizontalen Achse liegt.

J

S R & MmF

Ermittle die Nullstellen und untersuche das Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie das asymptotische Ver-
halten der Funktion f mit

f:]0;00[ = R, f(z) = [In(x)]? = 3 - In(x) + 2.

Skizziere den Graphen von f und berechne den Flidcheninhalt des endlichen Bereichs, der von diesem Graphen
und der horizontalen Achse berandet wird.

2

Hinweis: Um eine Stammfunktion zu ermitteln, bilde zuerst die Ableitungen von z - [In(z)]® und - In(z).

Va7 ™ MmF

Gegeben ist die Gerade y = 4-x+ 1. Gesucht ist die Polynomfunktion f vierten Grades, deren Graph nie tiberhalb
der Geraden liegt und die Gerade an den Stellen —1 und 1 beriihrt. Weiter ist bekannt, dass die Gerade und der
Graph ein Flichenstiick mit Inhalt 16/15 einschlieBen.

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

~ 418 © MmF

Es gibt eine quadratische Funktion f mit den folgenden beiden Eigenschaften:

i) 2.2 —y = —6 ist eine Gleichung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle = 0.

i) /Olf(x)dx _g

Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

\ J

S R & MmF

FEine kubische Polynomfunktion hat eine einfache Nullstelle bei —1 und eine doppelte Nullstelle bei 1. Thr Graph

berandet mit der z-Achse einen Bereich mit orientiertem Flacheninhalt 8.

Ermittle eine Gleichung der Polynomfunktion.

W20 MmF

Eine Polynomfunktion f dritten Grades hat bei x = —1 eine Wendestelle. Eine Gleichung der Wendetangente ist
y+ 3 -z 4+ 5 = 0. Die Funktion hat eine Nullstelle bei —2.

a) Ermittle eine Funktionsgleichung von f.

b) Ermittle den Flidcheninhalt des endlichen Bereichs, den der Graph der Polynomfunktion gemeinsam mit der

x-Achse berandet.
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Eine Polynomfunktion f dritten Grades hat bei z = 2 eine Wendestelle. Eine Gleichung der Wendetangente ist
9-y+3-x = 8. Die Tangente an den Graphen der Funktion an der Stelle 0 schlie3t mit der positiven z-Achse einen
Winkel von 45° ein. Diese Tangente berandet mit dem Graphen der Polynomfunktion einen endlichen Bereich.
Was ist sein Flacheninhalt?

MmPF

-

4.22

Berechne die Bogenlédnge des Graphen der Funktion f.

2t 1
a) [ (L2 2R, f@) =5+

z3 1
b) f: [2:3] 2 R, flx) =15+

1'2
¢) f:[Lie] =R, f(z)="5 ~In(x)

e’ +e "

d) f: [-In(2);In(2)] = R, f(z)= 5

31

2
41 a) Lk 4d-k+d® b)L-k24d-k+d® <) folf(ar)2d3:— (folf(x)dx) =L k>0
2
42 a)s=c 3 b)c=% c)P=(4]2)
4.3 1 = 7%, Tro = g
Y
2
7
\
s
4.4 a) 7i b) - - ~ X L c) %
-1
-2
4.5 a) Kettenregel und Produktregel
b) 0 und 2
z <0 z=0 0<z<2 T =2 z>2
) | f'(=) - 0 + 0 -
J(z) N 0 / 4-e7? N
d) a=-1,b=-2, ¢c= -2
e) Da f iiberall definiert ist, folgt aus dem Monotonieverhalten, dass es in jedem der 3 Intervalle | —oo; 0[, ]0;2[ wund ]2;c0[ héchstens
eine Stelle mit Funktionswert % gibt.
Aus der Stetigkeit von f und dem Zwischenwertsatz folgt, dass es in jedem der 3 Intervalle |—oo;0[, ]0;2[ und ]2;oc0[ mindestens
eine Stelle mit Funktionswert % gibt.
Also hat die Gleichung f(z) = % genau drei Losungen.
4.6 a) Kettenregel und Produktregel b)a=—1,b=1, ¢c=0 ¢) H(z)=e>".2°
e’ . (1 — 6_2'm)
4.7 a) sinh(z) = — = 0 <= x =0 (Produkt-Null-Satz)
. sinh(a Ty E
b) lim, o0 222 =1 ¢) F(z) = <4~ d) 0,543...
4.8 a) cosh(z) > sinh(z) <= # > % — e"+e "> - = 2:e">0V
b) F(b)=1-e" =1
c) a=2
d) V(b)=m-b— o0
4.9 a) Produktregel b) Vi(a) = 7 -a? cema? c) Va(a) =7 — 7 - a? cemd? g ema? d) V(a):7r771'~e_“2 e)V=m
4.10 a) f(z) =3+vV1—22, g(x) =3—VI—22 b))V =672
4.11 a) s;1 =4+ /3, s2 =4 —+/3  b) Hinweis: MWS der Differentialrechnung auf F anwenden: F’(s) = %ﬁﬂ(a}
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4.13
4.14

4.16

4.17
4.18
4.19
4.20
4.21

4.22

a) Nullstellen: {—3,0}
Monotonieverhalten: |—oo; —2[ 2 [—=2;0[ N\, ]0;00[ N
Kriimmungsverhalten: |—oo; —1] /;\ ]—1;00[ W
Flacheninhalt: 6,75

b) Nullstellen: {0,4}
Monotonieverhalten: |—oo; 3[ N\,  ]3;00[
Kriimmungsverhalten: ]—oo; 0] \/ 10; 2] /N 12; oo \/
Flacheninhalt: 51,2

c) Nullstellen: {—5,0}
Monotonieverhalten: |—oo; —4[ 7 ]—4;0[ N\, ]0;00[ A&
Kriimmungsverhalten: |—oo; —3[ =\ ]—3; 00[ w
Flacheninhalt: 520,83...

4. .3

3-a
Nullstellen: {—a,0,a}
Monotonieverhalten: |—oo; 7%[ Ve ]7%; %[ N ]%’ oo N

Kriitmmungsverhalten: |—oo; 0] 7\ 10; oo \/

Flacheninhalt: i ca*

Nullstellen: {—2, —1}

Monotonieverhalten: ]—oo; —%[ N ]—%; oo N

Kriimmungsverhalten: |—oo; 1 — iﬁg;[ \/ 1= }:g; ;00 /N

Asymptotisches Verhalten: lim f(z) =8 lim f(z) = oo
r——00

T — 00

Flacheninhalt: 8 —
Nullstellen: {e, e?}
3 3
Monotonieverhalten: |[—oo;e2[ N\, Je2;00[ S
. 5 + 5 /\‘
Kriimmungsverhalten: |—oo;e2 | U le2;00[ /—
Asymptotisches Verhalten: lim f(z) = oo lim f(z) =00
z—0t

T — 00

6
n(2)

Fliacheninhalt: e? — 3 - e

fl@)y=—-2*+2-22+4 -z

fz)=3-2>4+2-2+6

f@)=6-(z+1)- (x—1)2=6-2"-6-22—6-2+6
a) f(z) =2>+3-22 -4 b) 6,75

f(z) = %wc?’ — % 2l t Flacheninhalt: 12

2_
a) 39 b) I c) St +1 d) 2
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