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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

R MmF
Die Losungen der Gleichung 3 — 3 - 22 = 3 -2 — 10 sind Zahlen.
Durch Einsetzen in die Gleichung kann man tiberpriifen, ob eine Zahl eine Losung der Gleichung ist.
a) Zeige, dass die Zahl 1 keine Losung der Gleichung 2% — 3 - 22 =3 -2 — 10 ist.
b) Zeige, dass die Zahl 2 eine Lésung der Gleichung 2% — 3 - 22 =3 -2 — 10 ist.
Die Losungen von Differentialgleichungen (kurz: DGL) sind Funktionen.
Durch Einsetzen in die DGL kann man tiberpriifen, ob eine Funktion eine Losung der DGL ist.
c) Zeige, dass die Funktion y(x) = 22 keine Losung der DGL ¢’ = 373’ ist.
d) Zeige, dass die Funktion y(z) = 2% eine Losung der DGL ¢’ = 379 ist.
e) Zeige, dass die Funktion y(z) = ”’2—22 keine Losung der DGL o' = x - y ist.
f) Zeige, dass die Funktion y(x) = e> eine Losung der DGL ¢/ =z -y ist.
AV 1.2 MmF
Gegeben ist die Differentialgleichung y'(z) —10- 2 +e* =0.
1) Ermittle die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
2) Ermittle jene spezielle Losung der Differentialgleichung mit y(0) = 1.
~uEEr MmF
21 f @)
1) Ermittle die allgemeine Losung der Differentialgleichung % =4-x. is
Hinweis: O ist nur eine andere Schreibweise fiir I (). !
Andere Forrlnulierung fiir dieselbe Aufgabe: Ermittle alle Stammfunktionen von f’(z) = 4-x. e
2) Ermittle jene spezielle Losung dieser Differentialgleichung (DGL) % 'os 1 “-os o] 7 05 BTET
mit f(0) = —2. s
3) Rechts ist das Richtungsfeld dieser DGL dargestellt. i
Skizziere den Graphen jener speziellen Losung mit f(0) = —2. +e
2}
oW MmF
Gegeben sind 4 Differentialgleichungen:
i) y/(z) =042 ii) ¢/ (x) =0,42-2 iil) y'(z)=z-y 1iv) ¢y (z)= ad
a) Ordne den Differentialgleichungen ihr Richtungsfeld zu. !
y y y
: g : x - a : x

b) Ermittle jeweils mit Technologieeinsatz jene spezielle Losung, deren Graph den Punkt (0 | 1) enthélt.
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Eine Differentialgleichung mit Anfangsbedingung ist gegeben.

Darunter siehst du, wie man mit GeoGebra die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ermitteln kann:

a) ¥y =5-y mit y(0) =3 c) W= 7 mit W(4) =2 W(t) = W' (t)
@ Allg. Losung: y(z) =c-e5® Q Allg. Losung: W(t) =vVt2—2-¢
» CAS » CAS
1 | LoseDgl(y'=5"y) 4 | LoseDgl(y'=xly)
- y=ce* 2+ y=+—-2c;+x?
b) 4 = —K -sin(t) mit K(0) =5 d) ¥"+y =0 mit y(0) =0 und 3’(0) =5
Q Allg. Losung: K (t) = ¢ - e®3(®) Q Allg. Losung: y(z) = c1 - cos(z) + co - sin(x)
» CAS » CAS
4 | LoseDgl(y'=-y*sin(x)) 1 | LoseDgl(y"+y=0)

cos(x) - y = c; cos(x) + ¢z sin(x)

“+ y=cye
1) Zeige, dass die angegebene Funktion tatséchlich eine Losung der Differentialgleichung ist.

2) Ermittle jene spezielle Losung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingung erfiillt.

- MmF

1.6
Die Entwicklung der Populationsgréfie P einer Fischpopulation wird durch folgende DGL modelliert:

dpP P
— =0,042-P- |1 — — it P >
a ~ 0 ( 5000) mit £ 0
t... Zeit in Monaten

P(t) ... Populationsgrofie zum Zeitpunkt ¢

% = P’(t)... momentane Anderungsrate der Populationsgréfie zum Zeitpunkt ¢

a) Begriinde mithilfe der DGL:
Bei welchen Werten fiir P ...
... bleibt die Population gleich grof3?

7000

... wéchst die Population? 6000 -

...schrumpft die Population?
Rechts ist das Richtungsfeld dieser
Differentialgleichung dargestellt.

5000

40007 ~ ©

b) Skizziere rechts den zeitlichen Verlauf oo}~ -
der Losung P mit Anfangswert ...
i) ... P(0) = 5000

20001 ~ -

ii) ... P(0) = 500 1000

iil) - P(O) = 2000 i== t-in Monaten
0 90 95

iv) ... P(0) = 7000

c) Bei welchen PopulationsgréBen betriigt die momentane Anderungsrate 42 Fische pro Monat?
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Ubersetze in eine Differentialgleichung und ermittle die allgemeine Lésung der DGL mit Technologieeinsatz.

a) In jedem Punkt des Funktionsgraphen stimmt der Funktionswert mit der lokalen Anderungsrate der Funktion
an dieser Stelle iiberein.

b) In jedem Punkt des Funktionsgraphen ist das Produkt der Koordinaten halb so grofl wie die Steigung.

¢) In jedem Punkt des Funktionsgraphen ist die Summe von Steigung und Produkt der Koordinaten gleich 0.

a a = Bundesministerium

Bildung, Wissenschaft )
1.8 i Forechs

Das Newtonsche Abkiihlungsgesetz besagt, dass die momentane Anderungsrate der Temperatur eines Kérpers
proportional zur Differenz zwischen der Temperatur des abkiihlenden Korpers zur Zeit ¢t und der Umgebungstem-

peratur ist.
dT(t)

T (Tv —1T())
t... Zeit in Minuten (min)
T(t)... Temperatur des Korpers zur Zeit ¢ in °C
Ty ... Umgebungstemperatur in °C
k > 0... Proportionalititsfaktor in min~!
Ein Thermometer wird aus einem Raum ins Freie gebracht, wo es eine Temperatur von Ty = —10°C hat.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung fiir & = 0,84 min~! lautet:
T(t)=—10—C-e %84t

1) Zeigen Sie, dass diese Funktion 7' die allgemeine Losung der gegebenen Differenzialgleichung ist.

Der Raum, aus dem das Thermometer ins Freie gebracht wird, hat eine Temperatur von 22°C.

Zu Beginn (t = 0) zeigt das Thermometer also eine Temperatur von 22 °C an.

2) Ermitteln Sie fiir diesen Sachzusammenhang eine spezielle Losung der Differenzialgleichung.

1.9 ~ MmF

Ein Korper mit Masse m > 0 befindet sich im freien Fall mit konstanter Beschleunigung g.
Mit h(t) wird die Hohe des Korpers iiber dem Boden zum Zeitpunkt ¢ abgekiirzt.

Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 betragt vg > 0.

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich der Korper in der Héhe hy > 0 iiber dem Boden.

1) Begriinde, ob bis zum Aufprall am Boden A'(t) > 0 oder A/(t) < 0 gilt.

2) Begriinde, ob bis zum Aufprall am Boden h”(t) > 0 oder h”(t) < 0 gilt.

Wenn man die Reibungskraft vernachlissigt, dann gilt:

m-h"(t)=-m-g

3) Stelle mithilfe von g, ho und vy eine Formel fiir die spezielle Losung h dieser DGL auf.
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Ergebnisse:

1.1 a) Linke Seite: —2 Rechte Seite: —7 = keine Lésung der Gleichung
b) Linke Seite: —4  Rechte Seite: —4 = Lésung der Gleichung
c) Linke Seite: 2.2  Rechte Seite: 3 = keine Losung der DGL
d) Linke Seite: 3-z2 Rechte Seite: 3 - 2> = L&sung der DGL

e) Linke Seite: x  Rechte Seite: % =—> keine Loésung der DGL
IIJ2 2 2
f) Linke Seite: e 2 -z (Kettenregel) Rechte Seite: x - T = Losung der DGL

1.2 1) y@)=5-22—e"+c¢c 2)yx)=5-22 —e” +2

1.3 1) fz)=2-22+c¢c 2) f(z)=2-2>-2 3)

1.4 a) von links nach rechts: iv), i), iii), ii)

b) 1) y(e) =042-z+1 i) y(z) =021 22 +1 iii) y(@) = 5%  iv) y(z) = vaZ 7 1
1.5 a) 1) Hinweis: v/(z) =c-e>* -5 2)y(z) =3-¢>"

b) 1) Hinweis: K'(t) = c-e®®) . (—sin(t)) 2) K(t) = 2 .

c) 1) Hinweis: W'(t) = \/ﬁ 2) W(t) =+Vt2 — 12

d) 1) Hinweis: y'/(z) = —cy - cos(z) — c2 - sin(z)  2) y(z) =5 - sin(z)
1.6 a) Wenn P =0 oder P = 5000 gilt, dann ist P’ = 0, also bleibt die Population gleich gro8.
Wenn 0 < P < 5000 gilt, dann ist P’ > 0, also wéchst die Population.
Wenn P > 5000 gilt, dann ist P’ < 0, also schrumpft die Population.

Population P{t)

© in Monaten,

c) = 1382 Fische und = 3618 Fische

(N

z

)y +xz-y=0 = c-e 2

22

1.7 a)y' =y = ylz)=c-e®* b))y =2-2-y = y(@)=c-e

T(t
1.8 1) Linke Seite: di ) _ T'(t) = —C - e 8% . (-0,84) = 0,84 - C - 70841

Rechte Seite: k- (Ty — T(t)) = 0,84 - (—10 +10+C- e*°=84'f) =0,84-C .- 084t
2) T(t) =32 e %%7" —10
1.9 1) Bis zum Aufprall am Boden wird die Héhe immer kleiner. Es gilt also h'(t) < 0.
2) Bis zum Aufprall am Boden wird die Geschwindigkeit betragsméBig immer grofier. Es gilt also h'/(¢) < 0.
3) h(t)=—2 t* —wvg-t+ho
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2. TRENNUNG DER VARIABLEN

2 . & MmF

Berechne die allgemeine Losung der DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
Ermittle jene spezielle Losung, die die angegebene Bedingung erfiillt.
sin(t)

a)y =3-y mit y(0)=5 b) N— N )

— 0 mit N(O)=3 c) fTh ~h(z) = 15 mit h(1) = 42
X

y a = d ium
2.2 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

FEine Bakterienkultur mit 50 Bakterien wird zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 angelegt.
Nach 100 Minuten werden bereits 750 Bakterien gezéhlt.

Die Funktion N beschreibt das Wachstum der Bakterienkultur:

N(t) ist die Anzahl der Bakterien nach ¢ Minuten.

Die 1. Ableitung der Funktion IV ist proportional zu N.

Die entsprechende Proportionalitdtskonstante bezeichnet man als Wachstumsrate.
1) Stellen Sie die zugehorige Differenzialgleichung fur N auf.

2) Losen Sie die Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der Variablen.

3) Berechnen Sie, wie viele Bakterien nach 3 Stunden vorhanden sind.

- - = Bundesministerium
2 3 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Die Temperatur einer Fliissigkeit in einem Raum mit einer Umgebungstemperatur von 24 °C wird gemessen.
Das Newton’sche Abkiihlungsgesetz besagt, dass die momentane Anderungsrate der Temperatur T einer Fliis-
sigkeit zu jedem Zeitpunkt proportional zur Differenz zwischen der jeweiligen Fliissigkeitstemperatur und der

Umgebungstemperatur ist.

1) Stellen Sie die zugehorige Differenzialgleichung fir T auf.

2) Berechnen Sie die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung mittels Trennen der Variablen.

3) Berechnen Sie die spezielle Losung der Differenzialgleichung, wenn die Temperatur bei 0 Minuten 40°C und
bei 15 Minuten 36 °C betrigt.

A J
y a = Bund ium

2.4 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

In einem Glasfaserkabel nimmt die Intensitdt des Lichts mit der Entfernung vom Anfangspunkt exponentiell ab.

Dieser Zusammenhang kann durch die Funktion I beschrieben werden:

x ... Entfernung entlang des Kabels vom Anfangspunkt des Kabels
I(z)... Lichtintensitat in der Entfernung z

Iy ... Lichtintensitat am Anfangspunkt des Kabels

A ... positive Konstante

Dabei wird angenommen, dass die lokale Anderungsrate der Lichtintensitéit in Abhingigkeit von der Entfernung
proportional zur jeweils vorhandenen Lichtintensitét ist.

1) Stellen Sie die Differenzialgleichung fiir I auf. Bezeichnen Sie dabei den Proportionalitédtsfaktor mit —A (A > 0).

2) Zeigen Sie mithilfe der Methode Trennen der Variablen, dass die Losung dieser Differenzialgleichung mit der

Anfangsbedingung 1(0) = Iy durch I(z) = Iy-e~** gegeben ist.
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A = desministerium
- 2 5 Bildung, Wissenschaft )
" un

d Forschung

Die Funktion V' beschreibt ndherungsweise den zeitlichen Verlauf des Wasservolumens eines bestimmten Sees.
Dabei wird das Wasservolumen in Kubikmetern und die Zeit ¢ in Tagen angegeben.

V erfiillt die folgende Differenzialgleichung:

dv
i 0,001-(350—V) mitV >0
1) Argumentieren Sie anhand der Differenzialgleichung, fiir welche Werte von V' das Wasservolumen dieses Sees
geméf diesem Modell zunimmt.

2) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der Variablen.
Zur Zeit t = 0 betrigt das Wasservolumen 150 m?>.
3) Berechnen Sie die spezielle Losung der Differenzialgleichung.

(‘ A - di ium
2.6 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Ein Motorboot ist auf einem Kanal unterwegs. Es beschleunigt aus dem Stillstand auf die zuléssige Fahrge-
schwindigkeit von 13km /h. Dieser Vorgang kann durch folgende Differenzialgleichung nidherungsweise beschrieben
werden:

dv

950 - — = 1008 — 45 - v
dt

t... Zeit in Sekunden (s)

v... Geschwindigkeit in m/s

1) Bestimmen Sie die zugehorige spezielle Losung der Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der
Variablen.

2) Bestimmen Sie die Zeit, die das Motorboot braucht, um eine Geschwindigkeit von 13 km/h zu erreichen.

p a = Bund ium
2 7 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Eine Solarzelle wandelt kurzwellige Strahlungsenergie, wie zum Beispiel Sonnenlicht, direkt in elektrische Energie
um. Wenn keine elektrische Energie erzeugt wird, entladen sich die eingebauten Kondensatoren. Der zeitabhéngige
Spannungsverlauf kann dabei durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden.

Die Spannung wurde zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten gemessen. Fiir ¢ = 0 ms betrdgt die Spannung 10V

und fiir ¢ = 20ms betrégt die Spannung 5V.

1) Stellen Sie eine Gleichung derjenigen Funktion w auf, die die Entladung des Kondensators beschreibt.

Der Entladevorgang kann auch durch eine Differenzialgleichung beschrieben werden.

2) Kreuzen Sie diejenige Differenzialgleichung an, die den Entladevorgang richtig beschreibt. [1 aus 5]
t... Zeit in ms

u(t) ... Spannung zur Zeit ¢ in Volt
k > 0... Proportionalitatsfaktor

du(t) du(t) -k du(t)
dt dt dt

=k-u(t)

=—k-u(t)

O | (] O 0
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a a = desministerium
Bildung, Wissenschaft )

2.8 ond Forschung |
Die Bewegung eines Bootes wird durch folgende Differenzialgleichung beschrieben:

m ... Masse des Bootes

dv v(t) > 0... Geschwindigkeit des Bootes
m.g_i v k > 0... Konstante
t... Zeit

1) Argumentieren Sie mathematisch anhand der Differenzialgleichung, dass die Geschwindigkeit mit zunehmender
Zeit t abnimmt.

2) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung.

29 ° "3

Sedimente sind in Fliissigkeiten enthaltene Teilchen, die sich unter dem Einfluss der Schwerkraft ablagern.
In einer Fliissigkeit sinkt ein Teilchen durch die Schwerkraft ab. Die Sinkgeschwindigkeit v kann modellhaft durch
die nachstehende Differenzialgleichung beschrieben werden.
dv
— =10-20-
dt !
t...Zeit ins

v... Sinkgeschwindigkeit in m/s

1) Ermitteln Sie mithilfe der obigen Differenzialgleichung diejenige Sinkgeschwindigkeit, bei der die Beschleuni-
gung null ist.

2) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der Variablen.

3) Berechnen Sie die Losung der Differenzialgleichung mit v(0) = 0,2.

~ 210 ° = sdemiisteran

und Forschung

Die Konzentration von verabreichten Wirkstoffen im Blut nimmt mit der Zeit ab.
Uber eine Infusion werden einem Patienten pro Minute 2,3 mg eines Wirkstoffs verabreicht. Gleichzeitig wird ein
Teil des Wirkstoffs wieder ausgeschieden.

Die Anderung der Konzentration des Wirkstoffs im Blut ldsst sich durch die folgende Differenzialgleichung be-

dy _ 3 ( 115
a -~ 50 V73
t... Zeit in min

y(t) ... Konzentration des Wirkstoffs in mg/L

schreiben:

1) Losen Sie die Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der Variablen unter der Voraussetzung, dass

sich zu Beginn der Infusion 0 mg des Wirkstoffs im Blut befinden.

\ J

211 © = qwdesmiisteran
[

und Forschung

FEin Kondensator ist ein elektronisches Bauelement, das mithilfe einer Batterie aufgeladen werden kann. Ist der
Kondensator bei einem Aufladevorgang zu Beginn ungeladen, so kann der Verlauf der Kondensatorspannung durch

die Funktion w beschrieben werden. Die zugehorige Differenzialgleichung fiir die Kondensatorspannung u lautet:

du
F— = U
T ar +u 0
1) Berechnen Sie mithilfe der Methode Trennen der Variablen die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.
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2.12 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Beim Eindringen von elektromagnetischer Strahlung in ein Medium nimmt die Intensitdt mit der Eindringtiefe

ab. Die Funktion F beschreibt die Intensitét der Strahlung in Abhangigkeit von der Eindringtiefe.

x ... Eindringtiefe in m

E(x) ... Intensitit bei der Eindringtiefe 2 in Watt pro Quadratmeter (W/m?)

Die 1. Ableitung der Funktion £ nach der Eindringtiefe x ist proportional zur Funktion E.

1) Vervollstandigen Sie die nachstehende Differenzialgleichung.

Bezeichnen Sie dabei den Proportionalitédtsfaktor mit —& (k > 0).

dE _
dz

Beim Durchgang von Strahlung durch ein Medium treten Storeinfliisse auf. Diese Storeinfliisse werden durch

Addition einer Konstanten S auf der rechten Seite der Differenzialgleichung beriicksichtigt.

2) Berechnen Sie die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen

der Variablen.

Ergebnisse:

2.1 a) Allgemeine Losung: y(z) =c-e®® Spezielle Losung: y(z) = 5- €%
b) Allgemeine Losung: N(t) = 4/c — 2 - cos(t) Spezielle Losung: N(t) = 4/11 — 2 - cos(t)
c) Allgemeine Losung: h(z) =c-e” — 15 Spezielle Losung: h(z) = 20,96... - e — 15

2.2 1) N'(t) = k-N(t) 2) N(t) =50-%0270--t 3) Nach 3 Stunden sind rund 6545 Bakterien vorhanden.
23 1) T'(t)=k-(T(t) —24) mitk<0 2)T(t)=c-e**+24 3)T(t)=16-e" 0100t 1 24
2.4 1) I'(z) = —=X-I(z) 2) =A== I(z) =c-e™ ¢ I0)=1Ip = I(z)=1Ip-e *®
x

2.5 1) Das Volumen nimmt zu, wenn % = V'(t) > 0 gilt, also wenn V zwischen 0m?® und 350 m? liegt.

2) V(t) =350+ c-e 200t

3) V(t) =350 — 200 - e~ %00

9 9

26 1)ovH)=—42.c 0"+ U2 =12 . (1-¢"T00") 2)t=37l.s

i dul(t
2.7 1) u(t) = 10 e~ 003465t g) Zi) = —k-u()
. _ k.
2.8 1) v/ (t) = —k:’inm < 0 zu jedem Zeitpunkt ¢, also ist v streng monoton fallend. 2) v(t) =c-e m*
2.9 1) 05m/s 2)v(t)=05—c-e 20t 3)u(t)=0,5—-0,3-e 20"
5 5 _ 3.
2.10 y(t) =142 — 115 .¢750 t
t
2.11 u(t)=Up—c-e 7
212 1) €=k F 2)4 = (. E+S = - = E@)=c-e **+2
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PROJEKT MMF AS — DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3. LINEARE DGL ERSTER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

S % B MmF

Gegeben ist die Differentialgleichung v/(z) + 3 - y(z) = *<.

1) Berechne die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
2) Ermittle die partikuldre Losung der inhomogenen DGL mit Technologieeinsatz.

3) Ermittle die allgemeine Losung der DGL mit Technologieeinsatz.

4) Berechne jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = 0 erfiillt.

S "y B MmF

Gegeben ist die Differentialgleichung N +2-t = —N (t).

1) Berechne die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
2) Ermittle die partikuldre Losung der inhomogenen DGL mit Technologieeinsatz.

3) Ermittle die allgemeine Losung der DGL mit Technologieeinsatz.

4) Berechne jene spezielle Losung der DGL, die N(2) = —1 erfiillt.

S . & MmF

d
Gegeben ist die Differentialgleichung d—y =—y+2-x+1.
x

1) Berechne die allgemeine Losung der homogenen DGL
mithilfe der Methode Trennung der Variablen.
2) Ermittle die partikuldre Losung der inhomogenen DGL
mit Technologieeinsatz.
3) Ermittle die allgemeine Losung der DGL mit Technologieeinsatz.
4) Berechne jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = 3 erfillt.
5) Der Funktionsgraph dieser speziellen Losung ist links dargestellt.

Fir x — oo néhert sich der Graph einer Gerade asymptotisch an.

I O Ermittle eine Gleichung dieser Gerade und zeichne sie links ein.

J

A - d ium
- 3 4 Bildung, Wissenschaft )
.

Fiir bestimmte Fésser kann die Sinkgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Zeit ndherungsweise durch die nach-
stehende Differenzialgleichung beschrieben werden.
% +0,25-v=2
t... Zeit in s
v(t) ... Sinkgeschwindigkeit zur Zeit ¢ in m/s
1) Zeigen Sie mithilfe der Methode Trennen der Variablen, dass die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Differenzialgleichung durch vy,(t) = C - e~%25% gegeben ist.

2) Ermitteln Sie die allgemeine Losung der gegebenen inhomogenen Differenzialgleichung.
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a = desministerium
- 3 5 Bildung, Wissenschaft )
" un

Im Bereich der Gebédudetechnik spielen Temperatur, Schallddimmung und COs-Gehalt der Luft eine wichtige
Rolle. In einem Schlafzimmer mit einem Luftvolumen von 45m® wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Liiftungsanlage
eingeschaltet. Zu diesem Zeitpunkt betridgt der COo-Gehalt der Luft im Zimmer 0,2 Vol.-%, d. h., das CO»-
Volumen betragt 0,2% des gesamten Luftvolumens.

Die nachstehende Differenzialgleichung beschreibt das COg-Volumen V' (in m?) im Schlafzimmer in Abhéingigkeit

von der Zeit ¢ (in min) ab dem Einschalten der Liiftung:

dv 174
— =0,006 — —
dt ’ 3

1) Berechnen Sie die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.
2) Ermitteln Sie, nach welcher Zeit der urspriingliche CO2-Gehalt halbiert ist.

. J

- - = Bund ium
3 6 Bildung, Wissenschaft )
. und

Forschung

Fiir die Geschwindigkeit eines bestimmten Korpers in einer Fliissigkeit gilt die folgende Differenzialgleichung:
% =a+b-v

t...Zeit ins

v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in m/s

a, b... Konstanten

1) Geben Sie die zugehorige homogene Differenzialgleichung an.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung lautet: v(t) = C - e=2*

C ... Konstante
2) Ermitteln Sie die Konstante b.
Die Losung dieser Differenzialgleichung lautet fiir eine bestimmte Anfangsbedingung: v(t) =5 —4-e= 2"

3) Ermitteln Sie die Konstante a.
4) Ermitteln Sie die zugehorige Anfangsbedingung fiir ¢ = 0.

3.7

Bei einer bestimmten chemischen Reaktion &ndern sich die vorhandenen Massen der beteiligten Stoffe mit der

Zeit. Fiir die Masse eines beteiligten Stoffes gilt die folgende Differenzialgleichung:
dm
— =8-2-
dt "

t... Zeit ab Beginn der Beobachtung in s

m(t) ... Masse dieses Stoffes zur Zeit ¢ in mg

Eine spezielle Losung dieser Differenzialgleichung wurde unter Verwendung einer Anfangsbedingung ermittelt.
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1) Ordnen Sie den beiden Satzanfingen jeweils eine Fortsetzung aus A bis D zu, sodass zutreffende Aussagen

entstehen.

FUr t — oo nahert sich A ... asymptotisch der t-Achse.
der Graph der L6sung des
homogenen Teils dieser B ... asymptotisch der waagrechten
Differenzialgleichung ... Geraden mit Ordinatenabschnitt 8.
Fir t — oo nahert sich der c ... asymptotisch der waagrechten
Graph dieser speziellen Geraden mit Ordinatenabschnitt 4.
L&sung der Differenzial- D ... asymptotisch der waagrechten
gleichung ... Geraden mit Ordinatenabschnitt —2.

- 3.8 = Bildung, Vv'{sscn‘:c”?‘m-’t\

und Forschung

Die Temperatur eines Werkstiicks bei einer bestimmten Wéarmebehandlung kann in Abhéngigkeit von der Zeit

beschrieben werden. Dabei kann es sich um einen Abkiihlungsvorgang oder einen Erwarmungsvorgang handeln.

Fiir den Zusammenhang gilt die folgende Differenzialgleichung:

dr

—+b-T=a

dt
t... Zeit ab Beginn der Beobachtung in h
T(t)... Temperatur des Werkstiicks zur Zeit ¢ in °C

a, b... Konstanten

Die Losung dieser Differenzialgleichung kann mithilfe des Ansatzes T'(¢) = T (t) +T,(¢) und einer Anfangsbedin-

gung bestimmt werden, wobei gilt:

T(t) ... Losung der Differenzialgleichung

Ty (t) ... Losung des homogenen Teils der Differenzialgleichung

T,(t) ... (eine beliebige) partikuldre Losung der Differenzialgleichung

12
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Die nebenstehende Abbildung zeigt fiir einen bestimmten Temperatur in °C

Abkihlungsvorgang die Graphen von T, T}, und 7. I:I

1) Geben Sie mithilfe von a und b eine Formel zur Ermittlung von 7.,

TEND an. |:|

TenDp =

2) Tragen Sie in der nebenstehenden Abbildung die richtige M< I:I

Bezeichnung der Graphen in die Kistchen ein (T, T), bzw. Tp,). | ""=====c_______ Zeitinh

Temperatur in °C
//'

Zeitinh

Die nebenstehende Abbildung zeigt fiir einen bestimmten Erwér-

mungsvorgang den Graphen von T'.

3) Skizzieren Sie in der nebenstehenden Abbildung die Graphen von
T, und T},.

-~ - = Bundesministerium
3 9 Bildung, Wissenschaft )
o und Forschung

Der CO3-Gehalt der Luft ist ein wichtiger Indikator fiir die Qualitdt der Luft. Er wird als Volumenanteil in parts

per million (ppm) angegeben.

Die Luft in einem geschlossenen Raum mit einem Luftvolumen von 800m? hat einen CO,-Gehalt von 1100 ppm.

1) Ermitteln Sie das CO2-Volumen (in m?) in diesem Raum.

Eine Liiftungsanlage wird zum Zeitpunkt ¢t = 0 eingeschaltet. Es stromt nun gleichméfig Frischluft mit einem CO»-

Gehalt von 400 ppm in den Raum. Die Durchflussrate betriigt dabei 2,5 m?3/s. Gleichzeitig wird die durchmischte

Luft mit derselben Durchflussrate abgesaugt.

2) Stellen Sie eine Differenzialgleichung auf, die das CO2-Volumen im Raum in Abhéngigkeit von der Zeit darstellt.
V(t) ist dabei das COg-Volumen (in m?®) zum Zeitpunkt ¢ (in s).
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Ergebnisse:
81 Dyn@)=c e 2)ya)=1 €7 By =c-e P 412" 4)yla)=—L.e P4 1.2
3.2 1) Np(t)=c-e? 2)N,(t)=-2-t+2 3)N(t)=c-e "—2-t+2 4) N(t)=17,389...-e " —2-t+2
3.3 N yp(z)=ce @ 2)yp(z)=2-2—1 3)y(z)=ce “4+2-2—1 4)y(z)=4-e “4+2-2—1 B5B)y=2-z—1
2
34 1) L4025 0=0 = - = v(t) =C-e O 2)ot)=C-e " 13
t t

3.5 1) V(t) =C-e 3 40,018 2) Spezielle Losung: V(t) = 0,072 e~ 3 4 0,018 Halbierung nach 2,94... h
36 1) L =p.v 2)b=-2 3)a=10 4)v0)=1
3.7 Oben: A Unten: C R

Temperatur in °C

T

3.8 1) Texp = §  2) von oben nach unten: T', Ty, T, 8) o . Zotinh |

= ’/i»»»
3.9 1) 0,88m*® 2) V'(t) = 0,001 — 0,003125 - V (t)

14
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a

4. VARIATION DER KONSTANTEN

a

MmF

4.1

4.
Gegeben ist die Differentialgleichung y'(z) — 4-y(@) =22,
x

1) Ermittle die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

2) Ermittle eine Losung der inhomogenen DGL mithilfe der Methode Variation der Konstanten.
3) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(4) =1 erfillt.

MmF

4.2
Gegeben ist die Differentialgleichung o'(z) 4+ 5% + 3 - y(z) = 0.

1) Ermittle die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

2) Ermittle eine Losung der inhomogenen DGL mithilfe der Methode Variation der Konstanten.
3) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = 3 erfillt.

-

.

MmF

4.3
Gegeben ist die Differentialgleichung y'(z) 4 cos(x) - y(x) = 4 - cos(z) .

1) Ermittle die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

2) Ermittle eine Losung der inhomogenen DGL mithilfe der Methode Variation der Konstanten.

sin(z

Hinweis: Eine Stammfunktion von f(z) =4 - cos(x) - e ) kannst du mithilfe einer Substitution ermitteln.

3) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = 0 erfiillt.

-

MmF

4.4
Gegeben ist die Differentialgleichung N () +2-t = —N(t).

1) Ermittle die allgemeine Losung der homogenen DGL mithilfe der Methode Trennung der Variablen.

2) Ermittle eine Losung der inhomogenen DGL mithilfe der Methode Variation der Konstanten.

Hinweis: Eine Stammfunktion von f(z) = z - e® kannst du mithilfe einer partiellen Integration ermitteln.

3) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die N(0) =5 erfiillt.

Ergebnisse:

4.1 1) yp(z) =c-z*  2) yp(z) = —2®> 3) y(z) = =2 cat— 2B
42 D) =c e 2 ya)=—F T B)yle) = BT L5
4.3 1) yp(x) =c-e” sin(@) 2) yp(z) =4 3)ylxz)=—-4-e" sin(z) 4 4

4.4 1) Np(t)=c-e™t 2)N,(t)=-2-t+2 3)N(@Ht)=3-e ' —2-t+2

s € - 8¢
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5. LINEARE DGL ZWEITER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

V51 MmF
Gegeben ist die Differentialgleichung y”(z) = 2-¢/'(z) + 15 - y(z) .
1) Ermittle die allgemeine Losung der DGL.
2) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(0) =3 und y'(0) = —4 erfiillt.
~WES MmF
Gegeben ist die Differentialgleichung y”(z) = 8 - y/(z) — 16 - y(z) .
1) Ermittle die allgemeine Losung der DGL.
2) Ermittle jene spezielle Losung der DGL, die y(0) = —2 und %'(0) = 3 erfiillt.
~WES MmF
Gegeben ist die Differentialgleichung y”(z) + 10 - y'(z) +29 - y(z) = 0.
Berechne oo und 3 > 0 so, dass
y(zr) =4-€e*" -sin (ﬁ-m—l—g)
eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung ist.
V54 MmF
Gegeben ist die Differentialgleichung y”(z) +a-y'(z) + b - y(x) =0.
Ermittle a und b so, dass
y(z) =3 et 4 5. 727
eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung ist.
A 55 MmF
Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung y”(x) +2-y/'(z) — 3 - y(x) = 27 - 22.
1) Ermittle die allgemeine Losung y;, der zugehorigen homogenen DGL.
Die inhomogene DGL hat eine partikuldre Losung y, mit y,(z) =a- 224+b-xz+c.
2) Ermittle diese partikuldre Lésung y,,.
3) Ermittle die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.
~BER MmF
Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung y”(x) — 8 - /() + 16 - y(z) = 7.
1) Ermittle die allgemeine Losung y;, der zugehorigen homogenen DGL.
Die inhomogene DGL hat eine partikulire Lésung y, mit y,(z) = c-e?®.
2) Ermittle diese partikuldre Losung y,.
3) Ermittle die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.
-~ MmF

5.7
Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung y”(z) — 10 - y'(x) + 29 - y(z) = 13 - sin(3 -
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1) Berechne o und 8 > 0 so, dass
ylx)=c1-e**-cos(B-x)+co-e¥" -sin(f-x)
die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist.
Die inhomogene DGL hat eine partikuldre Losung y, mit y,(z) =a-cos(3-z)+b-sin(3-z).

2) Ermittle diese partikuldre Lésung y,,.
3) Ermittle die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

S 0 & MmPF

Ein Korper mit der Masse m > 0 befindet sich im freien Fall.
Mit h(t) wird die Hohe des Korpers iiber dem Boden zum Zeitpunkt ¢ abgekiirzt.
Wirkt neben der Gravitationskraft m-g auch eine Reibungskraft, die direkt proportional zur Geschwindigkeit ist,

dann gilt: Stokes-Reibung
m-h'(t)=-m-g—r-h'() mit r>0

1) Stelle mithilfe von m und r eine Formel fiir die allgemeine Lésung hypom der zugehérigen homogenen DGL auf.
Die inhomogene DGL hat eine partikuldre Losung h, mit h,(t) =c-t.
2) Stelle mithilfe von g, m und r eine Formel fir diese partikuldre Losung h,, auf.

Fir die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL gilt also:

h(t)=ci4cp-e mt— -t

r
Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 betragt vg > 0.
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich der Kérper in der Héhe hg > 0 iiber dem Boden.

3) Stelle mithilfe von hg, vg, g, m und r jeweils eine Formel fiir ¢; und ¢y auf.

MmF

5.9

Eine Kugel mit der Masse m = 3kg héngt an einer Feder mit der Federkonstante k¥ = 42N/mm.
Die Ruhelage der Kugel ist y = 0. Die Auslenkung der Kugel zum Zeitpunkt ¢ ist y(t).

Bei einer linear geddmpften Schwingung gilt:

m-y'(t) = —k-y(t) —d-y'(t)
t... Zeit in Sekunden
y(t) ... Auslenkung in Metern
1) Entscheide mithilfe der Differentialgleichung, welche SI-Einheit die Dampfungskonstante d hat:

ON/m  Okg/s DOkg/s? ON-m Okg-m/s

2) Berechne die Dampfungskonstante d so, dass der aperiodische Grenzfall eintritt.
Hinweis: Der aperiodische Grenzfall tritt ein, wenn die zugehorige charakteristische Gleichung genau eine Losung hat.

3) Ermittle die allgemeine Losung der DGL im aperiodischen Grenzfall.
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Ergebnisse:
51 1) y(z) =c1-e> % +ca-e 3T  2) y(x) =0,625 > 42,375 . 732
5.2 1) y(z)=c1-e* T +co-z-e*® 2)yx)=—-2-e*T+11.z.*7
5.3 a=-5 f=2
54 a=—-2,b=-8
55 1) yp(z) =ci-e"+co-e % 2)yy(x)=-9-2>—-12-2-14 3)y(z)=c1-e"+cp-e > —-9.22 ~12.2— 14
5.6 1) yp(z) =c1-x-e*® fex-et®  2) y,(z) = 1.e?* B)yy(m)=cr -z et e et 4127
5.7 1) a=5 =2
2) yp(xz) =0,3-cos(3-x)+0,2-sin(3-z)
3) y(z) =c1-e>% - cos(2-z)+ca-e®T -sin(2-x)+0,3-cos(3-z)+0,2-sin(3 - x)
5.8 1) hhom(t) =c1 +ca- e~ m
2) hp(t)=—-"42 -t
3) e =ho— My mie o tm i

T
5.9 1) kg/s 2) d=709,9...kg/s 3) y(t) =ci-e N3t Loyt 11830
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