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1. FOLGEN
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v Arbeitsblatt — Folgen

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

BTG E

-

.

1.1 MmF
Fir die Folge (an)n21 gilt: a, =4-n—2
a) Berechne die ersten 5 Folgenglieder:
a; = a9 = az = Ay = as =
b) Berechne das 12. Folgenglied a1s.
c) Das wievielte Folgenglied ist gleich 907
d) Begriinde, warum kein Folgenglied gleich 48 ist.
AV 12 MmF
Ein explizites Bildungsgesetz der Folge (an)n21 ist gegeben.
Zeige, dass ab einem bestimmten Folgenglied alle weiteren Folgenglieder grofier als 42 sind.
Welches ist das erste Folgenglied, das grofer als 42 ist?
90 -n —23 18
a)a,=3-n b) n = ———— c) an=44—; d) a, =n?-7
MmF

a

1.3

Ermittle die ersten 6 Folgenglieder der rekursiv gegebenen Folge.

a) anq1 = ap +2 mit a3 =3

by =

C) Cnt1 =Cp-2 mit ¢; =3

co =1

dy =

as =

by =

C3 =

by =

as =

Cs =
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1.4

Ermittle die ersten 6 Folgenglieder der rekursiv gegebenen Folge.

a) apq2 = Gpy1 +a, mit a3 =1 und ay =1

as = ag = Las = ag =

by = by = by = b6:§
C) ¢hio=—C,+1 mit ¢ =4 und cp =2
ngé Cq4 = 6525 Ce —

ds = = ds = dg =

\

»Fibonacci-Folge*

J

a

1.5

feal

an ist die Anzahl verschiedener Anordnungen mit n Dominosteinen.

a) Esgilt a; =1 und ay = 2:

Ermittle ag. Zeichne dazu alle méglichen Anordnungen mit 3 Dominosteinen auf.

b) Im folgenden Bild siehst du, warum a4 = ag + az = 342 =5 gilt:

L E=N
il =

Fiir alle n > 1 gilt allgemein: an49 = any1 + an

Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es also mit 5, 6, 7 bzw. 8 Dominosteinen?

Es sollen n Dominosteine mit Hohe 2 und Breite 1 so angeordnet werden, dass ein Rechteck mit Héhe 2 und

Breite n entsteht. Im folgenden Bild ist eine mogliche Anordnung mit n = 5 Dominosteinen dargestellt:

MmF



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

PROJEKT MMF

AS — FOLGEN UND REIHEN

y a

MmF

1.6

Du hast folgende 3 Arten von Puzzle-Steinen in beliebiger Anzahl zur Verfiigung;:

N

N1

Mit diesen Puzzle-Steinen sollst du Muster vom unten dargestellten Punkt A zum Punkt B legen. Zum Beispiel:

Ao [ L] . ] . .B A

N

N1 B

a) Ermittle a;. A+ ¢B

b) Ermittle a. A ¢+ ¢B

Es gilt die Rekursion a, =2 an_1 + an_o fur alle n > 3.

In den Bildern rechts ist eine Begriindung fiir die Rekursion skizziert.

c) Berechne mithilfe dieser Rekursion die gesuchte Anzahl ag.

Ao

A

Gesucht ist die Anzahl verschiedener Muster, die du mit diesen Puzzle-Steinen von A nach B legen kannst.

Mit a,, wird die Anzahl moglicher Muster abgekiirzt, wenn zwischen A und B insgesamt n Quadrate liegen (n > 1).

. e a, Moglichkeiten e

N

¢ a,—1 Moglichkeiten o

e a,_1 Moglichkeiten e

an—o Moglichkeiten o

* B

* B

* B

* B

a

MmPF

1.7
Fiir die Folge (a,) gilt: a, = 3 -n+ 3
a) Berechne ay, ag, ..., ajg.
b) Zeichne diese 10 Folgenglieder als Punkte rechts ein.

c) Ermittle ein rekursives Bildungsgesetz von (a,,).

d) Welcher Funktionstyp steckt hinter (ay)?

Solche Folgen heifilen arithmetische Folgen.

.

1.8

Fiir die Folge (b,,) gilt: b, = 32-0,5"

a) Berechne by, bo, ..., byp.
b) Zeichne diese 10 Folgenglieder als Punkte rechts ein.
c) Ermittle ein rekursives Bildungsgesetz von (b,,).

d) Welcher Funktionstyp steckt hinter (b,,)?

Solche Folgen heiflen geometrische Folgen.

by

MmF

1.9

(an) = (1,6,4,9,7,12,10,15,...)

a) Ermittle a2020, 42021 und a2022-

b) Das wievielte Folgenglied ist gleich 20227

zur vorangehenden Zahl 5 dazuzéhlt bzw. 2 von dieser abzieht, also:

Die Folge (ay),~; beginnt mit der Zahl a; = 1. Die nachfolgenden Zahlen erhélt man, wenn man abwechselnd
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Der Gauss-Legendre-Algorithmus berechnet die Nachkommastellen von m = 3,1415... rekursiv:

. .. 1 e 1 . (Carl Friedrich Gau}, Adrien-Marie Legendre, 18./19. Jahrhundert)
1) i)a; =1 11)b1:ﬁ 111)t1:1 iv)pr=1
. an +b, .. 9 .
2) i) apt1 = — ii) b1 =Vay - by, iil) thar =tn — pr - (@n — apa1)? V) Dpe1 =2 D
a, + b,)?
Die n-te Anndherung an 7 wird mit m, = % berechnet.
*ln

Berechne 71, w2, w3 und w4 mit einer Tabellenkalulation auf 10 Nachkommastellen genau.

Es wurde bewiesen, dass sich die Anzahl richtiger Nachkommastellen mit jedem Schritt in etwa verdoppelt.

1.1 a) a1 =2 a2=6 a3=10 as =14 a5=18
b) a2 =46
c) das 23. Folgenglied
d) Die Gleichung 4 -n — 2 = 48 hat nur die Lésung n = 12,5, also keine Lésung in N*.
1.2 a) 3-n>42 <= n > 14 15.Folgenglied
b) 202223 5 42 <= n > 28 4. Folgenglied
c) 44— 18542 < n>9 10.Folgenglied
d) n? —7>42 <= n>7 8. Folgenglied
1.3 a) a2=5 az3=7 a1=9 a5=11 ag=13
b) bo =2 bzg=4 bys=7 bs=11 bsg=16
c) coa=6 c3=12 ¢4 =24 c5=48 ¢ =96
d) do=1 d3=2 das=6 ds=24 dg=120
1.4 a) az3=2 a4 =3 as=5 ag=38
b) b3 =2 by=-1 bs=-3 bg=-2
c) ec3=-3 ca=-1 c5=4 cc=2
d) ds3=2 dy=4 ds=8 dg=32

1.5 a) az =3 b) a5 =8, ag =13, a7 =21, ag =34

1.6 a) ay =2 b) CL2:5 C) a6:169

n | 1] 2 [3] 4 5] 6 7] 8 [9] 10 . I
1.7 a b . C) ani1 = an + 1
) an | 2125|335 |4 45 |5]|55]6]65 R ) anta 2
d) lineare Funktion mit Steigung k = % und d = %
16 bn .
n] 1]2]3]4]5] 6 7 8 9 10 o
1.8 a) b) * C) bn+1 = bn - %

b, | 16 | 8| 4|2]| 1] 05| 0,25 | 0,125 | 0,0625 | 0,03125 :

d) Exponentialfunktion mit Anderungsfaktor k = 1 und Startwert 32 (n = 0)
1.9 a) a2020 — 3033, a2021 — 3031, a2022 — 3036 b) a1286 — 2022
1.10 m; = 2,9142135623... w2 = 3,1405792505... w3 = 3,1415926462... w4 = 3,1415926535...
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2. ARITHMETISCHE FOLGEN UND REIHEN
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Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v’ Arbeitsblatt — Arithmetische Folgen und Reihen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

- MmF

2.1

Trage jeweils Zahlen so in die Késtchen ein, dass (an),,~, eine arithmetische Folge ist.

Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

a) (an)=(2;5; , , 7 ,) d) (an)z(?); : ,9, , ,)

b) (an) = (8;47 ; ; ; 7) e) (an) = ( 7 9; ; ; —12; , . )

c) (an)=( ; ; ;15; 10; ) f) (an) = (1; ; ; ; ;31;--~>

Va9 MmF
Fur die arithmetische Folge (an)nZl gilt: ar = =5, a5 =19
Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.
~wEEr MmF
Fiir die arithmetische Folge (an),>; gilt: a3 =23, as =2
Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.
W 4 MmF
Ermittle jeweils die fehlende Groe der arithmetischen Folge (ay,) mit a, = a1 + (n — 1) - d.
a) a; =26 d:—% n=42 a4 =7 c) arz=-3 d=7 n=4 as=3
b) a1 =05 d=2 n=7 a,=125 d) a9=? d=01 n=51 a5 =1
AU 25 MmF
Gegeben ist die arithmetische Folge (a,) = (1,4,7,10,...).
a) Berechne die Summe der ersten 25 Folgenglieder von (ay,).
b) Die Summe der ersten n Folgenglieder von (a,) betriagt 2625. Berechne n.
c) Berechne a14 + a15 + a1 + -+ - + aqo.
- MmF

2.6

Berechne das Folgenglied agi4 der arithmetischen Folge

a; =1294, apy1=a,—4, n>1
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Berechne die Summe der ersten 25 Folgenglieder der arithmetischen Folge (1,4,7,10,...).

~wEEr MmF

Gesucht sind drei aufeinander folgende Glieder einer arithmetischen Folge.

Thre Summe ist 18 und ihr Produkt ist 192. Bestimme die drei Folgenglieder.

~Vag MmF
Berechne die Summe.
4 41 80
a) > 3-1—2) b)>B-i—2) ¢) > (3-i—2)
i=1 i=1 i=42
~ 10 < MmF

Von einer arithmetischen Folge habe ich die ersten n Folgenglieder addiert. Ich verrate nur so viel: Der grofite
Summand ist 194, die Summe ist 2786 und die Differenz zweier aufeinander folgender Glieder ist immer 7. Wie

grofl ist n? Was ist der kleinste Summand?

211 S¢-MmF

In einer arithmetischen Folge ist die Summe der ersten 4 Zahlen 26. Die Summe der Quadrate dieser Zahlen ist
214. Ermittle die ersten 4 Glieder dieser Folge.

212 - MmF

Zwischen 2 Zahlen u und v sind m weitere Zahlen so einzufiigen, dass diese mit den beiden gegebenen Zahlen eine

\

-

a

arithmetische Folge bilden.

Erstelle mit Hilfe von u, v und m einen Ausdruck zur Berechnung der konstanten Differenz d zweier Glieder dieser

Folge.
T <¢-MmF
Berechne die Summe aller fiinfstelligen Zahlen, die durch 4 teilbar sind.
fl21a " T
n="1: n=2: n=23:
10 (11 Irg =
Mit Wirfeln wird eine Treppe gebaut: | | | ‘ | | '
-— 3. Ebene
Das obige Bauschema soll auf diese Art fortgesetzt werden. I—I—‘—

1) Erstellen Sie ein rekursives Bildungsgesetz, mit dem man die Anzahl der Wiirfel in der n-ten Ebene berechnen

kann.
2) Bestimmen Sie, wie viele Wiirfel in der 7. Ebene liegen.

3) Berechnen Sie, aus wie vielen Ebenen eine solche Treppe besteht, wenn man insgesamt 360 Wiirfel verbaut.



https://mmf.univie.ac.at
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und Forschung
Bienen bauen ihre Waben, indem sie mit einer einzigen sechseckigen Zelle (Anfangszelle) starten und dann weitere

sechseckige Zellen ringformig um die erste Zelle bauen.

Anfangszelle 1. Ring 2. Ring

O

1l
N

n="1 n

a) Die Anzahlen der Zellen in den jeweiligen Ringen bilden eine arithmetische Folge. Die Anfangszelle wird dabei

nicht als Ring gezahlt.

— Geben Sie die ersten 4 Glieder dieser arithmetischen Folge an.
— Stellen Sie ein rekursives Bildungsgesetz fiir diese arithmetische Folge auf.

— Stellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir diese arithmetische Folge auf.

b) Mit der Formel s, = 1+ 3 -7 + 3 -n? kann man berechnen, wie viele Zellen insgesamt bis zum n-ten Ring
gebildet worden sind. Eine Wabe besteht aus insgesamt 271 Zellen.

— Ermitteln Sie, aus wie vielen Ringen diese Wabe besteht.

c) Auf einer Fliche von 1dm? befinden sich durchschnittlich 850 Zellen. Eine Zelle enthélt im Mittel 0,3 Milliliter
(ml) Honig mit einer Dichte von 1,4 g/ml. Die Masse ist das Produkt von Volumen und Dichte.

— Berechnen Sie die Masse des Honigs, die man auf einer Fliche von 3dm? erwarten kann.

— = Bund fum
' 2.16 Burdesmitetun
. und

Forschung

Palisaden sind Pfdhle, meist aus Holz, die frither zur Befestigung verwendet wurden und heute auch als Designele-
ment und Sichtschutz eingesetzt werden.

Ein Zaun wird aus zylinderférmigen Pfahlen mit gleichem Durchmesser gebaut. Die Langen der Pféhle bilden eine
arithmetische Folge. Der kiirzeste Pfahl ist 0,40 m lang, der Pfahl daneben ist 0,55 m lang. Die Zaunpféhle kosten
pro Meter 45 €.

1) Erstellen Sie das explizite Bildungsgesetz der arithmetischen Folge.
2) Ermitteln Sie, aus wie vielen Pfihlen der Zaun besteht, wenn der letzte Pfahl 2,20 m lang ist.

3) Berechnen Sie die Kosten fiir das Holz des gesamten Zaunes.



https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/525/Bienenwaben.pdf
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d Forschung

Eine Schule plant eine Theaterauffithrung im Turnsaal. Der Schulwart hat die Idee, die Zuschauerstiihle wie folgt

um die Bithne aufzubauen (siehe nachstehende Abbildung).

a) Im Sektor I stehen in der ersten Sitzreihe 8 Stiihle. In jeder folgenden
Sitzreihe erhoht sich die Anzahl der Stiihle jeweils um 3.

1) Begriinden Sie mathematisch, warum die Anzahlen der Stiihle in

den jeweiligen Sitzreihen eine arithmetische Folge a,, bilden.

Buh
2) Stellen Sie ein rekursives Bildungsgesetz fir a,, auf.

b) Im Sektor IT stehen in der ersten Sitzreihe 5 Stiihle, in jeder folgenden Sitzreihe erhoht sich die Anzahl der

Stiihle jeweils um 1.

1) Stellen Sie ein explizites Bildungsgesetz auf, mit dem man die Anzahl der Stiihle in der n-ten Sitzreihe

berechnen kann.

Die Gesamtanzahl der Stiithle in den ersten n Sitzreihen des Sektors II ist %

2) Berechnen Sie, aus wie vielen Sitzreihen der Sektor II besteht, wenn 126 Stiihle fur diesen Sektor verwendet

werden.

c) Fir den Sektor III ist eine Sitzordnung vorgesehen, bei der die Anzahl der Stiihle in der n-ten Sitzreihe durch

folgendes explizites Bildungsgesetz beschrieben wird: a, =5+ (n —1) -4

1) Interpretieren Sie die Bedeutung der Zahlen 5 und 4 im gegebenen Sachzusammenhang.

2) Berechnen Sie, wie viele Stithle in der 7. Sitzreihe stehen.
~ 218 © = S

Forschung

Im Rahmen einer Spielshow miissen die teilnehmenden Personen aus Spiel- T Stoorwark | 2 Stookwerke | 3 Stookwerke

karten Kartenhduser bauen. Dabei muss das jeweilige Kartenhaus in jeder

Runde um ein Stockwerk héher gebaut werden.

In der nebenstehenden Abbildung sind die Spielkarten im jeweils untersten A /\/\ /\/\/\

n=1 n

I
N
3>
]
w

Stockwerk fett dargestellt. Die Anzahl der Spielkarten im jeweils untersten
Stockwerk bildet die arithmetische Folge (a,,) mit a; = 3.

1) Geben Sie die Folgenglieder as und ag an.
2) Erstellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir diese Folge.

3) Ermitteln Sie das Folgenglied aqq.



https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/593/Sitzreihen.pdf
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und Forschung

Aus Spielkarten kann man ein Kartenhaus bauen. In der nachstehenden Abbildung sind Kartenhéuser, die aus

einer unterschiedlichen Anzahl von Stockwerken bestehen, in der Ansicht von vorne skizziert.

yey

1-stockiges Haus  2-stockiges Haus  3-stockiges Haus 4-stockiges Haus

Die nachstehende Tabelle gibt an, wie viele Karten fiir ein n-stockiges Kartenhaus insgesamt benotigt werden und

wie viele davon fiir das unterste Stockwerk benétigt werden.

Anzahl der Stock- insgesamt Karten fUr das un-
werke n bendtigte Karten terste Stockwerk
1 2 2
2 7 5
3 15 8
4 26 11
5

1) Tragen Sie in der obigen Tabelle die beiden fehlenden Zahlen in die grau markierten Zellen ein.

Die Anzahl der Karten fiir das unterste Stockwerk kann durch die arithmetische Folge zn beschrieben werden.
2) Erstellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir die arithmetische Folge z,.

Maria hat ein 24-stockiges Kartenhaus errichtet und mochte es nun zu einem 25-stockigen Kartenhaus erweitern.
3) Ermitteln Sie die Anzahl der zusitzlichen Karten, die Maria dafiir benotigt.

Die Gesamtanzahl s, der Karten fiir ein n-stockiges Kartenhaus kann mit der nachstehenden Formel ermittelt
werden.
: 1
Sp =3 - % —n

4) Berechnen Sie die Gesamtanzahl der Karten, die fiir ein 50-stockiges Kartenhaus benotigt werden.

Alexander hat 3 vollstandige Kartensets zu je 32 Karten zur Verfiigung und méchte ein Kartenhaus mit moglichst

vielen Stockwerken bauen.

5) Berechnen Sie die Anzahl der Stockwerke, die Alexanders Kartenhaus hochstens haben kann.

10
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2.1

2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15

2.18
2.19

a) (an) = (2;5;8;11;14;17;...)
Explizites Bildungsgesetz: a, =3 -n —1 Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = an + 3 mit a1 =2
b) (an) = (8;4;0; —4; —8; —12;...)

Explizites Bildungsgesetz: a,, = —4-n + 12  Rekursives Bildungsgesetz: a,4+1 = ap — 4 mit a; =8
c) (an) = (30;25;20;15;10;5;...)
Explizites Bildungsgesetz: a,, = —5-n + 35 Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = a, — 5 mit a; = 30

d) (an) = (3;5;7;9;11;13;...)
Explizites Bildungsgesetz: a, =2 -n+1 Rekursives Bildungsgesetz: an41 = an + 2 mit a; =3
e) (an) = (16;9;2; —5; —12; —19;...)
Explizites Bildungsgesetz: a, = —7-n + 23  Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = ay, — 7 mit a1 = 16
f) (an) = (1;7;13;19;25;31;...)
Explizites Bildungsgesetz: a, =6 -n —5 Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = ap + 6 mit a; =1
Explizites Bildungsgesetz: a, = —26 + 3-n, Rekursives Bildungsgesetz: a; = —23, an41 =an, +3, n>1
Explizites Bildungsgesetz: a, = 35,6 —4,2-n, Rekursives Bildungsgesetz: a1 = 31,4, an41 =an, —4,2, n>1
a) ago=—-145 b)n=7 c¢c)d=2 d)a; =—-4
a) 925 b) n=42 ¢) 2378

az1q = 42
925
{4,6,8}

a) 22 b) 2501 c¢) 7059

n = 28, Kleinster Summand: 5

a1 =2,a2=5,a3=8,a4 =11 oder a3 =11,a2 =8,a3 =5,a4 =2
a= 2=

1237455000

1) ap+1 = an +3 mit a1 =3  2) ay =21  3) 15 Ebenen

a) a; =6, ax =12, a3 =18, as =24

Rekursives Bildungsgesetz: a1 =6, any1 =an +6, n >1 Explizites Bildungsgesetz: ap, =6+ (n—1)-6=6-n
b) n =9 Ringe c¢) 1071g

a, =0,15-n+ 0,25

Der Zaun besteht aus 13 Pfihlen.

Das Holz fiir den Zaun kostet 760,50 €.

a) Die Differenz der Anzahlen der Stiihle zweier aufeinanderfolgender Sitzreihen ist konstant.
a1 =8 und an41 = an +3

b) a, =4+n
Der Sektor II besteht aus 12 Sitzreihen.

c) 5 ... Anzahl der Stiihle in der ersten Sitzreihe
4 ... in jeder folgenden Sitzreihe erhoht sich die Anzahl der Stiihle jeweils um 4
Es stehen 29 Stiihle in der 7. Sitzreihe.

1)az =6,a3=9 2)a,=3+3-(n—1)odera, =3-n 3)aip =230

1) 40 Karten insgesamt benétigt, 14 Karten fiir das unterste Stockwerk

2) zp =24+ (n—-1)-3=3-n—-1

3) 74 Karten

4) 3775 Karten

5) sp =96 <= (n1 = —8,16);n2 = 7,83... Alexanders Kartenhaus kann héchstens 7 Stockwerke haben.
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3. GEOMETRISCHE FOLGEN UND REIHEN

E. a
MmF-Materialien '%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Geometrische Folgen und Reihen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

S % B MmF

Trage jeweils Zahlen so in die Késtchen ein, dass (b,,) eine geometrische Folge ist.

Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

a) (bn) = (1;2; ; ; ) c) (bn)=( E;—12;36; ; )

b) (bn) = (16;8; ; ; ; > d) (bn) = (i—é ; ; >

. J

AV 30T MmF

Fiir die geometrische Folge (bn)n21 gilt: b3 = 1000, bg = 512

Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

a2 . & MmF
Gegeben ist die geometrische Folge (b,) = (3,6,12,24,...).

a) Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

b) Berechne byg.

¢) Das wievielte Folgenglied ist 15728647

d) Berechne die Summe der ersten 10 Folgenglieder.

e) Berechne bs + bg + b7 + ... + bao.

f) Die Summe der ersten n Folgenglieder ist 25165 821. Berechne n.

~wEr MmPF

Eine geometrische Folge enthélt die beiden Folgenglieder b3 = —40 und bg = 1280.

a) Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.
b) Berechne b;s.

c) Das wievielte Folgenglied ist 327 6807

d) Berechne die Summe der ersten 8 Folgenglieder.

e) Berechne bg + by +bg + ... + bys.
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AV gy MmF

Beim dargestellten Spielzeug werden Drehzylinder gestapelt. Jeder Drehzylinder hat die Héhe h = 3 cm.
Der grofite Drehzylinder hat den Durchmesser d; = 25 cm.

Jeder weitere Durchmesser ist um 20 % kleiner als der vorherige.

a) (dy,ds,...,dy) ist die Folge der Durchmesser.

Gib ein rekursives Bildungsgesetz fiir (d,,) an. | |

b) (V1,Va,...,V7) ist die Folge der Volumina. | | h
Gib ein rekursives Bildungsgesetz fiir (V,,) an. dy

c) Berechne das Gesamtvolumen des Stapels.

~WEer MmF
Ein Flummi wird aus 1,7 m Hohe fallen gelassen. Der Flummi springt vom Boden ab und erreicht dann nicht mehr
die Ausgangshohe von 1,7m, sondern eine um 15 % geringere Hohe. Auch nach jeder weiteren Bodenberiihrung
sinkt die maximale Hohe um 15 % im Vergleich zur vorherigen maximalen Hohe.

Mit h,, wird die maximale Hohe bezeichnet, die der Flummi nach n Bodenberithrungen noch erreicht.

a) Gib ein rekursives und ein explizites Bildungsgesetz fiir (h,) an.
b) Berechne diejenige Hohe, die der Flummi nach 7 Bodenkontakten noch erreicht.
c) Ermittle, wie viel Prozent der Ausgangshohe der Flummi nach dem 4. Bodenkontakt erreicht.

d) Welche Distanz hat der Flummi insgesamt bis zum 8. Bodenkontakt zuriickgelegt? Eine Skizze kann helfen.

S . & MmPF

Der Legende nach winschte sich der Erfinder des Schachspiels als Belohnung vom Koénig Weizenkorner:

Auf das 1. Feld am Schachbrett wiinschte er sich 1 Korn, auf das 2. Feld
2 Korner, auf das 3. Feld 4 Korner, auf das 4. Feld 8 Korner . . .

Mit jedem Feld sollte sich die Anzahl der Koérner verdoppeln, bis alle
64 Schachfelder belegt sind.

1000 Weizenkorner haben eine Masse von rund 50 g.

a) Berechne die Gesamtmasse aller Weizenkérner am Schachbrett in g.
b) Angenommen alle Weizenkorner am Schachbrett werden unter 8 Milliarden Menschen fair aufgeteilt.

Berechne, wie viele Tonnen Weizenkoérner jeder Mensch erhalten wiirde.

2 T B MmF

In einem Labor wird die Lichtdurchldssigkeit von 5mm dicken Glasscheiben gepriift. Man stellt fest, dass eine
derartige Scheibe die Intensitdt des Lichts um 3,4 % reduziert. Es werden n aufeinander gelegte Glasscheiben mit

Licht der Intensitat Iy bestrahlt.

a) Erstelle ein rekursives Bildungsgesetz fiir die Intensitéit I,,, die das Licht nach der n-ten Scheibe noch aufweist.

b) Wie viel Prozent der urspriinglichen Intensitét ist nach 8 derartigen Scheiben noch vorhanden?

¢) Um wie viel Prozent wird die urspriingliche Intensitdt durch 10 derartige Scheiben reduziert?
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S Y B MmPF

Die digitale Wahrung Bitcoin wurde zu Beginn des Jahres 2009 gegriindet.

Bis Anfang 2013 wurden insgesamt 10,5 Mio. Bitcoins erzeugt.
Der zugrunde liegende Algorithmus legt fest, dass sich die Anzahl erzeugter Bitcoins alle 4 Jahre
halbiert. Von Anfang 2013 bis Anfang 2017 wurden also 5,25 Mio. Bitcoins erzeugt.

a) Berechne wie viele Bitcoins im Zeitraum von Anfang 2053 bis Anfang 2057 erzeugt werden.
b) In welchem dieser 4-Jahres-Zeitrdume werden erstmals weniger als 1000 Bitcoins erzeugt?

c) Berechne, wie viele Bitcoins in den ersten 40 Jahren insgesamt erzeugt werden.

~ 3.10

Die rechts dargestellte Figur besteht aus 7 konzentrischen Kreisen.
Der duflerste Kreis hat den Radius r;.

Jeder weitere Radius ist um ein Drittel kleiner als der vorherige Radius.

Wie viel Prozent der Gesamtfliche ist grau markiert?

-

3.11
Die Seitenldngen eines rechtwinkeligen Dreiecks bilden eine geometrische Folge.
Erkldre, warum das Verhéltnis der Hypotenuse ¢ zur kiirzeren Kathete a der goldene Schnitt ist:

C1+4V5

c
a 2

1 312 ™ = sdemiisteran

und Forschung

Im Zeitraum von 1970 bis 2010 hat der jéahrliche globale Rohstoffverbrauch von 22 Milliarden Tonnen auf 70 Mil-

liarden Tonnen zugenommen. Im selben Zeitraum hat sich die Weltbevolkerung auf 7 Milliarden verdoppelt.

1) Berechnen Sie auf Basis dieser Angaben den durchschnittlichen jéhrlichen Rohstoffverbrauch pro Person im
Jahr 1970.

Die zeitliche Entwicklung des globalen Rohstoffverbrauchs kann durch eine arithmetische Folge oder durch eine
geometrische Folge modelliert werden. Im Modell A wird das jahrliche prozentuelle Wachstum bezogen auf das

jeweilige Vorjahr als konstant angenommen.

2) Erstellen Sie fiir das Modell A ein explizites Bildungsgesetz fiir den globalen Rohstoffverbrauch.
Waiéhlen Sie n =1 fir das Jahr 1970, d.h., n = 41 entspricht dem Jahr 2010.

Im Modell B wird das jahrliche absolute Wachstum als konstant angenommen.

3) Erstellen Sie fiir das Modell B ein rekursives Bildungsgesetz fiir den globalen Rohstoffverbrauch.
Wahlen Sie n = 1 fiir das Jahr 1970, d.h., n = 41 entspricht dem Jahr 2010.

Fiir das Jahr 2050 wird ein jahrlicher globaler Rohstoffbedarf von 180 Milliarden Tonnen angenommen.

4) Tragen Sie die fehlende Zahl in das dafiir vorgesehene Késtchen ein.

180 Milliarden Tonnen = 1,8 - 10! kg
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- :
( Bildung, Wissenschaft )

3.13 und Forschung
Im Zuge der Urlaubsplanung vergleicht Familie Hadek verschiedene Angebote fiir Ferienwohnungen. Die 1. Woche

in der Ferienwohnung Rosenhof kostet € 1 200. Jede weitere Woche kostet um 10 % weniger als die vorangegangene

Woche. Die Kosten der n-ten Woche kénnen durch eine Folge beschrieben werden.

1) Erstellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir diese Folge.

2) Berechnen Sie die Kosten fiir die 4. Woche in dieser Ferienwohnung.

a - d ium
3 14 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

MéAuse vermehren sich unter bestimmten Bedingungen sehr schnell. Die Anzahl der Jungtiere, die in einer Genera-

S

tion geboren werden, kann ndherungsweise durch das nachstehende rekursive Bildungsgesetz beschrieben werden.
ap =ap_1-5 und a3 =20
Gy - .. Anzahl der Jungtiere in der n-ten Generation

1) Erstellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir die Folge (ay,).

2) Berechnen Sie, in der wievielten Generation erstmals 500 Jungtiere geboren werden.

3.1 a) (bn) = (1;2;4;8;16;32;...) Explizites Bildungsgesetz: b, = 1-2""! Rekursives Bildungsgesetz: b,11 = by -2 mit by = 1
n—1
b) (bn) = (16; 8;4;2;1; %; .. ) Explizites Bildungsgesetz: b, = 16 - (%) Rekursives Bildungsgesetz: by41 = by, - % mit by = 16

c) (bn) = (—%;4; —12;36; —108; 324; .. ) Explizites Bildungsgesetz: b,, = —% - (=3)"~!  Rekursives Bildungsgesetz: b,i11 =
by - (—3) mit by = —%
-1
d) (b,) = (—%; Li-L&i—%s 6%1;..4) Explizites Bildungsgesetz: b, = —3 - (—%) ' Rekursives Bildungsgesetz: bpy1 =
bp - (—%) mit by = -1

3.2 Explizites Bildungsgesetz: b, = 1562,5-0,8""!  Rekursives Bildungsgesetz: b; = 1562,5, bpy1 =b,-08, n>1
3.3 a) Rekursiv: b,41 = by -2, by = 3  Explizit: b, = 3 - on—1 b) bip = 1536 c¢) 20.Folgenglied d) sio = 3069 e) 3145680

f) n =23

3.4 a) Rekursiv: bpy1 = by - (=2), b1 = —10  Explizit: b, = —10- (=2)""! b) b1z = 20480 c) 16.Folgenglied d) ss = 850
e) —109120

3.5 a) dyy1 =dn - 0,8 di =25cm b) Vi1 =V, - 0,64 Vi =1472,6...cm®  ¢) 3910,7...cm?

3.6 a) Rekursiv: hy41 = hy - 0,85 mit hy = 1,445m bzw. hg = 1,7m
Explizit: h, = 1,445 -0,85" ! bzw. h, = 1,7-0,85"
b) h7 =0,544...m
c) Nach dem 4. Bodenkontakt erreicht der Ball 52,2... % seiner urspriinglichen Hohe.
d) 14,79...m
3.7 a) 9,223...-10'" g b) Jeder Mensch wiirde 115,2... Tonnen Weizenkérner erhalten.
3.8 a) Iny1 = I, - 0,966 mit Anfangsbedingung Iy oder Iy = Ip - 0,966 b) auf 75,8...% ¢) um 29,2... %
3.9 a) 5126,95...BTC b) 2065 — 2069 c¢) 20,979... Mio. BTC
3.10 69,46... %
3.11 b=a-q,c=a-q>?

Pythagoras: a? 4+ a® - ¢°> = a? - q4 ~ = -1=0 ~ = 1+2ﬁ
e aq _ 2_ 14VE
a —  a - 2

3.12 1) 6,28... Tonnen  2) b, =22 1,02935..."71 3) ant1 = apn + 1,2 mit a; = 22
3.13 1) b, =1200-0,9""1 2) by =874,8
3.14 1) a, =20-5""! oder a,, =4-5"  2) In der 3. Generation werden erstmals 500 Jungtiere geboren.
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4. GRENZWERT VON FOLGEN

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Grenzwert von Folgen 1
V' Arbeitsblatt — Grenzwert von Folgen IT

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

S . & MmF

Ermittle den Grenzwert der Folge (a,) fir n — co.

42 11 5 3-4 1 1 1
a)an:ﬁ b)an:3+ﬁ—ﬁ c) ap, = 4—$ Gl)an:#_6 e)an=6-(1+n>~<2+n>
S . a MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (b,,) fir n — co.
—4. 3 5. 2 _ 3. 3 2 _ 2. 4 2
a) by = ntto-nton b) b, = ntrnton c)bn:nin—i—
2-n3—1 2-n*—-3-n2+1 —5-n3 -1
4+n+3-n? n® + 2 (3—2-n)?
d)b,=—7""7— bp=\—F—F— DHb,=—"7"—""-7F
) 72 © yp g (3-n—2)2
S T MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (¢,) fir n — oo.
02" -1 (-0,6)" — 1
nzl— n+1 71:77 77,:77 nzl . n
a)c 0,5 b) ¢ 021 c)c 061 d) c 8-0,98" +5
-n 0’371 —2 —0,018n 2300
e)Cn:42€ f)Cn:m g)Cn:6+15(176 ) h)Cn:W
- - MmF

4.4

a) Der Grenzwert der geometrischen Folge (a,) = (0,42 -1,01™) ist

Ab welchem Folgenglied sind alle Folgenglieder grofier als 10000007
b) Der Grenzwert der geometrischen Folge (b,,) = (42-0,99™) ist

Ab welchem Folgenglied sind alle Folgenglieder kleiner als 0,0017
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S ' & MmPF

Gegeben ist eine geometrische Folge (by,).

a) (by) = (8,4,2,1,...) b) (by) = (42,42,42,...) «¢) (by) = (&, -

4

o
IS
=
SN—

1) Ermittle den Grenzwert lim b,.
n— o0
2) Stelle mithilfe von n eine Formel fiir s,, = by + ba + b3 + -+ - + b, auf.

3) Berechne den Grenzwert lim s, =b; +by+b3+---
n—oo

MmF

4.6

Ein Flummi wird aus 2 Meter Hohe fallen gelassen. Der Flummi springt vom Boden ab und erreicht dann nicht
mehr die Ausgangshohe von 2 m, sondern eine um 15 % geringere Hohe. Auch nach jeder weiteren Bodenbertihrung
sinkt die maximale Hohe um 15 % im Vergleich zur vorherigen maximalen Hohe.

Mit h,, wird die maximale Hohe bezeichnet, die der Flummi nach n Bodenberiihrungen noch erreicht.

a) Berechne hy, hy und hs.

b) Berechne die gesamte Streckenlinge, die der Flummi zuriicklegt, bis er still am Boden liegt.

S Y. B MmF

Im Dezimalsystem (Basis 10) gibt es 10 Ziffern und jede Stelle entspricht einer Zehnerpotenz. Zum Beispiel:

103 102 10 10° 107! 1072 1073| 4287,023=4-1034+2-1024+8-10' +7-10°+0-107' +2.1072+3-.1073
——
4 2 8 7,0 2 3 Basis 10

Im Binérsystem (Basis 2) gibt es 2 Ziffern und jede Stelle entspricht einer Zweierpotenz. Zum Beispiel:

93 92 9l 90 9-1 9-2 931 1001,010=1-2340-224+0-2'+1-2°40-27"'4+1-27240.-273= 925

——— ~—~
1 0 0 1,0 1 0 Basis 2 Basis 10

Die Dezimalzahl 9,25 entspricht also der Bindrzahl 1001,010.

Tatséchlich gibt es auch nicht-periodische Dezimalzahlen, die aber periodischen Bindrzahlen entsprechen.

Verwende die Summenformel by + by +bg + -+ = 1b_1 Z> um die periodische Binérzahl

0,000/1100/1100/1100/1100] - - -

in eine Dezimalzahl umzuwandeln.

Computer verwenden bei Berechnungen das Bindrsytem: 1 <+ Strom flieft bzw. 0 <> Strom flieft nicht >>> 0.140.0001

Bei Berechnungen mit der Dezimalzahl 0,1 als Binédrzahl kann es deshalb zu Rundungsfehlern kommen. 0.10010000000000001
A\ J
- MmF

4.8
Die digitale Wahrung Bitcoin (BTC) wurde zu Beginn des Jahres 2009 gegriindet.
Bis Anfang 2013 wurden insgesamt 10,5 Mio. BTC erzeugt.
Der zugrunde liegende Algorithmus legt fest, dass sich die Anzahl erzeugter Bitcoins alle 4 Jahre

halbiert. Von Anfang 2013 bis Anfang 2017 wurden also 5,25 Mio. BTC erzeugt.

Berechne, wie viele BTC iiber alle Jahre hinweg insgesamt erzeugt werden.
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S . & MmF

Fiir die periodische Dezimalzahl 0,42 gilt:

0,42 = 0,42424242... = 0,42 + 0,0042 + 0,000042 + 0,00000042 + - - -

Verwende die Summenformel b; +by + b3+ -+ = lqu, um 0,42 als Bruch zweier ganzer Zahlen darzustellen.
Hinweis: Erweitere Zahler und Nenner mit 102 = 100.
- a MmF

4.10

Die rechts dargestellte Figur besteht aus unendlich vielen konzentrischen Kreisen.
Der duflerste Kreis hat den Radius 7.

Jeder weitere Radius ist um ein Drittel kleiner als der vorherige Radius.

Wie viel Prozent der Gesamtflache ist grau markiert?

Hinweis: Uberlege dir den Quotienten q fiir (r1,72,73,...), (A1, Aa, Az,...) und (A1, —Asz, A3, —Aq4,...).

411

Es gibt verschiedene Moglichkeiten zur Beschreibung von e-Umgebungen.

a) Schreibe die Losungsmenge der Betragsungleichung |z — 3| < 2 als Intervall an, und stelle sie grafisch auf der
Zahlengerade dar.

b) Alle Losungen von |x + 2| < 1,5 bilden zusammen eine e-Umgebung einer Zahl a.
Wie grof§ ist €, und welche Zahl ist a?

c) Alle Losungen = der Ungleichung
—-0,32 <2 < 0,28
bilden zusammen eine e-Umgebung einer Zahl a. Wie grof} ist €, und welche Zahl ist a?

S R & MmF

100
Fiir die Folge (an),, gilt: an =3 — o

a) Ermittle den Grenzwert der Folge.

b) Ab welchem Index sind die Folgenglieder kleiner als
1)e=1 2)e=01 3)e=0,01

vom Grenzwert entfernt?

S R & MmF

. . 42
Fiir die Folge (an),, >, gilt: a, = — - 12

a) Ermittle den Grenzwert der Folge.

b) Ab welchem Index ist der Abstand der Folgenglieder vom Grenzwert kleiner als € = 0,001 ?

\ J
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S RV & MmPF
(="

Fiir die Folge (an),>; gilt: ap = ~—5— +5
= n

a) Begriinde, warum die Folge weder monoton wachsend noch monoton fallend ist.

b) Ab welchem Index sind die Folgenglieder innerhalb einer Toleranz von & = ﬁ vom Grenzwert 57

Va1 <z MmF

Wir schreiben einem rechtwinkeligen Dreieck — wie rechts unten dargestellt — Quadrate ein:

a) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fir z; auf. .

b) Erklére, warum (z,,) eine geometrische Folge mit ¢ = -4 ist.

a+b
c) Welches Ergebnis erwartest du fir z; +xo + x5+ -+ ? b z1
Rechne nach, dass die geometrische Reihe tatséchlich diese T2

Summe hat. T3

d) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir die Summe aller
Quadratflachen auf.

T = <z MmF

Es gibt geometrische Figuren mit endlichem Flicheninhalt, aber unendlichem Umfang. Fiir die Kochsche Schnee-

flocke starten wir mit einem gleichseitigen Dreieck und wiederholen immer wieder die folgenden drei Schritte:

i) Teile jede Seite in drei gleich lange Teile.
ii) Erganze jeweils den mittleren Teil nach aulen zu einem gleichseitigen Dreieck.

iii) Entferne den mittleren Teil.

A>C<§i§§§§

Der Umfang der ersten Figur betrigt u; = 3 - a.

a) Erkldre, warum die Umfénge (uq,us,us,...) eine geometrische Folge mit w41 = uy, - % bilden.

b) Erklare, warum daraus lim u, = oo folgt.
n—r oo

¢) Zu Beginn betrigt der Flidcheninhalt Ay = ? -a%. Finde eine Formel fiir den Flicheninhalt A,, nach n Durch-
laufen der drei Schritte i), ii), iii).

d) Eine mogliche Formel fur A,, ist

Aae (B3 ().
5 5 \9
Erklire damit die folgende Formel fiir den Flacheninhalt der Kochschen Schneeflocke:

2-v/3
= —-a".
5

A
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4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

4.6
4.7
4.8
4.9
4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.16

a)0 b)3 ¢)2 d)-1 e)3z

a)—2 b)0 c)—-occ0 d)oo e)i f)2

a)l b)1,25 ¢)0625 d)5 e)0 f)0 g)21 h)100

a) Grenzwert co  ab dem 1476. Folgenglied b) Grenzwert 0 ab dem 1060. Folgenglied
a) 1) lim b,=0 2)s,=-16-(0,5"—-1) 3) lim s, =16

n— oo n— oo

b) 1) lim b, =42 2)s,=42-n 3) lim s, =

n— o0 n— 00
©) 1) lim b, =0 2)s,=-5-((-3)"~1) 38) lim s, =% =50625
n— oo n— oo

a) hy =1,7m, hy = 1,445m, hs = 1,228...m b) 24,66...m
0,1 (by=2"%4275¢=2%

21 Mio. BTC

042=22 (b1 =042, ¢g=10"7)

2 =69,23...%

a) ]1; 5[ T T T T T T »

b) e=1,5, a= -2

c) €=0,3, a=—0,02

a) lim a, =3 b) 1) ab dem 101. Folgenglied 2) ab dem 1001. Folgenglied = 3) ab dem 10001. Folgenglied

n— oo

a) lim a, = —12 b) ab dem 35. Folgenglied

n— oo

a) Wenn n gerade ist, dann ist a, > 5. Wenn n ungerade ist, dann ist a, < 5. Die Folgenglieder werden also immer abwechselnd gréfier
und wieder kleiner.

b) ab dem 11. Folgenglied

a) xrp = (;17_:7})
_ (a—zy)xy _ (a—mj)ab _ _
b) @y = (ST lopnet gy gy
c) itz trzt = e = a
a+b

2

b
d) A=33%

a) Die Seitenldngen werden mit jedem Schritt auf ein Drittel der vorherigen Seitenlidnge gekiirzt. Die Anzahl der Seiten vervierfacht
sich (jede Seite wird in vier neue Seiten verwandelt).
4

Fir den Umfang gilt also:  wup41 = up - %. (uy) ist also eine geometrische Folge mit ¢ = 3-

b) lim u, = oo, weil ¢ = % > 1 ist.
n-— oo

c) Wie viele Seiten gibt es nach n Durchldufen?
Wie viele neue Dreiecke entstehen beim n-ten Durchlauf?
Wie grofl ist der Flacheninhalt der neuen Dreiecke beim n-ten Durchlauf?
Um wie viel wichst der Flacheninhalt also beim n-ten Durchlauf?

d) A= lim A,,,:AO‘%:%&.(R_

n—oo
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5. GRENZWERT VON FUNKTIONEN =

gdos

[=]
MmF-Materialien '%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Stetigkeit

/
51 MmF
Die Funktion f ist stiickweise fiir alle x € R definiert. Ist die Funktion f stetig an der Stelle zog = 37
Falls nein, hat f dort einen isolierten Punkt oder eine Sprungstelle? Begriinde deine Antwort.
14 - x, falls z < 3, 14 -z, falls z < 3, 10 - x, falls x < 3,
a) f(x) = { 42, falls z =3, b) f(z) = 42, falls z =3, «c¢) f(z) = < 42, falls 2 = 3,
5.22—3, fallsz > 3. x?, falls z > 3. 2 +21, falls z > 3.
AV 59 MmF
Die stiickweise definierte Funktion f ist auf einem Intervall eindeutig definiert.
Berechne die Zahlen a, b und c¢ so, dass die Funktion f stetig ist.
4,2 -e**, falls z < —3. a-r+7, falls x < —2.
b 22— 5, falls —3 < 2 < 1. 241, falls —2 < z < 0.
a) f(z) = b) f(z)=
—5-x+3, falls 1 < z < 4. Vr—b—1, falls0< 2 <19.
5-In(c-x) —42, falls x> 4. c*, falls > 19.
-~ MmF

5.3

Welche Funktionsgleichung passt zu welchem Graphen? Ordne zu.
1 1 1

fl(x):($—4)(l‘—2> fQ(I): (x—4)2(x—2) f3(3§): ($—4)<$—2)2
Ly Ly Ly U
-1 0 2 3 4 5 6 7 : -1 0 1 i? 3 4 5 6 7 = 10 1 2 3 4 5 6 7 =
54 ©
4 21
Der Grenzwert }llin}) (HL# soll ermittelt werden.
—

a) Setzt man fiir h den Wert 0 ein, dann erhélt man einen unbestimmten Ausdruck der Form

b) Multipliziere den Zahler aus, vereinfache so weit wie moglich und ermittle den Grenzwert.

\ J
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S 0 & MmF
Ermittle die folgenden ganzzahligen Grenzwerte der dargestellten stetigen Funktion f.
10 f(CE) a) IILH;O f(x) =i
9
8 3 —
: b) lim_f(x) =
6
: ¢) lim f(x) =
4
3 . oy T
. d) lim f(z%)=
-15-14-13-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 2{3 e) J]:’ii)l%[ f(x)Q =
V56 MmF
Ermittle die folgenden Grenzwerte.
. e T A 1 : (1 .—0,09-z) _
a) ZIEEOQ = i) }E{}oﬂ = q) CEl;n;@5 (1—e )=
""""" 2 18
: T _ . . x ; —
b) xgrzlooz T -]) I]LH;O 1050 = I‘) 3:11>H010 10 — el/=
L e T .04 (1—e08m)
k) lim v5-z= ) Jim ———— =
1) wl;rrgo In(z) = t) zlin;o (3—-2-0,8%) =i
) 3 e S — 2 3
e) lim (-) = m) lim 2Y/* = u) lim <4'el/z - ) =
z—oo \ e ) il z—oo i} T—00 08 -z
f) lim ERN = n) lim 3-2Y/% = v) lim z-e® =
T—00 0,7 T——00 T—00
: —2x _i : T _ N A
g) [Jim e = 0) [Jim et = w) Jim 49— =
: —0,5-z _ : =7/ _ . 3 i
h) mg@oo 10 p) Ilggoe x) xlgrgo var=
~WE MmF

Fir die Hohe h einer Sonnenblume gilt:

142

h(t) =87-¢ 2

t... Zeit in Tagen seit Keimung (¢ > 0)

h(t) ... Hohe in cm

a) Berechne die Hohe der Sonnenblume 1 Woche nach der Keimung.
b) Nach wie vielen Tagen erreicht die Sonnenblume die Hohe 42 cm?

¢) Begriinde anhand der Funktionsgleichung, welcher maximalen Hohe sich die Sonnenblume annéhert.
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S T & MmPF

Fiir die Funktionen sinh (Sinus hyperbolicus), cosh (Cosinus hyperbolicus) und tanh (Tangens hyperbolicus) gilt:

tanh(z) sinh(z) e* —e™®
nh(z) = =
cosh(z) e*+e 7

e

sinh(z) =

—e® et +e "

5 cosh(z) = 5

Ordne den Funktionen sinh, cosh und tanh ihren Funktionsgraphen zu.

A - d ium
5 9 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Der relative Anteil der gestreuten Sonnenstrahlung an der gesamten Sonnenstrahlung hangt von der Wellenlédnge A

a

ab. In einem bestimmten Wellenldngenbereich gilt:

—0,0106

AN)=1—¢e" A

A... Wellenldnge in pm
A(N) ... relativer Anteil der gestreuten Sonnenstrahlung bei der Wellenlénge A

1) Argumentieren Sie mathematisch, dass sich A(X) fiir groBer werdendes A dem Wert 0 néhert.

a a = Bundesministerium
Bildung, Wissenschaft )

5.10 und Forschung

Eine Substanz wird aus dem Kiihlschrank (Temperatur T}) genommen und in einen Raum mit der Umgebung-

stemperatur 75 gebracht.

Die Erwérmung der Substanz kann mithilfe der Funktion 7" in Abhéngigkeit von der Zeit beschrieben werden:
Tt)=T,— (Tx —=T1) - 0,94 mit Th > T

t... Zeit in Minuten (min)
T(t) ... Temperatur nach ¢ Minuten in Grad Celsius (°C)

a) — Begriinden Sie mathematisch anhand der Funktionsgleichung, warum die Temperatur nicht {iber T anstei-
gen kann.

b) Die Substanz muss bei einer Temperatur von 13 °C weiterverarbeitet werden.

— Berechnen Sie, wie lange es dauert, bis die Substanz nach Entnahme aus dem Kiihlschrank diese Temperatur
erreicht hat, wenn 77 = 6 °C und 75 = 24 °C betragt.
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5.1 a) Esgilt 14.-3=42=5" 32 — 3, also ist f stetig an der Stelle zo = 3.

b) Esgilt 14-3 =42 # 3% also ist f micht stetig, weil sie die Sprungstelle zo = 3 hat.

c) BEs gilt 10 -3 =32 4 21 # 42, also ist f nicht stetig, weil sie den isolierten Punkt (3 | 42) hat.
5.2 a) a=-0,5519..., b=3, c=37,10... b)a=5 b=—8, c=1,037...
5.3 Von links nach rechts: f3, f1, f2, fa
5.4 a) ¢ Db) lim “*’lfﬂ = lim(8+h) =8

h—0 h—0
5.5 a) lim f(z)=9 b) lim f(z)=4 <c) lim f(z)=5 d) lim f(z?)=5 e) lim f(z)?> =25
T — 00 T ——o00 xz—1 xz—1 z—1

5.6 a)oo b)0 ¢)0 d)oco €e)0 fl oo g0 h)oco i)0 jloo k)oo 1)oo m)l n)3 o0)0 p)l q)5 r)2

s)0,2 t)3 u)d4d v)oo w)3 x)oo
5.7 a) 4,796...cm  b) 13,96... Tage c¢) lim 71‘4—22 =0 = lim h(t) =87-¢” =87cm

t— o0 t—o00
5.8 Von links nach rechts: cosh, sinh, tanh

—0,0106
5.9 WHO also e 2 —5e’=1 also AN —1-1=0

5.10 a) Wegen Ty > T} ist (T — T1) - 0,94" > 0, also T'(t) < Ta. Der Grenzwert ist lim T(t) = Ty — (T — T1) - 0 = Tb.
t—oo

Die Temperatur nahert sich also von unten dem Grenzwert T beliebig nahe an, tiberschreitet ihn aber nicht.

b) t = 7,959... Minuten
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