MATHEMATIK MACHT FREUDE AS — GRAVITATIONSGESETZ

AUFGABENSAMMLUNG — GRAVITATIONSGESETZ

EINLEITUNG

Eine der weitreichendsten Verallgemeinerungen, die der Menschenverstand je getroffen hat, ist das
Gravitationsgesetz: Jeder Gegenstand zieht jeden anderen Gegenstand an! Diese Entdeckung wurde
von einem der grofiten Physiker gemacht, die jemals gelebt haben: Isaac Newton. Diese Arbeitsblatter
sollen die Erkenntnisse zum Thema Gravitationsgesetz und Gravitationsfeld vertieften. Detaillierte

Losungen aller Aufgaben findest du im hinteren Teil dieses Dokuments.

ABBILDUNG 1. Isaac Newton ist einer der grofften Physiker aller Zeiten. Die Geschich-
te mit dem Apfel hat sich wahrscheinlich nicht so zugetragen, ist aber gut erfunden.

[1]

Datum: 22. Januar 2025.
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1. GRAVITATIONSGESETZ & GRAVITATIONSFELD

Aufgabe 1.1. Schatze die Masse der Sonne ab. Verwende dazu die Gleichungen fiir das Gravitati-

onsgesetz
mi - My

Fe=G-

r2

und fur die Zentripetalkraft

m-v2

FZP:

Der Abstand von Erde zu Sonne betrdgt 150 Millionen km. Die Gravitationskonstante G hat den
Wert 6,67 - 1071 m3kg=1 572

Aufgabe 1.2.

a) Man sagt ja, dass die Erdbeschleunigung den Wert ¢ = 9,81 m/s? hat. Das gilt aber nur fiir
mittlere Breiten. Auflerdem gibt es winzige Schwankungen, die von der Verteilung der Massen
und von ihrer Dichte abhéngt. Die feinen Abweichungen lassen sich mit Prézisionsinstrumenten
messen (siehe Abbildung 2).

Earth's Gravity Field Ancmalies (miligak)
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ABBILDUNG 2. Abweichung zwischen dem theoretischen und dem tatséchlichen Wert
von ¢, gemessen von den Doppelsatelliten Gravity Recovery And Climate Experiment
(GRACE). In roten Bereichen ist der gemessene Wert hoher, in blauen tiefer als vor-
hergesagt. Ein Milligal (mGal) entspricht 0,01 mm/s?. [2]

Die Fallbeschleunigung am Pol und am Aquator kann man aber ziemlich gut auf einfachem
Weg abschitzen. Dazu muss man nur die Gewichtskraft Fg = m - g mit dem Newtonschen Gra-
vitationsgesetz gleichsetzen. Beriicksichtige einerseits, dass der Erdradius in Richtung der Pole
6356,78 km betrigt und in Richtung Aquator 6378,16km, und andererseits die Zentrifugalkraft
am Aquator. Nimm fiir die Masse der Erde den genaueren Wert 5,974 - 10?* kg und fiir die Gravi-
tationskonstante 6,674 28 - 10~ m3 kg=! s72. Vergleiche die abgeschitzten Werte mit den Werten

in Tabelle 1. Wie gro8 ist die Abweichung in Prozent?
b) Wie kann man die geringere Fallbeschleunigung am Aquator einer aufenstehenden, nichtrotie-

renden Beobachterin erklaren? Fiir diese gibt es ja keine Zentrifugalkraft.
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Ort g

Graz 9,8070 m/s?
Wien 9,8086 m /s?
Pol 9,832 m/s?
Aquator | 9,780 m/s?

TABELLE 1. Gemessene Erdbeschleunigung an verschiedenen Punkten der Erde

Aufgabe 1.3. Nimm an, du hast eine sehr grole und genaue Waage und wiegst einen Reiter und
ein Pferd ab. Der Reiter steht dabei neben dem Pferd. Wenn sich dieser dann auf das Pferd setzt,
wiegen beide zusammen etwas weniger. Warum ist das so? Schatze ab, wie viel das Gewicht absolut
und relativ sinkt. Nimm den Radius der Erde mit 6,37 - 10 m an, die Masse mit 6 - 10** kg und das
Gewicht des Reiters mit 80 kg. Die Gravitationskonstante G hat den Wert 6,674 28-10" " m3 kg~ s72.

Aufgabe 1.4. Berechne die Gravitationskonstante GG. Gehe dazu von der Erdbahn aus und verwende
Gravitationskraft und Zentripetalkraft (siehe Aufgabe 1.1). Damit der Wert von G genauer wird,
nimm folgende Daten: Sonnenmasse 1,99 - 103 kg, Abstand Sonne — Erde 1,496 - 10! m und Dauer
eines Jahres 365,25 Tage.

Aufgabe 1.5. Mit welcher Mindestgeschwindigkeit tritt ein aus dem Weltall kommender Brocken in
250km Hohe in die Erdatmosphére ein (Abbildung 3)? Uberlege zuerst mit Hausverstand, welcher
Mindestwert in etwa herauskommen muss. Der Radius der Erde betrigt 6,37 - 10°m und ihre Masse
6 - 10**kg. Die Formel fiir die potenzielle Energie im Gravitationsfeld einer Zentralmasse lautet
E,=G-m-M- (i — i). Die Gravitationskonstante G hat den Wert 6,67428 - 107! m3kg~! 572,

1 r2

ABBILDUNG 3. Ein Meteorit rast auf die Erde zu. Mit welchem Tempo trifft er auf
die Erdatmosphére? [3]

Aufgabe 1.6. Zeige rechnerisch, dass fiir Kreisbahnen aus dem Gravitationsgesetz (siche Aufgabe
1.1) direkt das 3. Keplersche Gesetz folgt:

T _T
r$or3
Du benoétigst dazu die Formel fir die Zentripetalkraft. Verwende dafiir nicht die Gleichung aus

Aufgabe 1.1, sondern die Formel F,, =m - w? - r.
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Aufgabe 1.7.

a) Wie dick misste ein Stahlseil sein, damit es an Stelle der Sonne die Erde auf ihrer Kreisbahn halten
kann? Gib vor deiner Abschatzung einen Tipp ab, wie dick das Stahlseil sein miisste. Rechne auf
zwei Arten: einmal mit Hilfe des Gravitationsgesetzes und einmal mit Hilfe der Zentripetalkraft.
Benétigte Daten: Masse der Erde 6 - 10%* kg, Masse der Sonne 2 - 10*° kg, Abstand von Erde zu
Sonne 1,5- 10" m, Zugfestigkeit eines Stahlseils 200 N/mm?. Die Gravitationskonstante G hat den
Wert 6,67428 - 107" m3 kg~ s72.

b) Welche Masse miisste das Seil haben? Nimm die Dichte von Stahl rund 8 Mal so grof wie die von

Wasser an.

Aufgabe 1.8. Wie grof ist die Fallbeschleunigung am Mond relativ zur Erdbeschleunigung? Leite
dazu aus dem Gravitationsgesetz und der allgemeinen Formel fiir das Gewicht eine Formel ab, mit
der du ¢ allgemein berechnen kannst. Nimm dann nicht die absoluten Werte, sondern rechne mit
Proportionen. Nimm dazu an, dass der Mond rund 1/81 der Erdmasse hat und sein Radius 1/3,67
des Erdradius entspricht.

Aufgabe 1.9. Im Jahr 2320 ist der Mond bereits dicht besiedelt. Was muss man beim Anlegen von
Autobahnen auf dem Mond beachten? Denke dabei vor allem an die Kurven und nimm an, dass
auch auf Mondautobahnen die erlaubte Hochstgeschwindigkeit 130 km/h betragt! Du brauchst fiir
deine Uberlegungen die Formel fiir die Reibungskraft (£, = p-m - ¢g) und die Zentripetalkraft (siehe
Aufgabe 1.1).

ABBILDUNG 4. Solche Elektroautos wurden bei den Mondmissionen 1971 und 1972
von der NASA verwendet. Die Maximalgeschwindigkeit lag bei nur 13km/h. [4]

Aufgabe 1.10. Welche Wurfweiten wiirdest du im Vergleich mit der Erde erwarten, wenn du am
Mond einen Ball wirfst? Hilf dir bei deinen Uberlegungen mit dem Unabhéingigkeitsprinzip von
Galilei. Nach diesem kann man vertikale und horizontale Geschwindigkeit unabhéngig voneinander
betrachten. Oder anders gesagt: Die horizontale Geschwindigkeit beeinflusst nicht die Fallbewegung.
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Aufgabe 1.11. Wie viel wiirdest du im Vergleich zur Erdoberfliche in einer Hoéhle wiegen, die
sich genau zwischen Erdoberfliche und Erdmittelpunkt befindet? Wie viel wiirdest du genau im
Erdmittelpunkt wiegen? Nimm dazu vereinfacht an, dass die Dichte der Erde homogen ist. Nattirlich
ist dieses Beispiel sehr hypothetisch, weil der duflere Erdkern fliissig ist und es im Inneren bis zu
5000 °C hat. Aber es geht ums Prinzip.

Aufgabe 1.12. Das Kugelschalentheorem von Newton besagt, dass man innerhalb einer Hohlkugel
schwerelos ist, und zwar nicht nur genau im Mittelpunkt, sondern an jeder beliebigen Stelle. Leite
daraus mit Hilfe von Proportionen ab, wie die Schwerkraft im Inneren der Erde bis zum Mittelpunkt
absinkt. Nimm wie in Aufgabe 1.11 vereinfacht an, dass die Dichte der Erde homogen ist. Bedenke,
dass die duflere Kugelschale keinen Einfluss mehr auf das Gewicht hat (Kugelschalentheorem). Du
brauchst fiir deine Uberlegungen die Formeln fiir die Dichte (¢ = M/V') und fiir das Volumen einer
Kugel (V =4-73-7/3).

2. SATELLITEN

Aufgabe 2.1. Sehr oft hort oder liest man, dass im Orbit — etwa auf der ISS (Abbildung 5) — deshalb
Schwerelosigkeit herrscht, weil es dort keine Gravitation mehr gibt. Stimmt das? Erstelle dazu ein
Diagramm, das zeigt, wie die Erdbeschleunigung g mit der Hohe absinkt. Setze dazu die allgemeine
Gewichtsformel mit dem Newtonschen Gravitationsgesetz gleich und 16se nach g auf (siehe Aufgabe

1.2). Welchen Schluss kannst du aus dem Diagramm ziechen?

ABBILDUNG 5. Die Internationale Raumstation (International Space Station oder kurz
ISS). Die Raumstation befindet sich in einer Hohe von etwa 320 bis 440 km iiber der
Erdoberfléche. [5]

Aufgabe 2.2. In Abbildung 6 siehst du, dass die Hohe der ISS tiber dem Boden ziemlich stark
schwankt. Wie kann man diese Héhenschwankungen erkliren? Beziche in deine Uberlegungen Ab-

bildung 7 mit ein.
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ABBILDUNG 6. Die Hohe der ISS tber ABBILDUNG 7. Luftdichte
dem Erdboden in den Jahren 1999 bis und Hohe tiber dem Boden auf
2009. Erde und Mars.

Aufgabe 2.3.

a) Ein Satellit wie die ISS wird durch die Luftreibung nicht langsamer, sondern sogar schneller.
Das ist doch paradox! Kannst du das begriinden? Du musst dazu eine Formel ableiten, die den
Zusammenhang zwischen Bahngeschwindigkeit und Abstand zum Erdmittelpunkt beschreibt.

b) Schéatze grob ab, um wie viele Meter die ISS pro Umdrehung um die Erde bzw. pro Tag absinkt,
wenn sie sich in einer Hohe von 400 km befindet und wie viel Geschwindigkeit sie dabei gewinnt.
Verwende fiir deine Abschétzung Abbildung 6 und nimm an, dass das Absinken linear erfolgt.

Verwende deine Gleichung aus Teil a.

Aufgabe 2.4. Der Mond beschreibt ndherungsweise eine Kreisbahn um die Erde, die wiederum eine
Kreisbahn um die Sonne beschreibt. Welche Bahn beschreibt daher der Mond um die Sonne (siche
Abbildung 8)7

a) Die Kriimmung der Bahn zeigt abwechselnd zur Sonne hin und von der Sonne weg.
b) Der Mond beschreibt eine Art Spiralbahn.
c) Die Mondbahn entspricht einem Vieleck.

Aufgabe 2.5.

a) Berechne die Geschwindigkeit der Erde um die Sonne und des Mondes um die Erde. Welche
Moglichkeit der Mondbahn in Abbildung 8 scheidet dadurch aus? Die Daten fiir deine Berechnung
findest du in Teil c.

b) Streng genommen ist die Formulierung ,der Mond bewegt sich um die Erde“ falsch. Warum?

c) Welche Beschleunigung iibt die Erde auf den Mond aus? Welche Beschleunigung iibt die Sonne auf
den Mond aus? Was wird grofler sein? Gib vor der Berechnung einen Tipp ab. Welche der Bahnen
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ABBILDUNG 8. Welche der hier schematisch dargestellten Mondbahnen beschreibt die
tatsachliche am ehesten?

in Abbildung 8 scheidet auf Grund deiner Ergebnisse nun aus? Fiir deine Berechnung brauchst
du das Newton’sche Gravitationsgesetz und folgende Daten: Masse der Sonne 2 - 10%° kg, Masse
der Erde 6 - 10** kg, durchschnittliche Entfernung Sonne — Erde 1,5 - 10''m, durchschnittliche
Entfernung Erde — Mond 3,8 - 108 m, Zeit fiir einen vollen Umlauf des Mondes um die Erde 27,3
Tage.

Aufgabe 2.6. Die Kraft der Sonne auf den Mond ist stets grofler als die Kraft der Erde auf den
Mond (Aufgabe 2.5¢). Warum zieht also die Sonne den Mond nicht zu sich?

3. GEZEITENKRAFTE

Aufgabe 3.1. Der Komet Shoemaker-Levy 9 passierte im Juli 1992 den Planeten Jupiter und zer-
brach dabei in 21 Fragmente zwischen 50 und 1000 m Grofle, die sich auf einer mehrere Millionen
Kilometer langen Kette aufreihten. Zwischen dem 16. und dem 22. Juli 1994 schlugen diese Bruch-

stiicke dann auf Jupiter auf. Wieso zerbrockelte der Komet beim ersten Vorbeiflug am Jupiter?

ABBILDUNG 9. Der zerbroselte Komet Shoemaker-Levy 9 [8]

Aufgabe 3.2. Versuche eine allgemeine Formel fiir die Gezeitenbeschleunigung abzuleiten. Gehe
dazu vom Gravitationsgesetz aus. Bedenke, dass die Teile eines Objekts, die sich ndher bei der
Zentralmasse befinden, auch starker angezogen werden. Nimm fiir die Absténde r und (r— Ar), wobei
Ar die GroBle des Objekts darstellt. Fiir deine Ableitung brauchst du folgende Reihenentwicklung
(Ar <<7):

(1_A1T/7n>2:1+2-Ar/7“—|—3-(A7’/r)2+...
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ABBILDUNG 10. Die Aufschlagstellen der Bruchstiicke des Kometen Shoemaker-Levy
9 auf dem Jupiter [9]

Aufgabe 3.3.

a) Warum sind Monde, Planeten und Sterne fast perfekt rund (wenn man davon absieht, dass sie
eventuell rotieren)? Was passiert mit der Oberfliche der Ozeane durch die Gezeitenkraft des
Mondes? Wie werden sich diese dadurch einstellen?

b) Berechne die Gezeitenbeschleunigung durch den Mond. Verwende dazu die Gleichung ay., ~
2-Ar-G-M/r? (siche Aufgabe 3.2), und vergleiche das Ergebnis mit der Fallbeschleunigung g.
Benétigte Daten: Radius der Erde (6,37 - 10m), Masse des Mondes (7,3 - 1022 kg), Abstand Erde
— Mond (3,8 - 108 m). Uberlege vorher gut, welche Daten du fiir Ar und r einsetzen musst.

c) Schétze ab, um wie viel hoher die Ozeane durch die Gezeitenkraft des Mondes stehen. Die Gezei-
tenbeschleunigung betrigt 1077 - g (siehe Teil b). Benétigte Daten: Radius der Erde (6,37 -10%m),
Masse des Mondes (7,3 - 10*2kg), Abstand Erde — Mond (3,8 - 10°m). AuBerdem brauchst du
folgende Naherungsformel, die fiir Zahlen, die viel kleiner sind als 1, gilt: 1/(1 —z) = 1 + x.

Aufgabe 3.4.

a) Berechne die Gezeitenbeschleunigung durch die Sonne. Gib vorher einen Tipp ab. Begriinde das
Ergebnis. Benotigte Daten: Masse der Sonne 2 - 1030 kg, Abstand von Erde zu Sonne 1,5 - 101 m,
Radius der Erde 6,37 - 10° m. Uberlege den Unterschied zwischen Ebbe und Flut (Tidenhub) am
offenen Meer, der durch die Sonne verursacht wird. Der vom Mond verursachte Tidenhub betragt
etwa 64 cm (siehe Aufgabe 3.3c).

b) Erklare, was mit den Gezeiten bei Spring- und Nippflut passiert. Verwende zur Hilfe Abbildung
11, Aufgabe 3.3c und 3.4a. Schétze den Effekt am offenen Meer ab.

Aufgabe 3.5.
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ABBILDUNG 11. Bei Vollmond und Neumond ist die Flut am stérksten (Springflut),
bei Halbmond am schwéchsten (Nippflut). [10]

a) Wenn am Ozean der Unterschied zwischen Ebbe und Flut selbst bei Springflut (Aufgabe 3.4) nur
rund 1 m ausmacht, wie kommt es dann zu den grofien Unterschieden zwischen Ebbe und Flut,

wie sie in Abbildung 12 eingezeichnet sind?

ABBILDUNG 12. Beispiele fiir maximale Unterschiede zwischen Ebbe und Flut [11]

Aufgabe 3.6. Die Springflut (Aufgabe 3.4), die rund alle 14 Tage auftritt, ist nicht immer gleich

grof}. Warum kann es dabei zu deutlichen Differenzen kommen?

Aufgabe 3.7. Schéatze ab, wie nahe der Mond der Erde kommen miisste, damit er durch die Ge-
zeitenkréafte auseinandergerissen wird. Driicke das Ergebnis in Metern bzw. Erdradien aus. Nimm
dazu vereinfacht an, dass der Mond aus zwei Halbkugeln zusammengesetzt ist. Der Schwerpunkt ei-
ner Halbkugel liegt bei 3/8 des Radius (Abbildung 13). Wenn die Gezeitenbeschleunigung durch die
Erde grofler wird als die gegenseitige Gravitationsbeschleunigung der Halbkugeln, wiirde der Mond
in der Mitte auseinanderreifien. Benétigte Daten: Masse des Mondes 7,3 - 10?2 kg, Radius des Mondes
1,74 - 105m, Masse der Erde 6 - 10** kg, Radius der Erde 6,37 - 10°m.

Aufgabe 3.8. Der Film ,Independence Day* handelt von einem Angriff Auflerirdischer auf die Erde
und dessen Abwehr durch die Menschen. Das Mutterschiff der Aliens hat ein Viertel der Grofle
des Mondes und umkreist die Erde in einem geostationéren Orbit (36 000 km tiber der Erdoberfléche.

9
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ABBILDUNG 13. Teile fiir deine Abschatzung den Mond in zwei Hélften. Der Korper-
schwerpunkt (KSP) einer Halbkugel liegt bei 3/8 des Radius.

Schatze die Gezeitenbeschleunigung ab, die ein solches Raumschiff auslosen wiirde. Was wiirde das fir
den Wasserspiegel der Meere bedeuten? Nimm fiir deine Abschétzung ein kugelférmiges Schiff an und
schitze die Dichte groBenordnungsmifBig ab. Benétigte Daten: Masse des Mondes 7,3-10?%2 kg, Radius
des Mondes 1,74 - 10° m, Volumen einer Kugel V = 473 - 7/3, Gezeitenbeschleunigung age, ~ 2+ Ar -
G - M/r? (siehe Aufgabe 3.2) und, um das Ergebnis vergleichen zu koénnen, Gezeitenbeschleunigung
und Tidenhub durch den Mond (Losung zu Aufgabe 3.3b und 3.3c).

Aufgabe 3.9. Wenn ein Stern mit einer Masse mindestens 8 Sonnenmassen am Ende seines Lebens
ausbrennt, dann kann er zu einem Punkt unendlich hoher Dichte zusammenstiirzen. Ein Schwarzes
Loch wurde geboren! Seine Gravitation ist so gigantisch, dass innerhalb des so genannten Schwarz-
schildradius nicht einmal das Licht entkommen kann. Deshalb sind Schwarze Locher schwarz (Abb.
14). Thre verheerende Wirkung kommt aber nicht durch die grofie Masse zu Stande, sondern durch
den kleinen Radius. Dadurch kann man sich dem Massenzentrum viel stirker nédhern, wodurch

Gravitations- und Gezeitenkrifte extrem anwachsen.

a) Berechne zundchst den Schwarzschildradius eines Schwarzen Lochs mit 10 Sonnenmassen bzw.
4,3 Millionen Sonnenmassen. Ersteres kann durch eine Supernova am Ende des Lebens eines
massereichen Sterns entstehen, zweiteres wird im Zentrum unserer Milchstrafie vermutet. Die
Formel fiir den Schwarzschildradius lautet R, = 2 - G - M/c%. Die Lichtgeschwindigkeit betragt
3-10®m/s, die Sonnenmasse 2 - 103 kg, G = 6,67 - 101" m3 kg~'s72.

b) Schitze ab, welche Gezeitenbeschleunigung ein Astronaut etwa aushalten kann, wenn er mit
Kopf oder Fiflen in Richtung Schwarzes Loch fallt. Nattrlich bist du dabei auf eine wirkliche

Vermutung angewiesen!

10
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c)

d)

ABBILDUNG 14. Kinstlerische Darstellung eines schwarzen Lochs. [12]

Schitze nun die Gezeitenbeschleunigung ab, die auf einen Astronauten wirkt, wenn er mit den
FiiBen zuerst in dieses Schwarze Loch fillt. Uberlege, in welchem Abstand vom Schwarzen Loch
die kritischen 10 - g (siehe Teil b) erreicht werden. Vergleich dein Ergebnis mit dem Schwarz-
schildradius.

Es wurde schon viel dariiber spekuliert, ob man zwei Schwarze Locher zur Reise durchs All
verwenden konnte, wenn sie durch ein so genanntes Wurmloch in Verbindung stiinden. Dieses
konnte ein Abkiirzer durch den Raum sein, weil sich dieser in der Nahe von Schwarzen Lochern
unendlich stark kriimmt. Damit ein Astronaut unbeschadet durch ein Wurmloch fliegen kann,
muss er aber den Schwarzschildradius durchqueren kénnen, ohne auseinander gerissen zu werden.
Ist das bei unseren beiden Schwarzen Lochern der Fall?

Schétze allgemein ab, wie grofl die Masse eines Schwarzen Lochs sein muss, damit man am
Schwarzschildradius nicht ,spaghettisiert® wird und durch das Wurmloch fliegen kann. Nimm
dazu an, dass die Gezeitenbeschleunigung am Schwarzschildradius maximal 10 - g betragen darf

und driicke das Ergebnis in Sonnenmassen aus.

4. HILFESTELLUNGEN & LOSUNGEN

1.1 Die Erde beschreibt vereinfacht angenommen eine Kreisbahn um die Sonne. In Wirklichkeit
ist die Bahn leicht elliptisch. Der Unterschied im Abstand zur Sonne macht aber nur etwa 1 %
aus und ist daher zu vernachléssigen. Die Erde braucht 365,25 Tage um die Sonne. Das sind
etwa 3,16 - 107 s. Der Abstand zwischen Erde und Sonne betrigt rund 150 Millionen km oder
1,5-10" m. Die Kreisbahn um die Sonne hat daher eine Linge von U = 2-7-7 = 9,42-10" m.
Das Tempo der Erde um die Sonne betrigt daher v = s/t = 9,42 - 10 m/3,16 - 107s =
3-10"m/s.

Die Zentripetalkraft wird durch die Gravitationskraft hervorgerufen. Man kann daher beide

Krafte gleichsetzen und nach mge,,. auflosen:

2 2
MErde * U T-vU 30
:FZP:+:>mSonne:T:2']—0 kg

MSonne * MErde
Fo=G- '
T
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Dieser Wert stimmt sehr gut mit dem in der Literatur angefithrten Wert iiberein.

1.2a Durch Gleichsetzung der allgemeinen Gewichtsformel mit dem Newtonschen Gravitationsge-

1.2b

1.3

1.4

1.5

M-m
2

und somit ¢ = M. Am Pol wirkt nur die Schwerkraft. Mit den

setz erhédlt man m-g = G- 2

bekannten Werten ergibt sich fiir ¢ daher 9,867 m/s?. Am Aquator wirkt aber zusitzlich die
Zentrifugalbeschleunigung a., = v*/r = w* - r gegen die Gravitationsbeschleunigung g a,. g
ist daher gyrqy — a.p. Die Winkelgeschwindigkeit der Erde betrigt 2-7/86120s = 7,3-107° s+
(Anmerkung: Eine volle Umdrehung der Erde entspricht einen Sterntag und ist 4 Minuten
kiirzer als ein Sonnentag). Fiir die Zentrifugalbeschleunigung am Aquator ergibt sich daher
0,034 m/s? und fiir g somit 9,767 m/s?. Die gemessenen Werte liegen bei 9,832m/s* am Pol

(Abweichung 3,5 %) und 9,780m/s? am Aquator (Abweichung 1,3 %).

Aus der Sicht einer nichtrotierenden Beobachterin wirkt auf einen Punkt auf der Erdober-
fliche eine Zentripetalbeschleunigung von 0,034 m/s?. Der Boden wird mit diesem Wert von
den Fiilen weg beschleunigt. Daher muss man ihn von gg,4, abziehen und kommt zum selben

Ergebnis.

Wenn sich ein:e Reiter:in aufs Pferd setzt, dann ist diese:r etwas weiter vom Erdmittelpunkt
entfernt und das Gewicht sinkt daher um einen Tick ab. Weil es nur um die Gewichtsénderung
des:der Reiter:in geht, miissen wir bei unserer Abschiatzung das Gewicht des Pferdes nicht
mit einbeziehen. Nimm an, der:die Reiter:in hat 80kg. Wenn du in das Gravitationsgesetz
einsetzt, erhéltst du fiir das Gewicht auf der Erdoberfliche 789,020 354 N. Nimm nun an,
dass der KSP beim Sitzen auf dem Pferd 1,5m hoher liegt. Wenn du nun fiir den Abstand
vom Erdmittelpunkt » 4+ 1,5 m annimmst, bekommst du ein Gewicht von 789,019982 N, also
um 3,7 - 107" N weniger. Die relative Gewichtsverdnderung ist daher AFg;/Fg = 4,7-1077,
liegt also in der Groflenordnung von einem Zehnmillionstel — zugegeben nicht sehr viel. Aber

trotzdem: Der:die Reiter:in wird tatséachlich etwas leichter.

Die Gravitationskraft wirkt als Zentripetalkraft. Daher kann man beide Kréfte gleichsetzen.
Aus Fg = G - ”;éw und £, = e folgt durch Gleichsetzen und Umformen G = % Die

r

Bahngeschwindigkeit ist v = w -7 = 2 -7 -7/T. Wenn du die bekannten Werte einsetzt und
die Umlaufzeit 7' in Sekunden umrechnest, erhéiltst du G = 6,67 - 10" m3kg='s72, und das

ist auch der Wert, der in der Literatur angegeben ist.

Die Uberlegung mit Hausverstand: Wenn man etwas von der Erde ins Weltall schiefen will,
dann muss man die Fluchtgeschwindigkeit von 11,2 km/s erreichen oder iiberschreiten. Wenn
man genau die Fluchtgeschwindigkeit erwischt, dann kommt das Objekt im Unendlichen zum

Stillstand. Wenn wir den Film umgekehrt ablaufen lassen, dann haben wir ein Objekt, das
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aus dem Unendlichen auf die Erde fallt und dort beim Aufprall eine Geschwindigkeit von
11,2km/s erreicht.

Die exakte Rechnung: Die Formel fiir die potenzielle Energie im Gravitationsfeld einer
Zentralmasse lautet E, = G-m- M - (% — %) Nehmen wir an, dass sich der Brocken zuerst
in extrem grofler Entfernung von der Erde befunden hat. Der negative Term in der Klammer
ist daher praktisch null und kann vernachléssigt werden. Nehmen wir weiters an, dass die
Geschwindigkeit des Brockens zu Beginn null war. Auf Grund des Energieerhaltungssatzes
muss sich daher die potenzielle Energie vollstdndig in kinetische Energie umwandeln. Wir

konnen diese beiden Energien daher gleichsetzen und nach v auflosen:

G-m-M 2 / M
m :m U jv: Q-G.i
T1 2 T1

Das ist im Prinzip die Formel fiir die Fluchtgeschwindigkeit. Gébe es keine Atmosphére, wiir-

den wir somit 11,2km/s als Aufprallgeschwindigkeit erwarten. Wir wollen aber berechnen,
wie grof} die Geschwindigkeit in 250 km Hoéhe ist. Daher ist ein etwas kleinerer Wert zu er-
warten. Wenn man die bekannten Daten einsetzt (wobei r; = Erdradius + 250 km ist), erhélt
man rund 11km/s. Das ist die Mindestgeschwindigkeit, die durch die Gravitation der Erde
verursacht wird. Warum wird die Geschwindigkeit in den meisten Féllen grofier sein? Weil

die Sonne den Brocken zusétzlich beschleunigt!

1.6 Die Winkelgeschwindigkeit w ist 2 - 7/T". Die Gravitationskraft liefert die fiir die Kreisbahn
notige Zentripetalkraft. Man kann diese Kréfte daher gleichsetzen:

G-M-m , A-mm-r
T_m.w .T’_T
Wenn man nun kiirzt und umstellt, erhalt man
T2 4.7
L2 ¢
3 G-M

und das ist nichts anderes als das 3. Keplersche Gesetz.

1.7a Einerseits folgt aus dem Gravitationsgesetz fiir die Kraft, mit der die Sonne die Erde auf der

Kreisbahn halt .M
Fo=——"" —36.10®N
r
Andererseits betragt die Geschwindigkeit der Erde um die Sonne v =U/T =2 -7 -r/T =
29,9km/s &~ 3-10* m/s. Fiir die Zentripetalkraft F,, = m'T”Q, die ja durch die Gravitationskraft

entsteht, erhélt man daher logischer Weise ebenfalls 3,6 - 10%2 N.

200 N/mm? sind 200 - 10° N/m? = 2 - 108 N/m?. Man wiirde daher ein Stahlseil mit einem

Querschnitt von rund 1,8 - 10* m? benétigen. Der Querschnitt des Seils ist A = 72 - 7. Daraus
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1.7b Ein Seil hat die Form eines Zylinders und somit das Volumen r

folgt r = (A/7)*/2. Der Radius des Seils miisste daher 7,57-10% m betragen. Nachdem der Ra-
dius der Erde 6,37-10° m ist, wire das Seil somit dicker als die Erde selbst! Das gibt Probleme!
2.7 - h, wobei v der oben
berechnete Radius ist und h der Abstand von Erde zu Sonne. Das ergibt fiir das Volumen
des Seils 2,7 - 10 m®. Ein Kubikmeter Wasser hat eine Masse von 1000kg. Ein Kubikmeter
Stahl hat daher eine Masse von rund 8000 kg. Unser Seil hitte daher die imposante Masse
von 2,1 -10%kg. Es wire damit rund 3,6 - 10%-mal so schwer wie die Erde selbst. Auch das

wiirde groflere Probleme mit sich bringen.

1.8 Ausm-g =G -M4m folgt g = M Da G eine Konstante ist, ist die Fallbeschleunigung ¢

r r2

an der Oberfliche eines beliebigen Objekts daher proportional zu M/r%. Damit kénnen wir
die Fallbeschleunigung am Mond im Vergleich zu der auf der Erde ausrechnen. Wenn du fiir
M = 1/81 und fir r = 1/3,67 einsetzt, erhiltst du g ~ 1/6. Die Fallbeschleunigung am Mond
betragt daher etwa 1/6 der Erdbeschleunigung.

1.9 Die benotigte Zentripetalkraft fiir die Kurvenfahrt liefert die Reibungskraft. Die Zentripetal-

kraft kann daher niemals grofier sein als die Reibungskraft zwischen Reifen und Strafle. Es

muss also gelten: F,, < F, oder mTUQ < p-m-g. Die Masse kiirzt sich weg. Der Zusammenhang
zwischen Geschwindigkeit und minimalem Kurvenradius ist also nicht von der Masse abhéan-
gig, sondern nur von der Reibung. Wenn man nach r auflost, erhdlt man r > :%/‘ Man kann
daher auch schreiben r,,,;, = ;’—2 und es gilt daher r,,;, ~ 1/g. Weil die Fallbeschleunigung am
Mond nur rund 1/6 der Erde betrigt (Aufgabe 1.8), miissen daher die Kurvenradien 6-mal

so grof} sein, wenn man mit demselben Tempo fahren will wie auf der Erde.

1.10 Nach dem Unabhéangigkeitsprinzip kann man vertikale und horizontale Geschwindigkeit un-

1.11

abhéngig voneinander betrachten. Schauen wir uns nur die vertikale Geschwindigkeitskompo-
nente an. Aus a = v/t folgt t = v/a ~ 1/a. Nachdem die Mondbeschleunigung rund 1/6 der
Erdbeschleunigung betragt (siehe Aufgabe 1.8), ist daher die Steige- und Fallzeit bei gleicher
Abwurfgeschwindigkeit 6-mal so lang. Bei gleicher Vertikalgeschwindigkeit sind daher auch
mindestens 6-fache Wurfweiten zu erwarten. Wenn der Wurf im Freien stattfindet, sind die

Wurfweiten noch grofler, weil der Luftwiderstand fehlt.

Genau in der Mitte einer Kugel ist man schwerelos, weil alle Massenteile gleich stark nach
aufen ziehen. Das ist allgemein so. Wie sieht es in der Halfte zwischen Mittelpunkt und Ra-
dius aus? Dort wiirde man, wenn die Kugel homogen ist, genau die Hélfte wiegen, weil die

Gravitationskraft von der Erdoberflache bis zum Erdmittelpunkt linear absinkt. Die Erde ist
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1.12 Das Gewicht kann man tiber das Newtonsche Gravitationsgesetz berechnen: F, = e~

2.1

2.2

allerdings keine homogene Kugel.

G-m-M M

Wenn du dich quasi in die Erde bohrst, dann spielen die Schichten iiber dir fiir dein Gewicht
keine Rolle mehr, sondern nur mehr der Teil unter dir. r sinkt daher ab, aber die Masse M,
die eine Rolle spielt, ebenfalls. Die Dichte o eines Objekts berechnet sich aus Masse durch Vo-
lumen. Daher gilt M = ¢-V ~ V. Das Volumen einer Kugel ist wiederum V = 4-73.7/3 ~ r3.
Daher gilt auch M ~ r®. Wenn du das oben einsetzt, erhiltst du F, ~ M/r? ~ r?/r? ~ r. Das
Gewicht sinkt also bei einer homogenen Massenverteilung proportional mit dem Radius ab.
Auf halber Strecke wiirdest du nur mehr die Hélfte wiegen und in der Mitte gar nichts mehr
(siche auch Aufgabe 1.11). Die tatsédchlichen Verhéltnisse in der Erde sind jedoch wesentlich

komplizierter, weil diese im Inneren eine groflere Dichte aufweist als in den dufleren Schalen.

Einerseits gilt fiir das Gewicht Fg = m - g. Andererseits kannst du das Gewicht auch tiber

Fe=G- myé” berechnen. Durch Gleichsetzen und Umformen erhéltst du eine Gleichung fiir

g in Abhéangigkeit des Abstandes zum Erdmittelpunkt: g = Gré\/[ . Fiir die Erdoberflache gilt
= 63710° " Grafisch dargestellt sieht das so aus wie in Abbildung 15. Die ISS befindet sich

= m .

in einer Hohe von 320 bis 440 km iiber der Erdoberfliche. Dort ist aber die Gravitation ganz

grob gesagt erst um 10 % gesunken. Die Schwerelosigkeit entsteht also nicht durch die fehlende
Gravitation. Sie ist eine Folge des freien Falls.

S

0 100 200 300 400

Hoéhe liber der Erdoberfldche in km

100

Prozentvon g
G}
U

Yo}
o

[o0]
(9, ]

ABBILDUNG 15. Das Absinken der Fallbeschleunigung ¢ mit der Hohe tiber dem Erd-
boden.

Die Atmosphére hort nicht einfach so auf, sondern sie wird diinner und diinner, wie du in
Abbildung 6 sehen kannst. Die mittlere Bahnhohe der ISS nimmt durch den Luftwiderstand
50 bis 150m pro Tag ab. Diesem Hohenverlust wird je nach Erfordernissen des Stations-
betriebs in unregelméfigen Abstdnden durch Triebwerksziindungen ent-gegengewirkt, frither
vom Space Shuttle (diese Missionen wurden 2011 eingestellt), heutzutage von Sojus oder Pro-

gress, sodass die mittlere Hohe der Station zwischen etwa 320 und 440 Kilometern gehalten
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wird. Ohne diese Ziindungen wiirde die Raumstation tiber kurz oder lang abstiirzen.

2.3a Die Bremsung in der Hochatmosphére ist so gering, dass die Bahn des Satelliten trotzdem

naherungsweise immer kreisformig bleibt. Der Satellit sinkt auf eine Spiralbahn ab. Aus
e = G- mTéu und F,, = mv? folgt durch Gleichsetzen und Umformen v = /G- M/r.

r

Wenn die ISS durch die Reibung etwas gebremst wird, dann sinkt sie auf eine neue Kreisbahn
ab. Weil die Geschwindigkeit aber proportional 1/4/r ist, steigt mit absinkendem Radius die

Geschwindigkeit sogar an.

Sehen wir uns die Energien dazu an. Die kinetische Energie ist allgemein Ey;, = mT“{Z Die

Geschwindigkeit v ergibt sich aber wiederum aus dem Abstand zum Erdmittelpunkt (siehe

Gleichung oben). Wenn man das einsetzt, dann erhalt man FEy;,, = mQGTM . Die Differenz
zwischen der kinetischen Energie unten (etwa in 300 km Hohe) und oben (400 km) ist daher
AEkm:m-G~]\4_m~G-J\J:m~G-]\4.( 1 B 1 )
2runten 2- Toben 2 Tunten T oben
Der Unterschied in der potenziellen Energie ist jedoch
1 1
M=o (L L),
Tunten T oben

Daraus folgt AEy;, = AE,x/2. Was bedeutet das? Beim Absinken erhéht sich Ej;, und
gleichzeitig sinkt E,, ab, aber nur um die Hélfte. Zum Absinken muss man daher einen Sa-
telliten bremsen. Bei der ISS besorgt das die Luftreibung. Durch das Absinken gewinnt er
aber an kinetischer Energie, und es erhoht sich paradoxer Weise seine Bahngeschwindigkeit.

Die Gesamtenergie sinkt jedoch ab.

2.3b Aus Abbildung 6 kann man grob abschéitzen, dass die ISS zu Beginn des Jahres 1999 in
rund 5 Monaten von 400 km auf 385 km abgesunken ist. Wie lange braucht die ISS fiir eine
Umdrehung um die Erde in diesen Héhen? Aus v = \/@ (sieche Aufgabe 2.3a) kannst du
zunéchst einmal die Bahngeschwindigkeit in 400 km Hohe ausrechnen (sieche Tabelle 2). Dann
berechnest du den Umfang der Kreisbahn in dieser Hohe und kannst daraus die Umlaufzeit
abschétzen. Dieselben Berechnungen fiihrst du fiir eine Hohe von 385 km durch. Nehmen wir
als Mittelwert fir die Umlaufzeit im Bereich 385 bis 400 km Hohe 5522 s an.

Fiinf Monate haben 1,32 - 10”s. In dieser Zeit macht die ISS daher 2378 Umlaufe. Dabei
verliert sie 15 km an Hohe, das macht etwas mehr als 6 m pro Umlauf, aber bei rund 15 Um-
laufen pro Tag immerhin knapp 100 m Hohenverlust pro Tag. In 5 Monaten summiert sich das
auf rund 15km. Weil die Geschwindigkeit in Summe dabei um blo 9m/s zunimmt, erhéht

sich die Geschwindigkeit pro Tag nur um etwa 5,6 cm/s.
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Bahngeschwindigkeit in 400 km Hohe (v = \/G - M/r) 7690 m /s
Bahnumfang in 400 km Hohe (U =2 -7 -r) 4,254 - 10" m
Umlaufzeit in 400 km Hohe (T' = U/v) 5532s = 92,2 min
Bahngeschwindigkeit in 385 km Hohe (v = /G - M/r) 55325 = 7697 m /s
Bahnumfang in in 385 km Héhe (U =27 -71) 4,244 - 10" m
Umlaufzeit in 385 km Hohe 55145 = 91,90 min
Mittelwert der Umlaufzeit 5522 m

5 Monate (152 Tage) in Sekunden 1,31-107s
Umléufe der ISS in 5 Monaten 2390

Umléaufe pro Tag 15,6

Hohenverlust pro Umlauf (15000 m/2378) 6,3 m
Hohenverlust pro Tag 98,68 m ~ 100 m
Differenz der Umlaufgeschwindigkeiten in 385 und 400 km Héhe 9m/s
Geschwindigkeitszunahme pro Tag 0,059m/s = 59cm/s

TABELLE 2. Berechnete Daten zu Aufgabe 2.3b

2.4 Die Losung ist Antwort c¢. Die Mondbahn entspricht am ehesten einem Vieleck. Allerdings ist
der Effekt in Abbildung 8 tibertrieben dargestellt. Eine ndhere Erklarung findest zu in der
Hilfe zu Aufgabe 2.5.

2.5a Der Umfang der Erdbahn betriagt 2 -7 -1,5- 10" m = 9,42 - 10* m, die Umlaufzeit 365 - 60 -
60-24s = 3,15 107 s. Die Tangentialgeschwindigkeit der Erde betrigt daher rund 3 - 10 m/s
oder 30km/s. Der Umfang der Mondbahn betrigt 2,4 - 10° m, die Umlaufzeit 2,36 - 10°s. Die
Tangentialgeschwindigkeit des Mondes betrigt daher rund 103m/s oder 1km/s. Die Erde
ist also rund 30-mal so schnell um die Sonne unterwegs wie der Mond um die Erde. Daher
scheidet b in Abbildung 8 aus. Eine Schleifenbahn mit riickldufiger Bewegung wiirde nam-

lich voraussetzen, dass sich der Mond um die Erde schneller bewegt als die Erde um die Sonne.

2.5b Erde und Mond bewegen sich um den gemeinsamen Schwerpunkt, das Baryzentrum. Generell
ist es so, dass niemals ein Objekt um das andere kreisen kann, ohne dass sich das Zentralob-
jekt ebenfalls bewegt. Auch die Sonne wird durch die Umkreisung der Planeten in eine Art

Taumelbewegung versetzt.

2.5¢ Durch Gleichsetzen von F' = m - g mit dem Gravitationsgesetz und Umformen erhéltst du
g = G- M/r* Fir gg_j ergibt sich dann rund 6 - 1073 m/s?. Du kannst dabei vereinfacht
fiir r den Abstand von Sonne zu Erde einsetzen, weil die variable Mondentfernung auf Grund

der groflen Entfernung von Sonne zu Erde praktisch keine Rolle spielt. Fiir gg_»; ergeben
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sich rund 2,8 - 10> m/s?. Die Sonne zieht den Mond also mehr als doppelt so stark an wie
die Erde. Ist das nicht verbliffend? Damit scheidet Bahn a in Abbildung 8 aus. Diese wiirde
voraussetzen, dass die Anziehungskraft der Erde auf den Mond grofler ist, als die der Sonne
auf den Mond. Nur dann koénnte es zu einer Kriimmung der Mondbahn von der Sonne weg
kommen (konvexe Kriimmung).

Tatséchlich entspricht die Mondbahn schematisch gesehen ¢ in Abbildung 8. Sie ist, salopp
gesagt, eine Art 12-Eck, weil das Jahr rund 12 synodische Monate hat, und daher immer
konkav, also immer zur Sonne hin gekriimmt. In Abbildung 16 siehst du eine mafistabsgetreue

Abbildung der Mondbahn.

a) stdarkere
Krimmung =
x,_‘\_-‘. H\.\..\ " Eck"

b) schwdchere
Krimmung =
"Seite"

ABBILDUNG 16. MaBstabsgetreue Bahn von Erde und Mond um die Sonne. a) Die
Erde befindet sich zwischen Mond und Sonne. Der Mond erfahrt eine stirkere Be-
schleunigung, die Bahn um die Sonne ist stiarker gekriimmt. Das entspricht dem , Fck*
des 12-Ecks. b) Der Mond befindet sich zwischen Erde und Sonne. Er erféhrt dadurch
in Summe eine schwéchere Beschleunigung, die Bahn um die Sonne ist schwécher ge-
kriimmt. Das entspricht der ,,Seite* des 12-Ecks.

2.6 Das Baryzentrum Erde — Mond bewegt sich ndherungsweise auf einer Kreisbahn um die Sonne.
Der Mond fallt nicht auf die Sonne, weil er relativ zu ihr eine sehr hohe Tangentialgeschwin-
digkeit besitzt. Schlieflich fallt ja auch die Erde nicht auf Sonne, obwohl diese die Erde viel

starker anzieht als der Mond.

3.1 Der Komet wurde auf Grund der Gezeitenkréifte des Jupiters auseinandergerissen. Gezeiten-
krafte entstehen durch die unterschiedlichen Gravitationskréfte, die ein Himmelskorper auf
verschiedene Teile eines anderen Korpers ausiibt. Diese Kréafte konnen zu einer Deformation
fithren (etwa bei Ebbe und Flut auf der Erde) oder sogar zum Zerreifien oder Zerbroseln eines

Objekts, wie das beim Kometen der Fall war.

3.2 Die Gravitationsbeschleunigung im Feld einer Masse folgt aus dem Newtonschen Gravita-

tionsgesetz: a = Gréw . Nimm nun an, dass eine kleine Masse auf eine grofie fallt, etwa ein

Astronaut in ein Schwarzes Loch. Er soll mit den Fiflen auf das Schwarze Loch zufallen. Auf

die Fiile wirkt daher die Gravitationskraft starker als auf den Kopf. Nimm an, die Grofie des
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3.3a

3.3b

3.3¢

Astronauten ist Ar. Der Unterschied in der Beschleunigung von Kopf und Fiiflen entspricht

dann der Gezeitenbeschleunigung.

Ag — _ G-M G-M G-M 1 ]
4= fgez = (r—Ar)2 2 g2 . (T‘—T%?")2 B
G-M 1 G-M 1
= 2 s — L= 2 g — 1
T (T—Ar) T (]_ — AT/’F)
Wegen m =1+2-Ar/r+3-(Ar/r)* 4 ... (siche Angabe) bekommen wir daher
G-M 1 G-M G-M
ez — : — 1)~ — (1 2.A —1)=2.-Ar.
% r? ((1 — Ar/r?) ) 72 (1+ rfr=1) (N
wenn wir den dritten Term vernachléssigen. Fiir die Gezeitenbeschleunigung erhilt man daher

~ G-M
Ugez 2+ Ar - =37,

Die Oberflache von astronomischen Objekten ist kugelformig. Warum? Weil alle Punkte der
Oberflache dieselbe potenzielle Energie aufweisen miissen. Wiirde zum Beispiel das Wasser an
einer Stelle hoher stehen, héatte es eine hohere potenzielle Energie und wiirde so weit absinken,
bis die potenzielle Energie der Umgebung entspricht. Aus demselben Grund rollt eine Kugel

auch an den tiefsten Punkt einer Schale.

Wie verdndert die Gezeitenkraft des Mondes die Oberfliche der Meere? Die Oberfléche
stellt sich wiederum so ein, dass alle Punkte gleiche potenzielle Energie aufweisen. Allerdings
ist die Gesamtbeschleunigung auf einen mondzugewandten Punkt ein bisschen geringer, weil
die Gravitation des Mondes in die Gegenrichtung der Erd-gravitation wirkt. Deshalb muss

dort das Wasser etwas hoher stehen, damit es wiederum die gleiche potenzielle Energie auf-
weist (siehe auch Aufgabe 3.3b).

Fiir einen Punkt an der Oberflache der Erde ist die Gezeitenbeschleunigung durch den Mond
nach age, = 2-Ar- %M etwa 107%m / s2. Fiir Ar musst du in dieser Gleichung den Erdradius
einsetzen, weil uns ja interessiert, wie grofy der Unterschied in den Beschleunigungen zwischen
dem Erdmittelpunkt und der Erdoberfliche ist. Fiir » musst du den Abstand Erde — Mond
einsetzen. Nachdem g rund 10 m/s? ist, betriagt die Gezeitenbeschleunigung durch den Mond

blof 10~7 g, also den Zehnmillionsten Teil der Erdbeschleunigung. Das ist verbliiffend wenig!

Zunachst brauchen wir eine allgemeine Formel fiir die Fallbeschleunigung g. Du erhéltst die-

se durch Gleichsetzen der Gewichtskraft mit der Formel fiir die Gravitationskraft: m - g =

G - M - m/r?. Durch Auflésen nach g erhéltst du ¢ = €. Die potenzielle Energie im in-

r2
homogenen Feld betriagt im Vergleich mit einem Punkt im Unendlichen Ep = GMT’” Man
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3.4a

3.4b

3.5

kann aber auch schreiben Fp = Gi\fligm v =m-g-r. Weil &, an der Oberflache iiberall gleich

groB, folgt aus £, = m - r - g = konstant der Zusammenhang r ~ 1/g. Das ist natiirlich ein
bisschen getrickst, denn g héngt ja selbst vom Radius ab. Fiir kleine Verdnderungen von 7,
wie das bei den Gezeiten der Fall ist, &ndert sich jedoch ¢ nicht merklich. Die Fallbeschleu-
nigung verringert sich an der Erdoberfliche durch die Gezeitenbeschleunigung des Mondes
um den Faktor 10~7. Die Wasseroberfliche stellt sich aber immer so ein, dass iiberall an der
Oberflache die gleiche potenzielle Energie herrscht. Fiir kleine Zahlen gilt 1/(1 —z) ~ 1 + «.
Daher ist r ~ 1/(g — age.) =1/(1—=107") ~ 14+ 107".

Auf der mondzugewandten Seite muss das Wasser daher um den Zehnmillionsten Teil des
Erdradius hoher stehen, also um 6,37 - 10°m/10~7 = 0,637 m. Der Tidenhub, also der Unter-
schied zwischen Ebbe und Flut, macht am offenen Meer 64 cm aus. Die Rechnung ist nicht
ganz exakt, weil die Absenkung der Meere quer zur Erde-Mond-Richtung nicht berticksichtigt
ist. Die Groflenordnung bleibt aber dieselbe.

Wenn du in age, ~ 2- Ar - GT:],,” einsetzt, erhaltst du fir die Gezeitenbeschleunigung durch die
Sonne 5-1077"m/s?. Das entspricht der Hélfte des Effekts, der durch den Mond ausgelost wird

(siehe Aufgabe 3.3b), also rund 32 cm. Wie kann man das erkldren? Die Masse der Sonne ist

viel grofler als die des Mondes. Fiir die Gezeitenkraft ist aber nicht nur diese entscheidend,
sondern auch, wie inhomogen das Feld ist, also wie stark die Feldlinien der Sonne im Abstand
der Erde noch auseinandergehen. Weil die Sonne rund 400-mal so weit von der Erde entfernt
ist wie der Mond, divergieren die Feldlinien kaum noch. Deshalb ist tiberraschender Weise die

Gezeitenbeschleunigung durch die Sonne geringer als die des Mondes.

Der Mond erzeugt durch die Gezeitenkréfte auf der Erde zwei Flutberge, einen auf der ihm
zugewandten und einen auf der abgewandten Seite (,,Mondflut“). Aber nicht nur der Mond,
auch die Sonne iibt auf die Erde Gezeitenkréfte aus (,,Sonnenflut®). Dieser Effekt ist allerdings
nur rund halb so grof (Teil a). Wenn Sonne, Mond und Erde in einer Linie stehen, dann addie-
ren sich beide Effekte und es entsteht eine besonders starke Flut, die Spring-flut. Am offenen
Meer macht diese dann einen Unterschied von 64 cm 4 32cm ~ 1m aus. Wenn Mond, Erde
und Sonne im rechten Winkel stehen, dann schwéchen sich beide Effekte gegenseitig ab, und
es entsteht die so genannte Nippflut. Diese macht am offenen Meer 64 cm — 32cm ~ 1/3m.

Die Springflut ist also am offenen Meer rund dreimal so hoch wie die Nippflut.

An den Kiisten kann es durch Stau- und Resonanzeffekte zu wesentlich hoheren Unterschie-

den zwischen Ebbe und Flut kommen.
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3.6 Zusétzlich zu Neu- oder Vollmond miissen fiir einen gewaltigen Tidenhub noch folgende Um-
stande giinstig zusammenwirken:

1) Der Mond kommt auf seiner elliptischen Bahn um die Erde manchmal bis auf 10 % né-
her an die Erde heran. Am erdnéichsten Punkt (Perigaium) hat er eine um 33 % stérkere
gezeitenerzeugende Kraft als am erdfernsten Punkt (Apogédum).

2) Dasselbe gilt fir Erde und Sonne: am néchsten Punkt (Perihel) ist die Gezeitenkraft um
10 % groBler als am entferntesten (Apogaum). Wann ist die Erde am néichsten zur Sonne?
Im Winter (Nordhalbkugel)!

3) Wenn der Luftdruck gering ist, wirkt er dem Steigen des Wassers weniger entgegen.

4) Letztlich kann auch der Wind die Flutwelle noch verstirken. Man spricht dann von Sturm-
flut.

3.7 Wenn man die Formel fiir die Kraft und das Gravitationsgesetz gleichsetzt, erhélt man

m-g =G - ";Q/[ und g = G - TMQ Wenn wir die gegenseitige Fallbeschleunigung der Mond-

halbkugeln berechnen wollen, miissen wir fiir M die halbe Masse des Mondes (3,65 - 102 kg)
einsetzen. Nennen wir die Masse daher M,, ;. Fiir v miissen wir den Abstand der Schwer-

punkte der Halbkugeln einsetzen. Dieser betrigt (6/8)-1,74-10°m = 1,3- 10 m. Nennen wir

diesen Abstand rys,. Wir erhalten daher g = G - @

7”ksp

Die Gezeitenbeschleunigung ist allgemein ag., ~ 2 - Ar - Grﬁw . Als Ausdehnung des Objekts
Ar nehmen wir in unserem Fall den Abstand der Schwerpunkte der Mondhalbkugeln, also

Tksp- M ist die Masse der Erde, also M., und r der kritische Abstand Erde — Mond, also 7.

Wir kénnen die Gezeitenbeschleunigung daher so anschreiben: age, ~ 2 - rys) - (;;Me
krit

Die kritische Entfernung ist dann erreicht, wenn die Gezeitenbeschleunigung so grofl wird
wie die gegenseitige Beschleunigung der Mondhalbkugeln. Dann droht der Mond zu zerreifien.

Wir kénnen daher die Gleichungen gleichsetzen und nach ry,.;; auflésen:

e 2/2 — 2y
Tksp Tkrit
und
3
Tkrit = ’ 2 ME.TkSp = Tksp ’ 2 Me
Mm/2 Mm/2

Wenn wir alle Werte einsetzen, erhalten wir fiir 7, = 9-10° m oder etwa 1,4 Erdradien. An-
dere Berechnungsmodelle liefern etwas andere Werte, aber die Groenordnung bleibt dieselbe.
Der Mond miisste der Erde schon verdammt nahe kommen, damit er durch die Gezeitenkréfte
zerreifit (Abbildung 17).
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3.8

3.9a

3.9b

ABBILDUNG 17. So nahe miisste der Mond in etwa der Erde kommen, damit er durch
die Gezeitenkréfte auseinandergerissen wird.

Zuerst miissen wir die Masse des Raumschiffs berechnen, das wir vereinfacht kugelférmig an-
nehmen. Das Volumen einer Kugel ist V' = 4-7r3-7/3. r ist in unserem Fall i des Mondradius,
also 4,35 - 10° m. Das Volumen dieser Kugel betrigt somit 3,45 - 10'” m3. Nehmen wir an, das
Raumschiff hat die Dichte von Wasser. Schlieflich trifft das ja auch in etwa fiir alle Schiffe
zu, selbst wenn es sich um Triimmer wie Flugzeugtriager handelt. Ein Kubikmeter Wasser hat
eine Masse von 1000 kg, das Raumschiff der Aliens somit 3,44 - 10% kg.

Jetzt kannst du in die Gleichung fiir die Gezeitenbeschleunigung einsetzen: ag, ~ 2 -

Ar - Gréw . M ist die Masse des Raumschiffs, das auf der Erde die Gezeitenbeschleunigung
verursacht, r der Abstand des Raumschiffs, also 36 000 km oder 3,6 - 107 m, Ar ist der Ra-
dius der Erde. Wenn du die Zahlen einsetzt, erhaltst du eine Gezeitenbeschleunigung von
6,3-107%m/s% Die Gezeitenbeschleunigung durch das Raumschiff ist also rund 6-mal so grof3
wie die durch den Mond.

Was bedeutet das fiir Flut und Ebbe? Weil sich das Raumschiff im geostationdren Orbit
befindet, stehen die Flutberge immer still. An zwei Stellen iiber dem Aquator wird daher der
Wasserspiegel um 3,6 m dauerhaft steigen — und das wiirde zu saftigen Uberschwemmungen
fithren. Auch weiter nordlich oder siidlich, wo sich die Hebung nicht mehr so stark bemerkbar

macht, kann es trotzdem zu starken Uberschwemmungen kommen. Aufierdem kommt hier die
Flut durch den Mond noch dazu.

Wenn du die bekannten Daten in die Formel fiir den Schwarzschildradius einsetzt (G =
6,67 - 1071t m3 kg~ s72), so erhiltst du fiir das kleine Schwarze Loch einen Radius von etwa
30km, fiir das grofie einen Radius von etwa 1/12 des Abstands von Erde zu Sonne (Tabelle
3).

Eine Gezeitenbeschleunigung von 100m/s? oder 10 - ¢ wiirde bedeuten, dass Kopf und Fiifie

mit dem 10-fachen des Korpergewichts auseinandergezogen werden. Salopp gesagt wéare das
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Schwarzes Loch Schwarzes Loch
(10 Sonnenmassen) (4,3 - 10° Sonnenmassen)
absolute Masse 2103 kg 8,6 - 1030 kg
Schwarzschildradius (R;) | 2,96 - 10*m =~ 30 km 1,27 - 101°m =~ 1/12 des
Abstands von Erde zu
Sonne

kritischer Abstand (rg.4) | 3,63 - 10 m ~ 3600 km 2,74 - 10°m = 1/550 des
Abstands von Erde zu
Sonne

Tkrit > Rs Thrit < Rs

TABELLE 3. Berechnete Daten zu Aufgabe 3.9a

so, als wiirde man dich auf der Erde am Kopf authingen und noch 10 Personen mit dei-
nem Korpergewicht an deine Fiifle hangen. Es ist sehr unwahrscheinlich, dass das ein Mensch
aushalt. Wir sind aber grofiziigig, und schétzen die obere noch tolerierbare Gezeitenbeschleu-
nigung mit 10 - g ab — wahrscheinlich liegt sie um einige niedriger!
3.9c Die Gezeitenbeschleunigung ist ag., ~ 2 - Ar- Gré‘/[ . Daraus folgt fir age. = 10- g und r = 7y
die Gleichung 74, = 3/%. Nehmen wir an, der Astronaut ist 1,8 m grof§ (Ar). Weil wir
die maximal tolerierbare Gezeitenbeschleunigung mit 100 m/s? angenommen haben, ergeben
sich fiir die kritischen Entfernungen rund 3,6 - 10°m und 2,7 - 103 m (siehe Tabelle 3).

3.9d Beim kleinen Schwarzen Loch wiirde der Astronaut schon in sehr grofler Entfernung spaghet-
tisiert werden. Beim groflen Schwarzen Loch liegt aber der kritische Abstand innerhalb des
Schwarzschildradius — hier konnte der Flug durch das Schwarze Loch theoretisch gelingen.

3.9¢ Rechnen wir zunéachst ganz allgemein. Die Gezeitenbeschleunigung ist ag.. ~ 2 - Ar - Gré” .

Wir wollen die Beschleunigung am Schwarzschildradius wissen, und miissen diesen daher fiir

r einsetzen.

Q

3 ZQ'AT'<2-G‘~AJY>3:2.AT' GM —

Qger = 2 Ar -

9 A G-M-c6_ Ar -
TR MR T 4G22

Dann konnen wir nach M umformen:

M= Ar - cb _ 3 ' Ar
4.G2'a962 2.G agez

Wenn wir fiir Ar unsere 1,8 m einsetzen und fiir a,., 100 m/s?, dann vereinfacht sich die Glei-

chung zu M = % -0,134. Die kritische Masse héangt dann also nur von zwei Naturkonstanten
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ab und betragt 2,7 - 103* kg oder rund 14000 Sonnenmassen. Erst wenn ein Schwarzes Loch
diese Masse tlbersteigt, konnte zumindest theoretisch dem Astronauten ein unbeschadeter

Flug durch ein Wurmloch gelingen.
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