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Wie darf ich die Aufgaben verwenden?
C £ Mmr

Das MmF-Team entwickelt eigene Aufgabenstellungen. Sie sind mit dem Projektlogo MmMF gekennzeichnet.

Diese Aufgaben werden unter einer Creative Commons BY-NC-ND 4.0 Lizenz bereitgestellt.

Das bedeutet: @

e Die Aufgaben stehen kostenfrei zur Verfligung.
o Es dirfen auch nur einzelne Aufgaben aus der Aufgabensammlung fiir nicht-kommerzielle Zwecke (Lehre,
Ubungen, Priifungen, etc.) kopiert werden. In diesem Fall muss der Ursprung der Aufgabe aber z.B. anhand

des MmF-Logos erkennbar sein.

Alle anderen Aufgaben stammen aus den SR(D)P-Aufgabenpools der AHS bzw. BHS.

Bei diesen Aufgaben ist das BMBWF-Logo . " mit der entsprechenden Aufgabe verlinkt.

Am Ende jedes Abschnitts befinden sich die Ergebnisse der Aufgaben.

Wir freuen uns iiber Feedback zu den Unterrichtsmaterialien und Aufgaben an mmfQ@univie.ac.at.
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PROJEKT MMF

1. STAMMFUNKTIONEN

MmF-Materialien “

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v’ Arbeitsblatt — Stammfunktionen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 12. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
/

\

Vi1 MmF
Ermittle eine Gleichung jener Stammfunktion F' von f, die die gegebene Bedingung erfiillt.
a) f(z)=2>4+3-2—-42, F(0)=0 c) flz)=9-22+04-273, F(1)=4
b) f(z)=8-2>-\z+7, F(0)=5 d) f(z)=e* —sin(x), F(0)=-1
~Wis MmF
Ermittle eine Gleichung jener Funktion f, die f”(z)=4-2—1, f(1) =0 und f(—1) =2 erfillt.
V13 MmF
Die Beschleunigung eines Autos wird durch die folgende Funktion a beschrieben:
at)=2-t*-16-*+30-¢t, 0<t<5
t... Zeit in Sekunden
a(t) ... Beschleunigung in m/s?
Die Anfangsgeschwindigkeit des Autos betrigt vg = 0m/s.
Berechne den Weg, den das Auto im Zeitintervall [0; 5] zuriicklegt.
MmF

1.4

Berechne die Geschwindigkeit der Miinze nach 6 Sekunden in km /h.

Anmerkung: Die tatsédchlich erreichbare Maximalgeschwindigkeit hingt von der Miinze ab.

Berechne den Weg, den die Miinze in diesen 6 Sekunden zuriicklegt.

Zum Zeitpunkt t = 0 beginnt eine Miinze mit Anfangsgeschwindigkeit vy = 3m/s von einem Wolkenkratzer zu

fallen. In den ersten 6 Sekunden beschleunigt die Miinze mit der konstanten Beschleunigung a = 10 m/s?.

a) Stelle eine Funktionsgleichung der zugehorigen Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v auf (¢ in s, v(¢) in m/s).

b) Stelle eine Funktionsgleichung der zugehérigen Weg-Zeit-Funktion s mit s(0) =0 auf (¢ in s, s(¢) in m).
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Ein Objekt beschleunigt mit konstanter Beschleunigung a.
a) Begriinde, warum die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
v(t) =a-t+vg
betrégt, wobei vy die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist.
b) Begriinde, warum der im Zeitintervall [0;¢] zuriickgelegte Weg

s(t):g~t2+vo-t

betrégt.

c) Ein Formel-1-Auto beschleunigt mit konstanter Beschleunigung von 0km/h auf 100km/h in 2,5 Sekunden.
Berechne den Weg (in m) das Formel-1-Auto dabei zurticklegt.

- = = Bundesministerium
1 6 Bildung, Wissenschaft )
o und Forschung

Kurt und sein Freund Bernd fahren mit ihren Mopeds zu einem Badesee. Auf einem Teilstiick kann die Geschwin-

digkeit von Bernd ndherungsweise durch folgende Funktion beschrieben werden:
v(t) =0,3-t+0,8

t... Zeit in Sekunden (s)
v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)

1) Berechnen Sie den Weg, der innerhalb der ersten Minute zuriickgelegt wurde.

a % B -

Tragerraketen ermoglichen es, schwere Nutzlasten in die Erdumlaufbahn zu beférdern. Ariane 5 ist die leistungs-
fahigste europédische Triagerrakete.

Beim Start der Ariane 5 lédsst sich der senkrecht nach oben zuriickgelegte Weg s in Abhéngigkeit von der Zeit ¢
modellhaft anndhernd durch eine quadratische Funktion beschreiben.

Die Beschleunigung der Ariane 5 in der Startphase betrigt etwa 5,4 m/s2.

1) Stellen Sie die Funktionen fiir die Beschleunigung, die Geschwindigkeit und den Weg in Abhéngigkeit von der
Zeit auf.

\ J

a - d ium
- 1.8 Bildung, Wissenschaft )
w un

d Forschung

Der Geschwindigkeitsverlauf wahrend eines Bremsmandvers eines Autos kann ndherungsweise durch die lineare
Funktion v beschrieben werden:

3

t... Zeit seit dem Beginn des Bremsmandvers in Sekunden (s)

v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)

1) Interpretieren Sie die Bedeutung der Steigung der Funktion v im gegebenen Sachzusammenhang.

2) Bestimmen Sie die Gleichung derjenigen Funktion s, die die Lange des zurtickgelegten Weges in Abhéngigkeit
von der Zeit ¢ beschreibt. Dabei gilt: s(0) = 0.



https://mmf.univie.ac.at
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Die momentane Anderungsrate eines elektrischen Widerstandes in Abhéngigkeit von der Temperatur wird als
Empfindlichkeit des elektrischen Widerstandes bezeichnet. Im Bereich von 0 °C bis 200 °C kann die Empfindlichkeit

von Nickel ndherungsweise durch die Funktion R’ beschrieben werden.
R'(¥) = 0,55+ 0,0012 - 9

¥ ... Temperatur in °C

R/(9) ... Empfindlichkeit bei einer Temperatur 9 in  pro °C

1) Erkldren Sie, warum jede Stammfunktion von R’ eine Polynomfunktion 2. Grades ist.
2) Erkldren Sie, warum jede Stammfunktion von R’ eine positive Kriimmung aufweist.

3) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von R’.

. J

~ 110 ° = dwdesmisteran

und Forschung

Durch die Einnahme eines Medikaments zur Regulierung des Blutdrucks gelangen Wirkstoffe ins Blut. Die Wirk-
stoffmenge im Blut kann ndherungsweise durch eine Funktion m beschrieben werden, deren 1. Ableitung bekannt
ist:

m'(t) =1,2-e %" 01 mitt>0
t... Zeit in min
m/(t)... momentane Anderungsrate der Wirkstoffmenge im Blut zur Zeit ¢ in mg/min
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 betragt die Wirkstoffmenge im Blut 10 mg.

1) Erstellen Sie eine Gleichung der Funktion m.

2) Berechnen Sie, nach welcher Zeit der Wirkstoff vollstindig abgebaut ist.

Anmerkung: Die Lésung der entsprechenden Gleichung kann nur ndherungsweise berechnet werden.

a Rt B " i

In der nachstehenden Abbildung ist das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm eines Balles auf einer Minigolfbahn dar-
gestellt. Wahrend der ersten Sekunde hat der Ball eine konstante Geschwindigkeit. Danach kann die abnehmende
Geschwindigkeit ndherungsweise durch die Funktion v beschrieben werden:
1
v(t) = %~(16~t37132~t2+216~t+243) mit 1 <t <45
t... Zeit in Sekunden (s)
v(t) ... Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)

Geschwindigkeit in m/s 1) Erklaren Sie, was die momentane Anderungsrate der
I I

Funktion v zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢¢ in diesem

Sachzusammenhang angibt.
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06 | i i 2) Berechnen Sie den zuriickgelegten Weg des Balles in den
oad ol N ersten 4,5 Sekunden.
oa -
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1.12

In der nachstehenden linken Abbildung ist der Graph einer konstanten Funktion f dargestellt.

Aufgabenstellung:

Der Graph einer Stammfunktion F von f verlauft durch den Punkt P = (1] 1).

Zeichnen Sie den Graphen der Stammfunktion F' im nachstehenden rechten Koordinatensystem ein!

)

Fix)

und Forschung

a

ium

1.13

Gegeben ist eine Funktion f mit der Funktionsgleichung f(z) = €% .

Aufgabenstellung:

Welche von den rechts durch ihre Funktionsgleichungen angegebenen Funktionen F'
ist Stammfunktion von f und verlduft durch den Punkt P = (0| 1)?

Kreuzen Sie die zutreffende Antwort an!

Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

Fix) = e?* + 1 ]
Fix)=2-e2* -1 O
Flx) = 2 - €2 [l
Fx) =<+ O
Fix) = e2~ O
F = 5 O

a

ium

1.14

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph einer linearen Funktion g dargestellt.

9

Aufgabenstellung:

Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

Kreuzen Sie die beiden fiir die Funktion g zutreffenden Aussagen an!

Jede Stammfunktion von g ist eine Polynomfunktion zweiten Grades.

]

/04mm>mm
s
.

6 5 4 3 2

Jede Stammfunktion von g hat an der Stelle x =-2 ein lokales Minimum.

Jede Stammfunktion von g ist im Intervall (0; 2) streng monoton fallend.

Die Funktion G mit G(x) = -0,5 ist eine Stammfunktion von g.

Jede Stammfunktion von g hat mindestens eine Nullstelle.

Oojg|d

-

yyyyy

1.15

Gegeben ist eine Funktion f: R — R mit f(z) =a-23 mit a € R.

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie a so, dass die Funktion F': R — R mit F(z) =5 -2 — 2 eine Stammfunktion von f ist!

a =

und Forschung



https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/139/Stammfunktion%20einer%20konstanten%20Funktion.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/161/Stammfunktion.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/377/Eigenschaften%20von%20Stammfunktionen.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/434/Stammfunktion.pdf
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~ 116 )
In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph der Polynomfunktion ol Uy ‘
3. Grades f dargestellt. Alle lokalen Extremstellen und die Wendestelle N ‘
von f sind ganzzahlig. ol !
P
Aufgabenstellung: 4/ 1
Ergénzen Sie die Textliicken im nachstehenden Satz durch Ankreuzen des o1t
. . . . C s 01 2 3 4 5
jeweils zutreffenden Satzteils so, dass eine richtige Aussage entsteht. 1 i
Der Graph der 1. Ableitung von f ® und die Graphen aller Stammfunktionen von f
@
® ®

schneidet die x-Achse an der ] haben an der Stelle x = 6 eine Wende- [

Stelle x =4 stelle mit waagrechter Tangente

istim Intervall (—eo; 4) streng ] schneiden die x-Achse an der [

monoton fallend Stelle x =6

ist im Intervall (—eo; 4) rechts- [ sind im Intervall (2; 6) streng monoton [

gekrimmt (negativ gekrimmt) fallend

1.1 a) Flz)=3-2°+2.22-42.2 b) F(z)=2-2* -2 - Va®+7.-245 ¢) F(z)=3-2>-0,2-27241,2 d) F(z) = e” +cos(z) — 3
1.2 f(z)=2.z z
1.3 104,16...m
1.4 a)v(t)=10-t+3 2268km/h b)s(t)=5-t>+3-t 198m
1.5 a) Esgilt v/(t) =a-1=a(t) =aund v(0) =a-0+vo =vo. v b) Esgilt s'(t) =a-t+vo-1=wv(t) und s(0) =0. v «¢) 34,72...m
1.6 588 m
1.7 a(t) = 5,4, v(t)=54-t+c=54-t (c=v(0)=0), s(t)y =27t +d=2,7-t* (d=5(0)=0)
1.8 1) Das Auto hat die konstante Beschleunigung —1,5m/s?. (Bremsverzégerung von 1,5 m/s?).
Oder: Pro Sekunde wird das Auto um 1,5m/s langsamer.
2) s(t)=20-t—3.¢?
1.9 1) Beim Differenzieren einer Polynomfunktion sinkt ihr Grad um 1.
R/(¥) ist eine lineare Funktion. = R(9) ist eine quadratische Funktion.
2) R”(9¥) = 0,0012 > 0 = R hat positive Krimmung  3) R(¥) = 0,55 - ¥ + 0,0006 - 92 + ¢
1.10 1) m(t) = —30-e~%%* —01-¢+40 2) 399,9... min
1.11 Die momentane Anderungsrate der Funktion v zum Zeitpunkt to ist v’(to) = a(to), also die Beschleunigung zum Zeitpunkt tq.
Zuriickgelegter Weg: s = 1,4 4+ s(4,5) — s(1) = 3,85m

1.13 Richtig ist die 4. Antwort von oben.

1.14 Richtig sind die 1. Antwort und die 3. Antwort von oben.

1.15 a =20

1.16 Der Graph der 1. Ableitung von f ist im Intervall (—oo;4) streng monoton fallend und die Graphen aller Stammfunktionen von f haben

an der Stelle x = 6 eine Wendestelle mit waagrechter Tangente.



https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/765/Ableitungs- und Stammfunktion.pdf
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2. UNTERSUMMEN, OBERSUMMEN & BESTIMMTES INTEGRAL

MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration
v' Arbeitsblatt — Bestimmtes Integral

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 12. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

- MmF

2.1
Der Graph der Funktion f mit f(z) = —0,1 - 2% + 7 schliet mit der z-Achse im Intervall [1;7] eine Fliche mit

Inhalt A ein. Der Flacheninhalt A wird durch die Untersumme U,, bzw. die Obersumme O,, mit n gleich breiten

Rechtecken angenéhert.

y / y y /
JUNSEE S P JUNSEE ST ¥ JUNBEE ST

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 A 2 . 2

\ \\ \
1 1 A 1
X €T X

10 1 2 3 4 5 6 7 8149 10 1 2 3 4 5 6 7 849 10 1 2 3 4 5 6 7 89

a) Berechne die Untersumme Uz und die Obersumme Oj fiir n = 3 gleich breite Rechtecke.
b) Stelle mithilfe von n eine Formel fiir die Differenz O,, — U,, auf.

¢) Ab wie vielen gleich breiten Rechtecken unterscheiden sich Untersumme und Obersumme

um weniger als ¢ = 0,0017

. J

. MmF

5
Die Funktion f mit f(z) =+/z ist monoton wachsend. Das bestimmte Integral / f(z) dz wird durch
1

die Untersumme U,, bzw. die Obersumme O,, mit n gleich breiten Rechtecken angenéhert:

Fiir die Summe der Flacheninhalte aller Fehlerrechtecke E,, gilt: E, = O,, — U,

a) Berechne E4, Eg und Ey;.
b) Stelle mithilfe von n eine Formel fir E,, auf.

c) Ab wie vielen gleich breiten Rechtecken unterscheiden sich Untersumme und Obersumme

um weniger als € = 0,0017



https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-kulturtechnik-integration/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-kulturtechnik-integration/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-bestimmtes-integral/
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Mathematik_auf_Augenhoehe_12_Schulstufe.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/materialien/
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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S . & MmF
3,5
Die Funktion f mit f(z) =e™* ist monoton fallend. Das bestimmte Integral (z) dz wird durch
0,5
die Untersumme U,, bzw. die Obersumme O,, mit n gleich breiten Rechtecken angenéhert.
Fiir die Summe der Fliacheninhalte aller Fehlerrechtecke E,, gilt: E, = O, — U,
a) Berechne Ey, Eg und Eig.
b) Stelle mithilfe von n eine Formel fiir £, auf.
¢) Ab wie vielen gleich breiten Rechtecken unterscheiden sich Untersumme und Obersumme
um weniger als ¢ = 0,0017
MmF

2.4

Du néherst den Flacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius 1 durch Unter- und Obersummen mit gleich breiten

Rechtecken an:

Y Y Y

1 —_— 1 —— 1

Z. T Z.
0 1 0 1 0 1

a) Wie grofl musst du n wihlen, damit sich Unter- und Obersumme um héchstens 0,01 unterscheiden?

1
b) Wie grof} ist / VvV1—22dz?
0

~WBE MmF
Die Funktion f ist streng monoton fallend und positiv gekriimmt. A oof
Das Intervall [2;12] ist in 5 gleich breite Teile zerlegt. \
Os ist die zugehorige Obersumme. Us ist die zugehorige Untersumme. ‘
Os - U
a) Begriinde, warum % = f(2) — f(12) gilt.
19) U 12
b) Begriinde, warum Yot s > () dz gilt. s T =
2 i 2 12
Ao T <¢-MmF
1 < 1
Wir untersuchen das Verhalten von — - Z i3 = - (13 +23 433 4. 4 n?’) fiir n —» 0.
nt n
1 n
a) Berechne il Zi?’ firn=1,2,3.
i=1
b) Berechne lim L ~zn:i3
n—oo n — ’

Hinweis: Teile das Intervall [0;1] in n gleich breite Teile, und berechne die Obersumme von f(z) = z>.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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-~ a

<z MmF

2.7

1
Wir berechnen / z?dz als Grenzwert von Obersummen.
0
Datfiir zerlegen wir das Intervall [0; 1] in n gleich breite Teile.

a) Stelle jeweils mithilfe von n eine Formel auf.

i) Jedes der n Rechtecke hat die Breite

b) Mit vollstindiger Induktion kann man zeigen, dass gilt:

3 2
1
124924324 ... 2_ M2
2B = bt

Zeige damit, dass fiir die Obersumme O,, gilt:

1 1 1
Op==+—+—
3+2-n+6-n3

1
c) Berechne / f(z)dz als Grenzwert der Obersummen O,, fiir n — oco.
0

ii) Das erste Rechteck hat die Hohe f(z1) : und den Flicheninhalt
iii) Das zweite Rechteck hat die Hohe f(z2) = und den Flicheninhalt
iv) Das dritte Rechteck hat die Hohe f(z3) = und den Flicheninhalt

08

06

04

02

1
2
/ z*dx
0

0 1 T2 T3

a

2.8

Bei einem Fallschirmsprung wurde der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit eines Fallschirmspringers aufgezeich-
net. Im nachstehenden Diagramm wird diese Geschwindigkeit fiir die ersten 80 Sekunden nach dem Absprung

veranschaulicht. 55 Sekunden nach dem Absprung zieht der Fallschirmspringer die Reiflleine, der Fallschirm 6ffnet

sich.
604 Geschwindigkeit in m/s

1) Schitzen Sie den Flicheninhalt zwischen der
7 Geschwindigkeitskurve und der Zeitachse im Inter-
401 vall [0s;558] ab.
30
20+ 2) Interpretieren Sie die Bedeutung dieses Fliachenin-
104 halts im gegebenen Sachzusammenhang unter Angabe
. zetnechdemAbspungins der entsprechenden Einheit.

0 10 20 30 40 50 60 70 80

desministerium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung
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T = desministerium
2 9 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Eine Druckerei soll Grulkarten nach folgendem Entwurf herstellen:

221 yincm D
™ 20
e/ 18
16
14
1244
10
8
6
4
% xincm
zugekiappt aufgekiappt 2 Jo2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22

Der Flicheninhalt der GruBlkarte betrigt 346,85 cm?.

Zur ndherungsweisen Berechnung ist es moglich, ein Trapez und ein Rechteck zu verwenden.
Die Koordinaten der Punkte sind A = (0 | 13) und D = (9,42 | 20,35).

Die untere Kante der Karte liegt auf der xz-Achse und ist insgesamt 18,84 cm lang.

1) Berechnen Sie mithilfe der oben beschriebenen Ndherung den Flacheninhalt der Grufikarte.

- d inisterium
2 10 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

In den nachstehenden Abbildungen sind jeweils der Graph einer Funktion f sowie eine Untersumme U (= Summe

der Fliacheninhalte der dunkel markierten, gleich breiten Rechtecke) und eine Obersumme O (= Summe der

Flacheninhalte der dunkel und hell markierten, gleich breiten Rechtecke) im Intervall [—a; a] dargestellt.

Aufgabenstellung:
Fiir zwei Funktionen, deren Graph nachstehend abgebildet ist, gilt bei konstanter Rechteckbreite im
Intervall [—a; a] die Beziehung Fla)de = 0 —;— U .

—a

Kreuzen Sie die beiden Abbildungen an, bei denen die gegebene Beziehung erfiillt ist!

11
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2.1 a) U3 =254 Obersumme: O3 =35 b) O, —U, = %

2.2 a) B4 = 1,236..., Bs = 0,618..., E16 = 0,309... b) E, =
2.3 a) B, = 0,432..., Bs = 0,216..., E16 = 0,108... b) E,

9—8.21=2%8  ¢)ab 28801 Rechtecken

-(v/5—1) c) ab 4945 Rechtecken
c(e7%5 —e735)  ¢) ab 1729 Rechtecken

3w 3 o

2.4 a)n>100 b) g
2.5 a) Esgilt Os —Us =2 (f(2) — f(12)), da die hellen Fliachen zu einem Rechteck zusammengeschoben werden kénnen.

b) % ist eine Summe von Trapezflicheninhalten. (Weile Punkte am Graphen schrittweise verbinden.)

Die Ungleichung ergibt sich aus der positiven Kriimmung von f.

2.6 a)n:1:>1n:2:>1—9620,5625n:3:>220,444.“ b) 0,25

2.7 a) i) Jedes der n Rechtecke hat die Breite %.
ii) Das erste Rechteck hat die Hohe f(z1) = 71725 und den Flacheninhalt % .
iii) Das zweite Rechteck hat die Hohe f(z2) = i—z und den Flacheninhalt i—é .

iv) Das dritte Rechteck hat die Hohe f(z3) = %25 und den Flacheninhalt 73% .

2 2 2 2 3 2
iz 27 3- nt _ 1 (n n 1) - 1 1 1

b) 3+ttt i3=13 (3 + %5 +6) ston tos
1

c) 3

2.8 1) Toleranzbereich: [2400;2900]  2) Der Flicheninhalt entspricht der Fallstrecke in den ersten 55 Sekunden in Metern.
2.9 A = 348,7755
2.10 Richtig sind in der linken Spalte die 1. Antwort und die 3. Antwort von oben.

12




PROJEKT MMF AS — INTEGRALRECHNUNG

3. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

MmF-Materialien %_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 12. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
S % B MmF
Fiir die lineare Funktion f gilt: f(t)=2-t+1 ()
Fiir die Funktion F gilt: F(x) = /1’ ft)de ;
0 J
Zeige mit der Flacheninhaltsformel fiir Trapeze, dass F' die quadratische Funktion mit
Fz)=a2>+=x F(z) .
ist. Es gilt also tatsachlich F'(z) = f(x). / 0 z
2 Y B MmF
Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f ist im Intervall [0;9] dargestellt.
a) Vervollstandige die Wertetabelle und skizziere den Graphen der Funktion F(z) = / ’ f(t)dt.
0

0 o]y b) Trage die richtigen Zahlen in die Késtchen ein:

1 7 1) Im Intervall [0;3] ist F eine lineare Funktion

2 Z mit Steigung | |

3 N I I I I

4 3 2) An der Stelle x : 77777777777 hat F' ein

5 j f lokales Maximum,

z

‘ j N A A N\ O 3) Im Intervall [7;9] ist F eine lineare Funktion

; 2 mit Steigung k =

9
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AS — INTEGRALRECHNUNG

~wEEr MmF
Die Funktion F ist eine Stammfunktion von f. T F(x)
a) Bestimme mithilfe der Wertetabelle: F(5) — F(3) = 1 0
b) Erganze jeweils passende Integrationsgrenzen: 2 2
,,,,,,,,,,,,,, 3 12
/ () dt = F(5) — F(3) /;;;;;'f F(t)dt =34 4 36
5 80
S Y MmF
5|y Die Graphen der Funktionen f und F' sind im Intervall [1;12] dargestellt.
f
4 x
2 a) Fir die Funktion F gilt: F(z) = [.... f(t)de
o NN
1 - Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.
o 3 4 5w 121/ .
; b) Fiir die Funktion G gilt: G(z) = / f(t)dt
) bl 10
-3
4 Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein: F(z) — G(z) =
AU 35 MmF

Der Graph der Funktion f mit

ist rechts dargestellt.

9
a) Berechne/ flx)de.
4

f(x)=01-2°-1,9-22 +10,4 -z — 14

b) Berechne den Flicheninhalt, den der Graph mit der z-Achse im Intervall [4;9] einschlieft.

-1 0

Jr@)
f
2
1 /
1/b 3 4 5 6 Wo

~WEE MmF
Berechne das bestimmte Integral mit dem Hauptsatz.
4 10 -1
22 42 »
a) /1 (5 2" =5 +1) dz d) /1 2 dt g) /_3 4% dx
5 2, ™2 cos(x)
b) / (2 —9) da e) / Va?dx h) / dz
-3 -2 0 5
)/27 v q f)/4 L 4 ’)/53d
c -eTdx —dy i —dz
-1 2 3y 2 T
AV g MmF

Fiir die Funktion F' gilt: F(z) = / (6-1* —2-t4+1)dt
2

Ermittle einen Funktionsterm von F' ohne Integralsymbol.

F(z) :

14
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\

V38 " <z MmF

1
Fiir die rechts dargestellte Funktion f gilt: f(x) = e Y

a) Ermittle eine Stammfunktion F' von f.

4
b) Rechne nach, dass F(3) — F(—1) = —3 gilt. :
3 o 1

4
¢) Erklare anhand des Funktionsgraphen, warum / f(z)dx nicht -3 sein kann. : L

1 2 -1 0 1 2 3 4
b
Damit / f(z)dz = F(b) — F(a) sicher stimmt, muss f im Intervall [a;b] iiberall definiert und stetig sein.
a

1
Die Funktion f(z)= —; ist aber an der Stelle x = 0 nicht definiert.
x

-

39 T <7z MmF

2 2

Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(x) = a mit a >0

a3

a) Stelle mithilfe von a jeweils eine Formel fiir die beiden Nullstellen von f auf.

b) Zeige, dass der markierte Flacheninhalt nicht von a abhéngt. / N\

a

a =

B\\d:n ‘\szsen‘::";\a:t\
3.10 s
" ul

nd Forschung

A f(x) i
Ein Unternehmen, das Skate-Parks errichtet, plant eine neue Minirampe. wmnm

Das seitliche Profil der Rampe kann durch eine Parabel 2. Ordnung mo-

delliert werden:

f15m™

fx)=02-2> -2 2+495 mit 1,5<2<45

seitliches Profil

x ... waagrechte Entfernung von der Riickwand in Metern (m) T Remee

f(z) ... Hohe der Rampe in Metern (m) an der Stelle =

xinm
-

Boden
1) Berechnen Sie den Inhalt der Querschnittsfliche einer seitlichen Abdeckung. Entnehmen Sie die dazu notwen-
digen Werte der Abbildung.

S

a =

3.11 E\r\\dung‘ \szsen‘::";\a:t\

d Forschung

fix) in dm
Eine Groibank erteilt einer Druckerei den Auftrag, quadratische Platte

P

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

o =

ihre Bankenlogos anzufertigen.
Das Logo wird auf quadratische Platten gedruckt.
Die Begrenzungslinie des Logos wird durch die Funktion f beschrieben.
1 3 33
fla ’

2
= — .3 _ 2. 2. 4

A R T
x, f(x) ... Koordination in dm

o 4 N W A OO O N ® ©

1) Berechnen Sie den Flicheninhalt der schraffierten Fléche.

xindm
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- a =

Bildung, Wissenschaft )

3.12

Wiéhrend eines Nachmittags, an dem es ein Gewitter gab, wurde die
Veranderung der Temperatur ermittelt. Die Funktion 7" beschreibt die
momentane Anderungsrate der Temperatur in Abhingigkeit von der
Zeit t (siehe nebenstehende Abbildung).

t... Zeit seit Beginn der Messung in h

T'(t) ... momentane Anderungsrate der Temperatur zur Zeit ¢ in °C/h

Die Funktion 7" hat an der Stelle ¢o eine Nullstelle (siche nebenstehen-
de Abbildung).

1) Kreuzen Sie die zutreffende Aussage rechts an.

Die absolute Temperaturdnderung in einem Zeitintervall [t1;¢2] kann
durch das Integral fttf T'(t) dt berechnet werden.

2) Bestimmen Sie mithilfe der obigen Abbildung niherungsweise die

absolute Temperaturanderung im Zeitintervall [1,25;1,5].

T'(t)in °C/h

und Forschung

tinh

1 1.25

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle t, eine Maximumstelle.

Jede Stammfunktion von T” hat an der
Stelle ¢, eine Minimumstelle.

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle t, eine Nullstelle.

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle t, eine Wendestelle.

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle t, eine positive Steigung.

O/ojo|g|d

(fO) + f(=) - =

3.1 Flacheninhalt von Trapez: F(z) = 5 =224z (oder: Rechteck und rechtwinkliges Dreieck)
z | F(x) sY
7
0 0 (a
1 2 6
2 4 5
3 6 4
32a)l4] 75 3 b) 1)2 2)5 3) -2
5 8 2
f
6 7,5 1
7 6 o z
3 1 ) 12 3 4 5\6 7 8 9
9 2
-2
5 . 4 _
3.3 a) 68 b) f3 f(t)dt = F(5) — F(3) fz F(t)dt =34
34 a)2 b)l
3.5 a) 4,458... b) 8,591...
3.6 a) 104,25 b) —36 c) 49,14... d) 37,8 e) 3,809... f)0,231... g) 0,169... h) 0,2 i) 2,748...
3.7 F(z)=2-2% —2% + 2 — 14
3.8 a) F(z) = —% b) Der Graph von f verliduft nur oberhalb der z-Achse, also muss das bestimmte Integral positiv sein.
3.9 a)z1 = —a,z2s=a b)fa f(z)dz = %
3.10 A =6,3m?
3.11 55dm?
3.12 1) Richtig ist die 2. Antwort von oben. 2) &~ 1,3°C  Toleranzbereich: [1,2; 1,45]
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\

y a

4. TFLACHENINHALTE ZWISCHEN FUNKTIONSGRAPHEN

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Flacheninhalte zwischen Funktionsgraphen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 12. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

4.1

Fiir die zwei quadratischen Funktionen f und g gilt:

MmF

Sy

f(x):—%-xQ—I—Q-x—l—Q bzw. g(x):%~x2+1i5-x+2 )
a) Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte S; und Ss. g
b) Berechne den Flicheninhalt, den die Funktionsgraphen zwischen den f
beiden Schnittstellen einschlieflen. /

-

4.2
Fir die zwei kubischen Funktionen f und g gilt:

flx)y=2>+5-2>+2-2—-8 baw. g(z)=2°+3-2>+4-2+16

a) Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte S; und Ss.

b) Berechne den Flicheninhalt, den die Graphen zwischen den beiden

Schnittstellen einschlieflen.

.

a

4.3
Fiir die zwei quadratischen Funktionen f und g gilt:
1 13 11 2 1 44
f(x):_i'$2+z'l'—? bzw. g(x):1—5.x2+g.x_ﬁ

Gesucht ist der eingezeichnete Flacheninhalt A.

7
a) Tobias behauptet, dass A = / (f(z) — g(x)) dz gilt.
2

Erklédre, warum seine Behauptung nicht stimmt.

b) Berechne A.

17
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-

\

Bildung, Wissenschaft )
4.4 und Forschun:

Ein rechteckiges Blumenbeet mit den Seitenldngen b und h ist in fodinm Rosen

einen Bereich fiir Rosen und einen Bereich fur Tulpen unterteilt. Die

Begrenzungslinie zwischen diesen Bereichen kann modellhaft durch A - Tulpen

den Graphen der Funktion f beschrieben werden (siche nebenste-
hende Abblldung) | Xxinm

o a b

1) Stellen Sie mithilfe der Abbildung eine Formel zur Berechnung des Inhalts A der grau markierten Fléche auf.

A:

J

-

A di ium
4.5 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Die Geschwindigkeiten von 2 PKWs (PKW A und PKW B) werden als Funktionen in Abhéngigkeit von der Zeit

modelliert. Im unten stehenden Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm sind die zugehorigen Graphen dargestellt.

Die Zeit t wird in Sekunden angegeben, die Geschwindigkeiten werden in m/s angegeben.

144 v, (1), v,(0), v,(t) in m/s

121 ) PKW A und PKW B starten zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus dem Stillstand.
Sie haben beide zum Zeitpunkt ¢ = 10 eine Geschwindigkeit von 12m/s.

PKW A bewegt sich fiir ¢ € [0; 6] mit der Geschwindigkeit vy (¢) und
fiir ¢ € [6;10] mit der konstanten Geschwindigkeit va(t).

PKW B bewegt sich fiir ¢ € [0;10] mit der Geschwindigkeit v3(t) = 0,12 - ¢2.

tins
T T T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Aufgabenstellung:
Im Zeitintervall [0; 6] legt PKW A eine Strecke von 36 m zuriick.
Im Zeitintervall [0;¢1] mit 6 < ¢; <10 legt PKW A eine Strecke mit der Lange d zuriick (d in m).

1) Geben Sie d in Abhéngigkeit von ¢; an.

d:

Im Zeitintervall [0;10] legt PKW A eine langere Strecke als PKW B zuriick.

2) Berechnen Sie, um wie viele Meter diese Strecke ldnger ist.
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-

4.6

Der Entwurf fiir das Ornament auf einem Skateboard wird in einem Koordinatensystem dargestellt:

25 4 e¥), fix), gx), h(x) incm

oYY

€ f xincm

4o 35 80 25 20 15 {0 5 5 {0 15 20 25 30 85 40

Die markierten Farbflichen werden durch die Rédnder des Skateboards und die Graphen folgender quadratischer

Funktionen begrenzt:

_ L2
e(z) = —0,04- 2% +20 x ... horizontale Koordinate in cm
f(z) =—0,04-2%+15 e(z), f(z), g(x), h(z)...vertikale Koordinate in cm

h(z) =0,04- 22 +5
Der Graph der Funktion g entsteht durch Verschiebung des Graphen der Funktion h entlang der vertikalen Achse.

1) Stellen Sie eine Gleichung der Funktion g auf.
2) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der Graphen der Funktionen e und h.
3) Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Fldche.

-~ i ium
4 7 Bildung, Wissenschaft )

und Forschung

Nach Beginn einer korperlichen Belastung beim Sport (Arbeitsphase) passt sich das Atmungssystem nur verzogert
dem erhohten Sauerstoffbedarf an. Erst nach einigen Minuten wird eine ausreichende Versorgung erreicht. Bis

dahin kommt es zu einem Sauerstoffdefizit.

Sauerstoffaufnahme
in Litern pro Minute

Ruhephase: Arbeitsphase mit Sauerstoffdefizit :

o o ————— . 1) Stellen Sie eine Formel auf, mit der man das Sauerstoffdefizit D

(grau markierte Flidche in nebenstehender Skizze) berechnen

kann, wenn eine Gleichung der Funktion s bekannt ist.

D:E

2) Geben Sie die Einheit von D an.

Zeit in Minuten

1
I
I
I
I
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
T
t
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-

Z..

4.8
Ein Schmuckstiick wird geméfl nebenstehender Skizze in den schraffierten
Teilen mit Blattgold belegt. !
. waagrechte Koordinate in cm ﬁ o -
f(z) ... Funktionswert an der Stelle z in cm /

g(x) ... Funktionswert an der Stelle x in cm g

Der Koordinatenursprung des Koordinatensystems liegt im Punkt M.

Die Begrenzungslinien der Blattgoldfliche sind aulen Parabeln und innen ein Kreis.
Die 1. Parabel wird durch die Funktion

beschrieben, die 2. Parabel durch die Funktion

a) Berechnen Sie die Lange s.

b) Berechnen Sie, wie gro§ die Flache ist, die mit Blattgold belegt werden soll.

6cm

8cm

f(x):—g-x2+2

J

= b e
Ein Goldschmied fertigt Schmuckstiicke nach kreisrunden Designvorlagen.

Die kreisrunde Designvorlage fiir einen Armbandanhénger wird durch die in der

Abbildung veranschaulichte Fliache zwischen den beiden Funktionsgraphen von 9 0s
g und h geteilt. h
8 8 05 i - C1m5
hz)=--2°— = , ,
(x) 3 ¥ "5 ¢

x, g(z), h(x) ... Koordinaten in Zentimetern (cm)

1) Erkliren Sie, was eine Multiplikation einer Funktion mit einem Faktor a > 0 bewirkt.
2) Begriinden Sie, warum gilt: / (9(x) — h(z)) dz = 0.

3) Bestimmen Sie den Faktor a so, dass der schraffierte Flicheninhalt 0,4 cm? betriigt.

= Bundesministerium

9K), h(x) incm

glx)=a-h(x) mita>0

1

-1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

4.8
4.9

a) S1=(01]2),S2=(3]|4) b)A=26

a) S; =(—3]4), S2=(4]144) b) A=114,33...

a) Zur Umrandung der Fliche sind andere Integralgrenzen notwendig: f in [2;7] und g in [4;7]  b) 10,80...

A= b~h—fabf(x)d9c

1) d=36+12-(t; —6) 2)44m

g(z) = 0,04 - 22 Schnittpunkte: (13,69... | 12,5), (—13,69... | 12,5) A =104,49... cm?

1) D = (t2 — t1) - SArbeit — f:f s(t)ydt 2) L

a) s =3,11...cm b) A = 15,82...cm>

1) Die Multiplikation mit einem Faktor a > 0 bewirkt eine Streckung/Stauchung des Graphen in vertikaler Richtung um den Faktor a.
2) Die Fliche unterhalb der z-Achse ist gleich gro8 wie die Fliche oberhalb der z-Achse. Der orientierte Flicheninhalt ist daher 0.
3) a=19
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5. PHYSIKALISCHE ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

[==
MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Physikalische Anwendungen der Differential- und Integralrechnung

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 12. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

AU 51 MmF
Die nachstehende Abbildung zeigt schematisch einen Geschwindigkeitsverlauf:
a) v ist eine stiickweise lineare Funktion. Ermittle die Geschwindigkeiten auf den einzelnen Abschnitten.
fiir 0 < t < 0,1 u(t) in km/h
fiir 0,1 < ¢ < 0,4 @
fiir 0,4 <t < 0,5 15
v(t) = fir 0,5 <t < 0,6 10
fiir 0,6 <t <0,7
5
fir 0,7 <¢<0,9
tinh
fuir 09<t<1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11
b) Veranschauliche in der obigen Abbildung den in den letzten 18 Minuten zuriickgelegten Weg,.
¢) Ermittle den zuriickgelegten Weg fiir das Zeitintervall [0h; 0,6 h].
52 © MmF
FEin Hubschrauber steht auf einer waagrechten Plattform. 5|u(t) in m/s

Er steigt lotrecht nach oben und sinkt dann wieder lotrecht nach unten.
Der Graph von v gibt die Geschwindigkeit in m/s wiahrend des
70 Sekunden langen Steig-Sink-Fluges an. 1

Dabei gibt der Betrag einer positiven (bzw. negativen) Geschwindigkeit °

an, wie schnell der Hubschrauber nach oben (bzw. unten) fliegt.

Untersuche, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

richtig falsch

Die Beschleunigung beim Steigflug ist nach 16,4 Sekunden am grofiten.

Der Betrag der Sinkgeschwindigkeit ist nie grofier als 5 km /h.

Fiir den Abstand h des hochsten Punktes vom Boden gilt: h = 016’4 v(t)dt

Fiir den gesamten zuriickgelegten Weg w gilt: w = f040 v(t)dt — 4700 v(t) dt

Nach 70 Sekunden landet der Hubschrauber wieder auf der Plattform.
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Der Bremsvorgang bei einer Autofahrt wird durch folgende Funktion v beschrieben (¢ in Sekunden, v(t) in m/s):

0
0=

Berechne die Geschwindigkeit des Autos, nachdem es 80 m zuriickgelegt hat.

AV MmF

Der Graph beschreibt die Beschleunigung a eines Korpers in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

Die Anfangswerte fiir die Geschwindigkeit v und den Weg s sind: 1974(¢) in m/s?

v(0) =20m/s, s(0) =0m : \

a) Ermittle die Geschwindigkeitszunahme im Zeitintervall [25; 50].
b) Ermittle den Funktionsterm fiir den Weg s:

_ tin s
s(t) = 0 10 20 30 40 50
- a MmF

5.5
Bei einer Gameshow miissen Kandidat*innen mit einem Auto in 10 Sekunden einen moglichst langen Weg zuriick-

legen. Dabei gelten die folgenden Spielregeln und Einschriankungen:

e Zu Beginn und nach 10 Sekunden muss das Auto stillstehen.
e Das Auto beschleunigt bei Vollgas konstant mit amax = 6 m/ 2.
 Das Auto hat bei einer Vollbremsung die konstante Bremsverzdgerung api, = —9m/s?.

e Die Maximalgeschwindigkeit des Autos betrigt vmax = 170km /h.

Wie lang ist die maximal zuriicklegbare Strecke unter diesen Bedingungen?

\ J

A - d ium
5.6 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Die Geschwindigkeit einer Trainingsfahrt in Abhangigkeit von der Zeit kann fir einen Abschnitt durch folgende

a

Funktion ndherungsweise beschrieben werden:
v(t) = —0,045 - 1% 4+ 6,594 - t — 204,571 mit 60 < t < 90

t... Zeit in Sekunden (s)
v(t) ... Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)

1) Bestimmen Sie denjenigen Zeitpunkt, zu dem die Geschwindigkeit in diesem Abschnitt maximal ist.

2) Stellen Sie eine Formel auf, mit der der Weg, der in diesem Abschnitt zuriickgelegt wird, berechnet werden

kann.
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5.7

Sabine und Johanna fahren mit ihren Fahrradern auf einem Radweg in Richtung Ludwigshafen.
Ludwigshafen

Sabine startet im 12 Kilometer von Bregenz entfernten Lindau und

fahrt mit einer konstanten Geschwindigkeit von 15km/h.

Johanna startet mit einem E-Bike eine Stunde spéter in Bregenz und

Lindau

fahrt mit einer konstanten Geschwindigkeit von 30km/h. 2 km

Bregenz

Entfernung von Bregenz in km Sabines Entfernung von Bregenz kann ndherungsweise durch die lineare
60

s Funktion S beschrieben werden.

404 1) Zeichnen Sie im nebenstehenden Diagramm den Graphen der linea-

20 ren Funktion J ein, der Johannas Entfernung von Bregenz darstellt.

ot 05 1 15 2 25 3 a5 4 2) Lesen Sie ab, wie lange Johanna unterwegs ist, bis sie Sabine einholt.

Zeit nach Sabines Start in h

Auch Otto fahrt auf diesem Radweg von Bregenz in Richtung Ludwigshafen. Seine Geschwindigkeit kann durch
eine Funktion v beschrieben werden.
t...Zeit in h v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in km/h

2
3) Beschreiben Sie unter Angabe der entsprechenden Einheit, was mit / v(t) dt im gegebenen Sachzusammen-
0

hang berechnet wird.

a

= ium

— ¥ d P
5 8 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Die Streckenlénge eines Marathons betragt 42,195 km.

Der Verlauf der Geschwindigkeit einer Marathonlduferin ldsst @ in v

sich ndherungsweise durch eine lineare Funktion v beschreiben. 191 ,
Der Graph dieser Funktion ist in der nebenstehenden Abbil-

dung dargestellt.

101
1) Ermitteln Sie aus der nebenstehenden Abbildung die
Steigung dieser linearen Funktion.
2) Interpretieren Sie b in der nachstehenden Gleichung im 51

gegebenen Sachzusammenhang unter Angabe der entspre-

chenden Einheit. tinh

b
/ v(t) dt = 42,195 km
0
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Bei einer Bruchbiegepriifung wird die Festigkeit von Materialproben bestimmt.

Unter Erhéhung des Betrags der Kraft F in Newton (N) wird die verursachte Verformung z in Millimetern (mm)
ermittelt. Das Kraft-Verformungs-Diagramm beschreibt den Zusammenhang von Kraft und Verformung.

Der Verlauf einer Bruchbiegepriifung an einer Holzprobe ist im nachstehenden Kraft-Verformungs-Diagramm

dargestellt.
18000 - —d-—d--co-boobo oLl L L
16000:
14000:
12000: 2_e=fIIICC Tl
10000:
8000:

6000 A

4000 4

F, proportionaler Bereich

2000 1

Verfo%mung X inmm

o 2 4 6 8 {0 12 14 16
2

Fg(x):—¥~x2+3750~x710000 mit 8 < z < 15,1

a) Berechnen Sie die maximale Kraft im dargestellten Bruchbiegeversuch mithilfe der Differenzialrechnung.

b) Nach einer Verformung von 15,1 mm kam es zum Bruch.

1) Ermitteln Sie die Gleichung der Funktion Fj.
2) Berechnen Sie die Arbeit W, die bis zum Bruch verrichtet wurde.

™~ 510 ™ = sdemiisteran

und Forschung

Fiir den Zeitraum von 1990 bis 2010 wurden die Feinstaubemissionen in verschiedenen Bereichen aufgezeichnet.

Die Feinstaubemissionswerte der Industrie lassen sich anndhernd durch die Funktion E mit
E(t)=2,5-1* —50 -t + 12500

beschreiben.
t... Zeit in Jahren nach Jahresbeginn 1990 mit 0 <t < 20
E(t)... Emission zur Zeit ¢ in Tonnen pro Jahr

F ist derjenige Flacheninhalt, der vom Graphen der Funktion E und der horizontalen Achse im Intervall [0;20]

eingeschlossen wird.

1) Berechnen Sie den Flicheninhalt F'.

2) Interpretieren Sie die Bedeutung des Flicheninhalts F' im gegebenen Sachzusammenhang.
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5.11 o
Ein Werkstiick wird von einem Servomotor auf einem ge- 1,6 Geschwindigkeit in m/s
radlinigen Forderband vor- und zuriickbewegt. Das zugehorige 14
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm ist in der nebenstehenden Abbil- 1.2

dung dargestellt.
0,8
1) Markieren Sie in der Abbildung das gesamte Zeitintervall, in 06

dem die Beschleunigung negativ ist. 04
2) Erkldren Sie anhand der obigen Abbildung, warum die Position 0.2 S
0
des Werkstiicks am Ende der Bewegung nicht der Position am o 05 1 15 5 25
Anfang der Bewegung entspricht. i
- 5.12 - - LBw\duVrvg‘ Wwv:.scn‘:crrwa"t\

Der ,Energieverbrauch® in Kilojoule (kJ) pro Minute (min) beim Joggen ist unter anderem abhiingig von der
Korpermasse in Kilogramm (kg). Der ,Energieverbrauch® bei einer bestimmten Geschwindigkeit durch ebenes
Geldnde wird durch die folgende Tabelle beschrieben:

Korpermasse

in kg 50 60 70 80 90 100

,Energieverbrauch”

in kJ pro min 58 66 73 82 90 98

Eine Joggerin mit einer Korpermasse von 60kg joggt bergauf. Dabei bleibt der ,Energieverbrauch“ pro Minute

nicht konstant und kann ndherungsweise durch die folgende quadratische Funktion beschrieben werden:
f(t)=—-0,05-t*+3-t+66  Omin <t < 30min

t... Zeit in Minuten (min)

f(t)... ,Energieverbrauch“ in Kilojoule pro Minute (kJ/min) zum Zeitpunkt ¢

Der ,,Gesamtenergieverbrauch“ E wahrend des Trainings l&sst sich iiber diejenige Fléche berechnen, die der Graph

der Funktion f mit der Zeitachse im Intervall [0 min; ¢ min| einschliefit.

1) Stellen Sie diejenige Gleichung auf, aus der man die Zeitdauer berechnen kann, die die Joggerin bergauf laufen

miisste, um die gleiche Menge an Energie zu verbrauchen, die sie fiir 30 min Joggen in der Ebene benétigt.

@ AF B Tl

Die Querschnittsfliche eines Kanals ist unten von einer Randkurve begrenzt, die mit der Funktion f beschrieben

werden kann, wobei der Wasserspiegel genau entlang der z-Achse verlduft (siehe nachstehende Abbildung).
Fir die Funktion f gilt: o inm
f(x):0,015l'4—3 \ 0 /xinm

5 A\B 2 oi 2 E]is
x, f(xz)...inm ] f

a) Berechnen Sie jenen Winkel, den die Seitenwénde mit der z-Achse einschlielen.

b) Das Wasser flieit mit einer Geschwindigkeit von 1,2m/s durch den Kanal.

Berechnen Sie, wie viele Kubikmeter Wasser pro Sekunde durch den Kanalquerschnitt flieen.
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5.14

Der Zusammenhang zwischen dem Alter und der durchschnittlichen Héhe von Fichten kann nédherungsweise mit-

hilfe einer Funktion h beschrieben werden:
t > 0... Alter in Jahren

h(t) ... durchschnittliche Hohe im Alter ¢ in Metern
a > 0... Parameter in m

h'(t) in Metern/Jahr

b > 0... Parameter in Jahren

In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph der mo-
mentanen Anderungsrate der durchschnittlichen Hohe eines
Fichtenbestandes h’ dargestellt.

1) Interpretieren Sie die Bedeutung des Inhalts der schraf-

Alter in Jahren

0 h 20 3 20 50 6 70 fierten Fléache im gegebenen Sachzusammenhang.

a

- desministerium
ildung, issenschaf’
5 15 Bildung, W haft )
.

und Forschung

Die Geschwindigkeiten von Personenaufziigen konnen sich je nach Bauart und Gebdudehohe sehr stark unterschei-
den. Die nachstehende Abbildung zeigt das Zeit-Beschleunigung-Diagramm fiir eine 20s dauernde Aufzugsfahrt.
Zu Beginn und am Ende der Fahrt steht der Aufzug still. Die Zeit ¢ wird in Sekunden, die Beschleunigung a(t)
in m/s? angegeben. Die Beschleunigungswerte wurden mithilfe eines Sensors ermittelt und der Verlauf der

Beschleunigung wurde mit einer differenzierbaren Funktion a modelliert.

1T al)

t

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17\ 18 19 L0
-0,5 4

1) Geben Sie fur jeden im Folgenden genannten Abschnitt der dargestellten Aufzugsfahrt das entsprechende

Aufgabenstellung;:

Zeitintervall an.

Aufzug bremst ab:

Aufzug fahrt mit konstanter Geschwindigkeit:

Kim behauptet, dass die Geschwindigkeit des Aufzugs im Zeitintervall [1,5s;2s] konstant bleibt.

2) Geben Sie an, ob Kim recht hat, und begriinden Sie IThre Entscheidung

3) Ermitteln Sie anhand der gegebenen Abbildung néherungsweise die Hochstgeschwindigkeit vyax wihrend der
dargestellten Aufzugsfahrt.

Der Graph der Funktion a schlieit mit der ¢-Achse in den Zeitintervallen [0; 3,5] und [17; 20] jeweils ein Flachenstiick

eln.

4) Begriinden Sie, warum im gegebenen Kontext die Inhalte dieser beiden Flachenstiicke gleich groff sein miissen.
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5.2

5.3
5.4
5.5
5.6

5.7

5.9
5.10

5.11

5.12
5.13
5.14

5.15

a) v(t)

200 -t

20

—120-t + 68
8

40-t— 16

12

—120 -t + 120

fiir 0 < t < 0,1
fiir 0,1 <t < 0,4
fiir 0,4 <t < 0,5
fiir 0,5 < t < 0,6
fiir 0,6 <t < 0,7
fiir 0,7 <t < 0,9

o(t) in km/h
2

b)

tinh

fiir 0,0 <t <1

c) s=9,2km

5.8 k

falsch. Die Beschleunigung ist 0 (Wendestelle im Zeit-Weg-Diagramm)
falsch. |vmin| & 2,5m/s = 9km/h

falsch. Das Integral gibt die erreichte Hohe beim Beginn der Bremsphase an.
richtig. Beachte, dass das bestimmte Integral von 40 bis 70 negativ ist.
falsch. Der erste Fliacheninhalt ist grofler als der zweite Flacheninhalt.

Die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt betrdgt 20 m/s.

a) 143,75m/s b) s(t) = —0,01-t> +4-t> 4+20-¢

180 m

t ~ 73,27s,

90
s = feo v(t) dt

Entfernung von Bregenz in km

60

40
1)

20

o+

0O 05 1 156 2

25 8 35 4
Zeit nach Sabines Start in h

2)
3)

Johanna ist 1,8 h unterwegs, bis sie Sabine einholt.

Es wird die Léange desjenigen Weges (Entfernung von Bregenz) in Kilometern berechnet, den Otto in den ersten 2 Stunden zuriickgelegt
hat.

—2,5km/h
_ Z20km/h ke
2,5h

a) Die maximale Kraft betriagt F»(12) = 12500 N.
F = 246 666,6... t

16 Geschwindigkeit in m/s 16

b ist die Laufzeit fir die gesamte Marathonstrecke in Stunden.

b) Fi(xz) = 1250 -z W = 123865,05... N - mm
Die Emission von Feinstaub betrug im Zeitraum 1990 bis 2010 insgesamt 246 666,6... t.

Geschwindigkelt in m/s

14 14

12 12
g
08
Zeitintervall, in dem die 06
Beschleunigung negatly ist
/ 04 Weglinge in
/ R g

06
Weglénge in

tung

04

02
0

/

/ Zeitins | Zaitins

0 05 1 15 2 ; 25 o 05 1 15 2

02

Der Flidcheninhalt oberhalb der Zeitachse (= Wegldnge in Vorwértsrichtung) ist grofer ist als jener unterhalb der Zeitachse (= Weglinge
in Riickwéartsrichtung). Das Werkstiick befindet sich am Ende der Bewegung also nicht wieder in der Ausgangsposition.

Die gesuchte Zeitdauer T ist eine Losung der Gleichung fOT f(t)dt = 1980.

a) 72,59...°  b) Pro Sekunde flielen 21,66... m* durch.

Der schraffierte Flacheninhalt betriagt f:oo h'(t)dt = h(60) — h(30). Das ist jener Wert in Metern, um den die durchschnittliche Hohe
des Fichtenbestands im Zeitraum von t = 30 Jahre bis t = 60 Jahre wachst.

1) Aufzug bremst ab: [17s;20s]

2) Kim hat nicht recht, da die Beschleunigung in diesem Zeitintervall konstant und positiv ist und somit die Geschwindigkeit gleichméBig

Aufzug fihrt mit konstanter Geschwindigkeit: [3,5s;17 s]

(linear) zunimmt.
3)
4)

Umax = 1,2m/s
Die Inhalte der beiden Flachenstiicke miissen gleich grof} sein, da die Geschwindigkeitszunahme wéhrend der Beschleunigungsphase

gleich groB wie die Geschwindigkeitsabnahme wiahrend des Abbremsvorgangs sein muss
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6. LINEARER MITTELWERT & MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG 7

j
MmF-Materialien '%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Integralrechnung

J
61 MmF
Berechne den durchschnittlichen Funktionswert (,linearen Mittelwert®) im gegebenen Intervall.
a) f(z) =2 in [0;5] b)g(x) =4 -z in [-2;2] c) h(z)=sin(z) in [0;5]
S . & MmF
Die quadratische Funktion f mit
fx)=—2-224+b-2—60
hat im Intervall [3;9] den durchschnittlichen Funktionswert 42. Berechne b.
~WeEr MmF
Der Graph der Weg-Zeit-Funktion s mit
1 4 5 5, 43
H=--t3— .24+ 2 ¢
=3 3" TG

ist links unten dargestellt (¢ in Sekunden, s(t) in Metern).
Zuriickgelegter Weg

a) Berechne die mittlere Geschwindigkeit v in [1; 6] direkt aus ihrer Definition: v = — -
Benotigte Zeit

b) Veranschauliche diese Berechnung von v im Bild links unten.

c) Ermittle eine Gleichung der zugehorigen Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v.
Der Graph dieser Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist rechts unten dargestellt.

d) Berechne die mittlere Geschwindigkeit v in [1; 6] als durchschnittlichen Funktionswert von v in [1;6].

e) Veranschauliche das Ergebnis dieser Berechnung von v im Bild rechts unten.

. s(t) in m 1

v(t) in m/s

20

¢ in Sckunden t in Sekunden
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 71 8
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Die (negative) Beschleunigung eines Flugzeugs vom Aufsetzen (¢ = 0) bis zum Stillstand ¢g kann modellhaft durch

eine lineare Funktion a beschrieben werden (siehe unten stehende Abbildung).
1) Zeichnen Sie in der nachstehenden Abbildung den linearen Mittelwert a (Integralmittelwert) der Funktion a
im Zeitintervall [0;¢s] ein.
[ Beschleunigung

Zeit

@) tg

A d i
6.5 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschun:

Bei einem Therapieverfahren wird die Kérpertemperatur bewusst stark erhoht (kiinstliches Fieber).

Die nebenstehende Grafik dokumentiert ndherungsweise den #2 ] Kerpertemperaturin °C f

Verlauf des kiinstlichen Fiebers bei einer solchen Behandlung. 411
401

Die Funktion f beschreibt den Zusammenhang zwischen Zeit

und Koérpertemperatur: 391

f(t)=—-018-t>40,85-t> 40,6 -t + 36,6 38

t... Zeit in Stunden (h) mit 0 <¢ <5 371

f(t)... Kérpertemperatur zur Zeit ¢ in °C Zeitin h
%5 1 2 3 4 5

1) Berechnen Sie die mittlere Korpertemperatur f im Intervall [0; 5].

y a = d ium
6 6 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Die Downloadgeschwindigkeit (in MBit/s) in Abhéngigkeit von der Zeit (in s) kann im Zeitintervall [0; 60] nédhe-

rungsweise durch eine Funktion dj, beschrieben werden.

60

1) Beschreiben Sie, was mit dem Ausdruck &0 dr(t)dt im gegebenen Sachzusammenhang berechnet wird.
0
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Die nachstehende Abbildung zeigt modellhaft den Verlauf der Geschwindigkeit eines Léufers wéahrend einer

Trainingseinheit von 25 min. Die abschnittsweise definierte lineare Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v setzt sich aus

8 Abschnitten zusammen.

240 Geschwindigkeit v(t) in m/min

200
160
120

80

40

Zeit tin min

0
012 3 45 6 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

1) Geben Sie an, in welchem der 8 Abschnitte die Beschleunigung am grofiten ist.

2) Erstellen Sie eine Gleichung der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v fir den Abschnitt 5, also fir das Zeitinter-
vall [11 min; 13 min].

3) Veranschaulichen Sie in der obigen Abbildung die Linge desjenigen Weges, den der Laufer in den ersten 11 min
zuriicklegt.

4) Ermitteln Sie die Lange des zuriickgelegten Weges in [0 min; 11 min] in Kilometern.

Der im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm dargestellte Verlauf kann im Zeitintervall [0 min; 25 min] durch die Funk-

tion v beschrieben werden.

5) Beschreiben Sie, was mit dem nachstehenden Ausdruck im gegebenen Sachzusammenhang berechnet wird.

Geben Sie dabei die entsprechende Einheit an.

1 25
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a a — Bundesmini
Bildung, Wi

schaft )
6.8 und Forschung o

Beim Wings for Life World Run starten alle Laufer/innen gleichzeitig. Eine halbe Stunde spéter verldsst ein

Verfolgerauto (,Catcher-Car“) den Start und fihrt den Léuferinnen und Léufern nach. Die Teilnehmer/innen

laufen jeweils so lange, bis sie vom Catcher-Car eingeholt werden.

a) Der vom Catcher-Car innerhalb der ersten 2,5 Stunden ab dem Start der Laufer/innen zuriickgelegte Weg

kann ndherungsweise durch die folgende stiickweise definierte Funktion s beschrieben werden:

oo ___0_____, fir t<0,5
s(t) = { | ' fir 0,5 <t
TTTHEI9 T T T fur 15<t

t... Zeit ab dem Start der Laufer/innen in h

s(t) ... der vom Catcher-Car zur Zeit ¢ zuriickgelegte Weg in km
Im Zeitintervall ]0,5; 1,5] fahrt das Catcher-Car mit konstanter Geschwindigkeit.
1) Ergénzen Sie die Weg-Zeit-Funktion fiir das Zeitintervall ]0,5; 1,5] in der gegebenen Funktionsdefinition.

Die Geschwindigkeit eines bestimmten Laufers kann ndherungsweise durch folgende Funktion v beschrieben

werden:
v(t) = —0,73 -t +243 -t + 10

t... Zeit ab dem Start des Laufers in h
v(t) ... Geschwindigkeit des Léufers zur Zeit ¢ in km/h

Der Laufer wird im Zeitintervall ]1,5; 2,5] eingeholt.
2) Berechnen Sie denjenigen Zeitpunkt, zu dem dieser Liufer vom Catcher-Car eingeholt wird.

b) Der zeitliche Verlauf der Herzfrequenz einer Lauferin kann ndherungsweise durch eine Funktion p beschrieben
werden. Der Graph von p ist in der nachstehenden Abbildung dargestellt. Der Flacheninhalt des grau markierten
Rechtecks entspricht dem Inhalt der Flache unter dem Funktionsgraphen von p im Intervall [0;¢1].

Herzfrequenz in Schidgen pro Minute

/\ 1) Interpretieren Sie die Bedeutung von h im gegebe-
h

nen Sachzusammenhang.

2) Erstellen Sie mithilfe der nebenstehenden Abbil-
dung eine Formel zur Berechnung von h, wenn die

Funktion p bekannt ist.

h =

Zeit in Minuten

o t

31


https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/635/Wings for Life World Run.pdf

PROJEKT MMF AS — INTEGRALRECHNUNG

y a = ium

Bildung, Wissenschaft )
6.9 s

und Forschung

In der unten stehenden Grafik ist ein Erwarmungsvorgang dargestellt, der durch die Funktion 7" beschrieben wird:

T(t)=a-(1-¢¥)+20 mit ¢>0

100 Temperatur in °C

t... Zeit nach Beginn des Vorgangs in min s

T(t) ... Temperatur zur Zeit ¢t in °C ?8: T

a ... Konstante 28:

1) Ermitteln Sie mithilfe der nebenstehenden Abbildung die Konstante a. 28:

2) Interpretieren Sie die nachstehende Berechnung im gegebenen Sachzu- fé: T

N1 nhn. T T T T T T
sammenhang oo 10 20 0 40 50 60

1 b
7-/ T(t)dt = 60°C
b 0

6.1 a) 22 =8333... b) 0 c) 2 =0,6366...
6.2 b=30
s(t) inm

5

20
6.3 a) 5= 422 =4m/s b) :: As=20m

5

At=5s
¢ in Sekunden
0 1 2 3 4 5 6 8

o |e(t) inm/s

2
c)v(t)=t>—5-t+ 42

Q.
-~
]
Il
il

[Putdt=4am/s e

7= 4m/s

_;J, Sekunden,
6 7 8

Beschieunigung

6.4

7

6.5 1) t=39,55...°C
6.6 Mit dem Ausdruck wird die mittlere Downloadgeschwindigkeit (in MBit/s) im Zeitintervall [0; 60] berechnet.
6.7 1) in Abschnitt 1 (grofte Steigung) 2) v(t) =40-t — 320 ¢...Zeit in min  v(¢)... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in m/min

Geschwindigkeit v() in m/min

3) 120 4) 1,46 km

Zeit tin min

0123456 7 89 1011121314151617 18 1920 21 22 23 24 25 26 27 28
5) Es wird die mittlere Geschwindigkeit fiir die gesamte Trainingseinheit in m/min berechnet.

6.8 a) 1)s(t)=15-t—7,5 2)T=1,97..h
b) 1) Die Seitenlédnge h des Rechtecks stellt die mittlere Herzfrequenz im Zeitintervall [0;¢1] dar. 2) h = % . fotl p(t)dt
6.9 1) a =70 2) Im Intervall [0; b] betrigt die mittlere Temperatur 60 °C.
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7. ROTATIONSVOLUMEN F hi

E.
MmF-Materialien ‘%_Mmr

J
MmF

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v' Arbeitsblatt — Rotationsvolumen

a

7.1
Der Graph der Funktion f mit

flx)y=v4-x+2 (z, f(x) in cm)

rotiert im Intervall [0;b] um die a-Achse.

a) Berechne das Rotationsvolumen fiir b = 8cm.

[\xincm
V

b) Berechne b so, dass das Rotationsvolumen 42 cm? betrigt. b

MmPF

7.2
Johannes Kepler veroffentlichte im Jahr 1615 das Buch ,Nova stereometria doliorum vinariorum* (,,Neue Stereo-
metrie von Weinféassern*), in dem er {iber die Berechnung des Volumens von Weinfissern schreibt.

FEin Weinfass wird durch Rotation des Graphen der quadratischen Funktion f

Nova

mit Scheitelpunkt S = (0 | 3) und P = (4 | 2) um die z-Achse modelliert: STEREOMETRIA
DOLIORVM VINARIORVM, INPRI-
. is Auftriaci , fig i
f(x) in dm mis Aul rlﬂs;“mn}‘.,lﬁm omnitm
f usus IN EO VIRGE CUBI-
2 ca compendiofiflimus & pla-

nefingularis.
Ascetfic

STEREOMETRIEZ ARCHIME
z in dm dea Supplementum.

Authote
ToanneKepplero, Imp. Ceef. Marchia I.
i

cjuly fidd. Ordd. lapra Anafam
Mi

o i

a) Ermittle eine Gleichung der quadratischen Funktion f. Lixers

Barmbibu JOANHES PEANCTS, g helosn.

b) Berechne das Volumen des Weinfasses in Litern.

AV r g MmF
Fiir das Volumen einer Kugel mit Radius r gilt: V = %
Eine Kugel mit Radius r kann als Rotationskérper um die z-Achse beschrieben werden.
f(z)
a) Stelle eine Funktionsgleichung von f auf.
b) Leite die Formel fiir das Kugelvolumen f r
mithilfe der Integralrechnung her. ‘:2
x O )
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~r MmF

Die Graphen der konstanten Funktionen f1, g1, f2 und g2 sind rechts unten im Intervall [0; 10] dargestellt.

Die beiden grau markierten Flachen haben den gleichen Inhalt. .
7|y in dm
a) Ermittle diesen Flécheninhalt. 6 £ I
Ay
A=Ay = ° 9
Semeeecceccccccceeaaad 4
Wenn diese beiden Flidchen im Intervall [0; 10] um die z-Achse rotieren, h
dann haben die Rotationskérper aber verschiedene Volumen. 5 A I
g
b) Berechne diese Rotationsvolumen Vi und V5. !
[ 2 in dm
v v ° 1 2 3 4 5 6 w 8 9 10
1= : 2 = : »
AU s MmF
Die Graphen der Funktionen f und g mit
5 in cm
f(x)=vVx+1 und g(z)=+Vx
2 .
)
schliefen im Intervall [0;b] die rechts markierte Flidche ein.
! 9
Rotiert diese Fliche im Intervall [0; 5] um die z-Achse, . | /[y zinem
dann entsteht ein Rotationskérper mit Volumen V (b). b\

a) Berechne V (5).
b) Berechne b so, dass das Rotationsvolumen 42 cm?® betrigt.

c) Begriinde, welcher Funktionstyp b+ V(b) ist.

- MmF

7.6
Die beiden Achsen schlieflen mit der rechts dargestellten Gerade ein Dreieck ein.
a) Ermittle die Parameter k und d der Gerade.
Rotiert dieses Dreieck fiir 0 < x < 3 um die z-Achse, entsteht ein Drehkegel.

b) Berechne sein Volumen V,, mit der Volumsformel fiir Drehkegel.

c) Kontrolliere dieses Ergebnis mithilfe der Integralrechnung.
Rotiert dieses Dreieck fiir 0 <y < 6 um die y-Achse, entsteht ein Drehkegel.

d) Berechne sein Volumen V,, mit der Volumsformel fiir Drehkegel.

e) Kontrolliere dieses Ergebnis mithilfe der Integralrechnung.
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AV MmPF

Die Innenwand eines Trinkglases entsteht durch Rotation des Graphen einer Funktion f mit
f@)=VaFe  (r f(z) incm)

um die z-Achse:

=3

Du sollst ein spezielles Trinkglas mit den folgenden Eigenschaften entwerfen:

¢ Der untere Durchmesser der Innenwand soll 6 cm betragen.
e Als Boden wird ein 8 mm hoher Drehzylinder verwendet.

e Die 0,5-Liter-Markierung soll sich 1 cm unterhalb des Glasrandes befinden.

Berechne die Gesamthohe des Trinkglases (inkl. Boden).

7.0 <z MmF

Das Volumen eines Korpers kann mithilfe einer Achse h und den zugehorigen Normalschnitten berechnet werden.

a

Bezeichnet man deren Flicheninhalte mit Q(h), so gilt:

Der dargestellte Teil eines Drehzylinders liegt zwischen zwei Ebenen.

Sein Volumen V ist zu berechnen.

a) Gib den Integralansatz zur Berechnung von V' mithilfe der Nor-
malschnitte von h an.
b) Wihle die Schnittgerade der beiden Ebenen als neue Achse h und

gib einen weiteren Integralansatz zur Berechnung von V an.

c) Berechne V' mit einem der beiden Integralansitze.

- - d ini ium
- 7 9 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Ein Megafon ist ein trichterformiges Gerit, das die Ausbreitung von Schall beeinflusst und die Verstédndlichkeit

und Reichweite von Sprache verbessert.

A tinem . Die nebenstehende Abbildung stellt ndherungsweise den inne-
101 ’ ren Querschnitt eines Megafons dar.
5 1 , Die Begrenzungslinie der Querschnittsfliche wird im relevan-
0 : . e ten Intervall durch die Funktion f beschrieben:
n %____1?___~1‘5~~ 20 25 30 43
o 1@) = 5550 T4
1) Berechnen Sie das Innenvolumen des Megafons.
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~ 710 ° T

Der Venturi-Effekt besagt, dass sich die Stromungsgeschwindigkeit eines Fluids (Flissigkeit oder Gas) in einem
Rohr indirekt proportional zum Flacheninhalt des Querschnitts verhélt, wenn die Durchflussmenge konstant bleibt.

Die abgebildete Grafik zeigt den Léangsschnitt einer rotationssymmetrischen Wasserdiise mit der Léange L.

Bei einer speziellen Diise ist der Innenradius 7o am linken Rand der Diise 5mm. Die Austrittsoffnung (rechts)
hat einen Innenradius von r; = 0,5mm. Die Linge der Diise L ist 25 mm. Die in der nachstehenden Grafik

gekennzeichnete Begrenzungslinie lédsst sich durch die Funktion f beschreiben:
flz)=va—-0b-x, 0mm <z < 25mm.

1) Berechnen Sie die Parameter a und b der Funktion f.

2) Berechnen Sie das Innenvolumen der Wasserdiise.

- - d ium
- 7 11 Bildung, Wissenschaft )
. un

d Forschung
Das 16 cm hohe Modell einer kiinstlerischen Interpretation eines Nadelbaums sieht folgendermaflen aus. Die Form

des Modells kann durch Rotation der Graphen der Funktionen f, g und h um die z-Achse beschrieben werden:

| g 4 ), g, hix) incm
/ |
6_
5 1 A
41 f H
3 | g
! 1
21 i !
1
11 ! 1
! 1
o—r—"T—""rr—r—rT—Ttr—TTrT"Tr
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

A= (4,00 ] 4,53)
B = (9,00 | 1,46)
x ... horizontale Koordinate in Zentimetern (cm)

f(z), g(x), h(z) ... vertikale Koordinate an der Stelle z in Zentimetern (cm)

1) Stellen Sie unter Verwendung der Funktionen f, g und h eine Formel fiir das Volumen des Nadelbaummodells

auf.

Die Funktion g ist eine Polynomfunktion 2. Grades, deren Graph durch die Punkte A und B verlduft. Die Steigung
der Tangente an den Graphen von g im Punkt A betragt —1,02.

2) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, mit dem man die Koeffizienten der Polynomfunktion g berechnen kann.
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B AY

Achse:

fix) incm

Ein Héndler verkauft Figuren, die auf einem Sockel aus Holz stehen. Dieser hat die Form eines Kegelstumpfes. Der

dargestellte Kegelstumpf entsteht durch Rotation des Funktionsgraphen von f im Intervall [0; ] um die horizontale

Xxincm

0

Es gilt: h =1,50cm, r = 2,00cm und R = 3,00 cm.

1) Tragen Sie die fehlenden Beschriftungen h, r und R in die dafiir vorgesehenen Késtchen ein.

2) Stellen Sie mithilfe dieser Angaben die Gleichung der Funktion f auf.

3) Berechnen Sie das Rotationsvolumen des Kegelstumpfes mithilfe der Integralrechnung.

d Forschung

*V 713 ™

Ein Schmuckstiick kann als Rotationskorper beschrieben wer-
den, der bei einer Rotation des Graphen der folgenden Funktion

im Intervall [0; 3] um die z-Achse erzeugt wird:

x

y=4-e"
z,y ... Koordinaten in Zentimetern (cm)

Damit das Schmuckstiick an einer Kette befestigt werden kann,
musste es durchbohrt werden. So entsteht ein zylindrisches
Bohrloch mit einem Durchmesser d (siche nebenstehende Ab-
bildung).

2) Berechnen Sie dieses Volumen.

N

di ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

yincm

X incm

1) Stellen Sie eine Formel zur Berechnung des Volumens dieses Schmuckstiicks auf.
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ARATRE " s
Ein Unternehmen produziert Blumentépfe. Der Auflendurchmesser eines solchen Blumentopfs betrégt 40 cm. Auch
die Gesamthohe des Blumentopfs betriagt 40 cm. (Siehe nachstehende Abbildung.)

yincm
] | $
! | J’
A\//»»ii,iﬁ 77777 —«,‘
T d-ee- T
\\ | 1
\ | ,’
[
[ P --1!
\\ ‘ !
\ I //
[N
S R
xincm --TTTTTTT | -==
. \‘_/
30 i

Fiir die Funktion f mit f(z) =y gilt:

37
T 196
Die Innenwand des Blumentopfs entsteht durch Rotation des oben dargestellten Graphen von f um die y-Achse.

Y c2% 43 mit —19<2 <19

1) Berechnen Sie das Innenvolumen des Blumentopfs.

A AL B = sdumistean

Champagner wird im franzosischen Weinbaugebiet Champagne nach streng festgelegten Regeln erzeugt.

Ein Champagnerglas (ohne Stiel, Glasdicke nicht beriicksichtigt) kann ndherungsweise durch die Rotation des
Graphen der Wurzelfunktion f und des Graphen der Wurzelfunktion g um die y-Achse beschrieben werden (siehe
nachstehende Abbildung).

44 yincm

Fir f gilt: f(x)=3-vVz+a

Fiir g gilt: g(x) =—/1,5-2+9

-4 _
1) Lesen Sie aus der obigen Abbildung den Wert fir a ab.
2) Berechnen Sie das Fiillvolumen des Champagnerglases.
S AT T

Die Form eines Wassergefafies kann durch Rotation des Graphen der Funktion mit folgender Gleichung um die

y-Achse beschrieben werden:
y=0,0001421-2* mit >0

x,1y... Lidngen in cm
Der obere Rand des Gefédfles hat einen Radius von 30 cm.
Das Gefafl wird bis zum oberen Rand gefiillt.

1) Berechnen Sie das Volumen in Litern.
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7.1 a) 452,3...cm® b) b=2,133...cm
7.2 a) f(z)=—1-2>+3 b) V =180,95...L
7.3 a) f(z) = VrZ — 22 b)V:2-7r-f0T(r2712)dx:---:@
7.4 a) Ay = Ay =10dm? b) Vi = 157,0...dm?, Va = 345,5... dm?
7.5 a) V(5) = 15,70...cm® b) b=13,36...cm c) V(b) = 7 - b ist eine lineare Funktion mit Steigung 7 durch den Ursprung (0 | 0).
7.6 a)k=-2,d=6 b) c)V,=36-7=113,0.. d) e)V, =18 7 =5654...
7.7 12,78...cm
7.8 a) V:ff&h-ﬂdh b) V:z.fjg.(z;—h?)dh V=8
7.9 V, = 4042,36...cm®
7.10 1) a =25, b=10,99 2) V, = 991,56... mm>
711 1) V=m- f; f(x)?de + = - f49 g(x)?dz + 7 - f;G h(z)? dx
2) g(z)=a-z>+b-z+4c I: g(4)=4,53 1I: g(9)=1,46 III: g'(4) = —1,02

fix) in cm e

1
1,5

fl@)=— z+2

V=r-["°f(2)?de =29,845...cm3
0]

xincm

748 DV =n-[T(1e) dr— ()" 73 mit 4=4.¢c 2)V=24,69. cm?
7.14 31471,6...cm®

7.5 1) a=6 2) 2152..ml+ 180,9... ml = 396,2... ml

7.16 V =216,96...L
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8. BOGENLANGE

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Bogenlange

~ 81 ° MmF

Berechne die Bogenlidnge des Graphen von f(z) =4 -z — 3 im Intervall [2; 5]

a) ...ohne Verwendung der Integralrechnung. b) ... mit Verwendung der Formel fiir die Bogenlinge.

82 © MmF
Berechne die Bogenlinge des Graphen von f(z) =z -+/z im Intervall [0;44].
~ 83 * <¢-MmF
Der Halbkreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0 | 0) ist dargestellt. Y
a) Beschrifte die Skizze und stelle eine Gleichung der Funktion f auf.
b) Ermittle /1 + f/(2)? und vereinfache so weit wie moglich.
c) Berechne die Bogenlinge von f in [—1;1] mithilfe der Integralrechnung. !
Hinweis: F(z) = arcsin(z) ist eine Stammfunktion von F’(z) = T 1_ i = 0 = > 1 =
Vsa ™ T

Auf der Insel Mainau steht ein besonderes Gewachshaus.
Die nachstehende Abbildung zeigt die Vorderseite des Gewéchshauses in einem Koordinatensystem.

Die Vorderseite ist dabei symmetrisch zur y-Achse.

yinm
17,4
& 1IN
—=1—11,6 <
e Y
S g™,
—= 5,8
P
// 0 h xinm
T T
Bildquelle: BMBWF -22,5 -15  -7,5 0 7,5 15 22,5

Die Funktion f ist gegeben durch:

87 116
F@) =5 15"

An der Stelle z = 7,5 schliefit die Tangente an den Graphen von f mit der horizontalen Tangente an den Graphen

mit 0 <z <75

von g den stumpfen Winkel « ein (siehe obige Abbildung).
1) Berechnen Sie den Winkel a.

Die in der obigen Abbildung eingezeichneten Graphen der Funktionen f, g und h haben jeweils die gleiche Lénge.

2) Berechnen Sie den Umfang der grau markierten Fliche.
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a a = desministerium
Bildung, Wissenschaft )

8.5 und Foreching
Im Computerspiel Angry Birds muss man mithilfe einer Schleuder Schweine treffen. Als Wurfgeschoe stehen
verschiedene Vogel zur Verfiigung. Einige dieser Vogel haben besondere Funktionen, die durch einen Mausklick
ausgelost werden konnen. Koordinaten bzw. Absténde sind im Folgenden in Langeneinheiten (LE) angegeben.
Die Flugparabel des Vogels Red bei einem Wurf kann durch den Graphen der Funktion f beschrieben werden:

fl@)=—-01-2>+09-2+1 mit x>0

x ... horizontale Entfernung vom Abschusspunkt in Langeneinheiten (LE)
f(z)... Flughohe des Vogels iiber dem horizontalen Boden an der Stelle z in LE
Red trifft kein Schwein und prallt auf den Boden auf.

1) Berechnen Sie, in welcher horizontalen Entfernung vom Abschusspunkt der Vogel auf dem Boden aufprallt.

Der Weg, den der Vogel vom Abschusspunkt bis zum Aufprall am Boden zuriicklegt, entspricht der Lénge der

Kurve zwischen diesen Punkten.

2) Berechnen Sie den vom Vogel zuriickgelegten Weg vom Abschusspunkt bis zum Aufprall am Boden.

\ J

a - d ium
- 8.6 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Drei Geschwister erwerben ein Grundstiick am See. 2809 yinm

Sie unterteilen das Grundstiick in die 3 Grund-
stiicke G1, G2 und G3 mit gleichem Flacheninhalt
(siehe nebenstehende Abbildung).

Die Uferbegrenzungslinie wird ndherungsweise durch

den Graphen der Funktion u beschrieben.

xinm

fo i AP

340
Fiir die Funktion u gilt:

u(x)=—-2-107°-23 +1,4-1072- 2% =24 -2 +200 mit 0 < 2 < 340
x, u(zx) ... Koordinaten in m
1) Berechnen Sie den Flicheninhalt des gesamten Grundstiicks.
Die Stelle 27 markiert die Grenze zwischen den Grundstiicken G; und Gs.

2) Berechnen Sie die Stelle z;.

3) Kreuzen Sie den zutreffenden Ausdruck zur Berechnung des Umfangs des Grundstiicks Gz an. [1 aus 5]

X, =X, +ulc) +ule) + [T+ @opax | [
U(x) = Ulx) + X, + X, + IW dx H
X, = X, + Ulx) + ulx) + fmdx [l
X, =X, + ulx) + o) + [T+ (PP ox ]
x=x, ) -ue) + [ VTP | [
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-

a)

b)

8.7
Pac-Man ist ein Videospiel, das 1980 verdffentlicht wurde. Die Spielfigur Pac-Man muss Punkte in einem Labyrinth

fressen, wihrend sie von Gespenstern verfolgt wird.

Xincm

Abbildung 1: Pac-Man Abbildung 2: Gespenst

In Abbildung 1 ist Pac-Man dargestellt. Der Kreisabschnitt in der oberen Hélfte des Koordinatensystems kann
mit dem Funktionsgraphen der Funktion f mit f(z) =1 — 2?2 im Intervall —1 < x < zp dargestellt werden.

1) Veranschaulichen Sie in der Abbildung 1 den Wert cos(«).

2) Kennzeichnen Sie in der Abbildung 1 diejenige Fléche, die mit dem nachstehenden bestimmten Integral

berechnet wird.

zp
F:/ (\/1—$2—W-x)dx
0

Tp
3) Berechnen Sie den Flicheninhalt von Pac-Man mit Radius 1 cm und o = ¥ rad.

In Abbildung 2 wird ein Gespenst durch 4 Funktionen im Intervall [0; 67] dargestellt. Der Punkt A hat die Ko-
ordinaten (0,5 | 16). Der Kopf wird durch einen Halbkreis dargestellt. Die Seitenlinien entsprechen 2 Geraden.

1) Stellen Sie eine mogliche Winkelfunktion f fiir die dargestellte Wellenlinie auf.

2) Berechnen Sie die Lange der dufleren Umrisslinie der dargestellten Figur.

8.1
8.2
8.3

8.4
8.5
8.6

a) Pythagoras: | = 12,36... b)l= f; VIT4Zde = 12,36...
296
1
a) fz)=v1—-22 b 1+ f(z)?2= = —— c)=w
) f(=) )/ () Ninrsi )
1) o =1228..° 2)104,19..m
Aufprall bei x = 10LE Zurickgelegter Weg: 11,51... LE

1) 45881,8... m? 2) z; = 139,1...m  3) 3. Antwort von oben

U = 82,974...
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9. UNBESTIMMTES INTEGRAL & INTEGRATIONSMETHODEN

MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
V' Arbeitsblatt — Integration durch Substitution
v Arbeitsblatt — Partielle Integration
/
“Wllo 1 MmF
Ermittle das unbestimmte Integral.
a)/(5-x2—2-x—|—8) dz c)/x— (x—2)dx e) /(ex—me)dx e =2,718281...
1 .
b) / (3 cxt— 10) dz d) /(em + 2 cos(x)) dz f) / (sm?fx) + 2) dz
~Wo3 MmF
Ermittle das unbestimmte Integral.
a)/ -sin(z) — 3) da b)/ -sin(z) — 3) dy c)/ -sin(z) — 3) dz
~ 93 MmF
Fiir die Funktion f gilt: f(x) =6-e%*~!
a) Ermittle das unbestimmte Integral / f(z)dz mit der Substitution u =2 -z —1.
Fiir die Funktion S gilt: S(z) = e2*~!
b) Ermittle die Ableitungsfunktion S’ mithilfe der Kettenregel.
Ermittle das unbestimmte Integral / f(x)dx durch Umkehren der Kettenregel.
“Wllo 4 MmF

Fiir die Funktion f gilt: f(x) =3 -sin(—4 -2 + 2)

Fiir die Funktion S gilt: S(z) = cos(—4 -z + 2)

b) Ermittle die Ableitungsfunktion S’ mithilfe der Kettenregel.

a) Ermittle das unbestimmte Integral /f(x) dz mit der Substitution u=—4-2+ 2.

Ermittle das unbestimmte Integral / f(x)dx durch Umkehren der Kettenregel.
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S ) & MmPF

Fiir die Funktion f gilt: f(x) = 3%_1
a) Ermittle das unbestimmte Integral / f(z)dz mit der Substitution u =3 -z —1.
Fiir die Funktion S gilt: S(z) =In(|3-z —1|)

b) Ermittle die Ableitungsfunktion S’ mithilfe der Kettenregel.

Ermittle das unbestimmte Integral / f(z)dz durch Umkehren der Kettenregel.

~ 96 MmF
Der Graph der Funktion f mit f(z) = e*? ist rechts dargestellt. 100{Y f
80 ’
b 60
Berechne b so, dass / f(z)dx = 42 gilt. “
1
20 49 .
-1 0 1 2 3
~ a7 © MmF

Der Graph der Funktion f mit f(x) =2+ e™* ist rechts dargestellt.

- N wh
ﬂ

2
a) Markiere rechts eine Fliache mit Inhalt A = / flx)dx.
0
b) Berechne A.

~ 9.8

Der Graph der Funktion f mit f(z) =1+ sin (% - ) ist rechts dargestellt.

4
a) Markiere rechts eine Fliache mit Inhalt A = / flx)da.
0
b) Berechne A.

\

-

9.9
Fiir eine Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v gilt:

v(t)=5—5-e 0%t

t... Zeit in Sekunden
v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in m/s

a) Ermittle die Funktionsgleichung der zugehorigen Weg-Zeit-Funktion s mit s(0) = 0.

b) Ermittle die Funktionsgleichung der zugehorigen Beschleunigung-Zeit-Funktion a.
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~ 9.0 MmF
Ermittle alle Stammfunktionen der gegebenen Funktion.
a) a(r) =e3® b)b(x)=(4-2—-2)° c)c(xr)=cos(-2-x)

~Vo11l MmF
Ermittle alle Stammfunktionen der gegebenen Funktion.
a) a(z) =z -cos(z) b)bx)=In(z) c)c(z)=z-In(z) d)dx)=z - e)e(x)=sin(z)-cos(x)

V12 MmF
Ermittle das unbestimmte Integral.
a) /x " dx b) /x3 V2.2t —5dx  ¢) /cos(m) - cos(sin(z)) dz

- MmF

9.13

Zur Berechnung des bestimmten Integrals auf der linken Seite wird die Substitution u = 22 — 3 durchgefiihrt.

Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein und berechne das Ergebnis.

3
/a:-e““’*?’dm: ~/e"du
2

. J

S %Y & MmF

1
T
Berechne / — dz mit einer Substitution.
o z2+1

Vo1 MmF

Die Funktion f mit f(z) =e™* hat keine elementare Stammfunktion.

a) Begriinde, warum G(x) = e~ keine Stammfunktion von f ist.

1
b) Wie grof} ist A = / f(x) dx ungefihr?
0

-0.4 0 04 0.8 1.2 16 2

Veranschauliche links die Untersumme mit 5 gleich breiten Rechtecken, und ermittle sie ndherungsweise.

Veranschauliche rechts die Obersumme mit 5 gleich breiten Rechtecken, und ermittle sie ndherungsweise.
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~ 916 <z MmF

Der Graph der Funktion f mit f(z) = sin?(x) = sin(z) - sin(z) ist dargestellt.

a) Ermittle jeweils eine Gleichung von f’ und f” mit den Ableitungsregeln.

b) Berechne a, b € R so, dass z
fl@)=a—b-f"(z) 1 /
A
X
fur alle z € R gilt. Hinweis: sin?(x) + cos?(z) = 1 0 w2 ™
c) Berechne A = / sin?(z) dx .
0
"ear T " s o

Das Atemvolumen einer Person in Abhéngigkeit von der Zeit kann ndherungsweise durch eine Funktion V', deren
Ableitung bekannt ist, beschrieben werden:
V'(t) =0,4-sin(1,6 - t)
t... Zeit in Sekunden (s)
V'(t) ... momentane Anderungsrate des Atemvolumens zur Zeit ¢ in Litern pro Sekunde (L/s).

Zur Zeit t = 0 betragt das Atemvolumen 2,4 L.

1) Ermitteln Sie die Funktion V.

. J

( = - di inisterium
9 18 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschun:

Fiir den Bau einer Bohrinsel wird Material in Féasser gefullt und im Meer versenkt.

Die Geschwindigkeit, mit der ein Fass absinkt, ldsst sich anndhernd durch folgende Funktion v beschreiben:
v(t) =a-(1—e’t) mit a=18m/s und b= —0,012s5""

t... Zeit in Sekunden (s)
v(t) ... Sinkgeschwindigkeit in Metern pro Sekunde (m/s) zum Zeitpunkt ¢

Der von einem Fass in der Zeit ¢ (in Sekunden) zuriickgelegte Weg in Metern kann durch eine Funktion s beschrie-

ben werden.

1) Ermitteln Sie die Funktionsgleichung von s unter der Anfangsbedingung s(0) = O m.
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9.1 a)g-zs—w2+8-z+c b)%-IS—IO-w—i-c c)%~w3—3»w2+8-a:+c d) e® + 2 -sin(z) + ¢ e) e” — 1 et 4 ¢
f) 76053&+3v1n(|:1:\)+c
9.2 a) e” - y?-sin(z) =3 -z +c(y,2) b) e”‘g‘sin(z)—?wy—&-c(m,z) c) —e”-y% - cos(z) — 3z + c(z,y)
9.3 a) [f@)de=3-¢>""1+4¢c
b) S'(z)=2-€2*"! = ff(a:)d:r:3~S(w)+c:3-e2'm_1+c
9.4 a) ff(x)d;c:%-cos(—4-x+2)+c
b) §'(z) =4-sin(-4-2+2) = [f(a)dz=3-S(@)+c=3 cos(~4-2+2)+c
9.5 a) [f@)de=4 -W(3-2—1))+c
b) §'(2) =525 = [f@dz=4%4-S@+c=4% (3 2-1)+c
9.6 b=2257...

9.7 a) 2 b) A = 4,864...

b) A=4

of 1 2 3 4 5
9.9 a) s(t)=5-t+125.-¢ 9%t _ 125
b) a(t) =2-e %%?

o3z

9.10 a) A(x) = &5~ +c¢ b) Bz) =51 - (4-2—2)%+c ¢)C(z)=—1% sin(-2-2)+¢

9.11 a) A(z) = z -sin(z) +cos(z) +¢ b) B(z) =z -In(z) —z+c ¢c)C(z)=—-1 22 +1 .22 In(z)+c d) D(x)=z-e"—e" +c
e) E(z) =3 -sin?(z) + ¢

9.12 a) 1 et +c¢ b) &- (\2/2 szt — 5)3 +c¢ c¢) sin(sin(z)) + ¢

3 , 1 6
9.13 / z-e¥ Bdz == / e du = 200,35...
2 2 5

9.14 0,346...
9.15 a) Kettenregel: G'(z) = et (=2-z) # f(z), weil z.B. G'(0) = 0, aber f(0) = 1.
2] (2) 2@
i X
b) Us =~ 0,7 :j ‘ Os5 ~ 0,8
02
i 0 0a 08 T 15 2 o
9.16 a) f'(z) =2-cos(z) - sin(z) f(x) = =2 - sin?(z) + 2 - cos®(z)
b) a=3,b=-%
c) A=3%

9.17 V(t) = —0,25 - cos(1,6 - t) + 2,65
9.18 s(t) = 18 -t 4 1500 - e~ 2012t _ 1500
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