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1. DIFFERENTIALQUOTIENT

Differentialquotient
a /-MmF

o mittlere Anderungsrate ermitteln und interpretieren

o lokale Anderungsrate quadratischer Funktionen an einer bestimmten Stelle als Grenzwert berechnen

. ﬁ lokale Anderungsrate quadratischer Funktionen an einer beliebigen Stelle als Grenzwert berechnen

. ﬁ lokale Anderungsrate kubischer Funktionen an einer bestimmten Stelle als Grenzwert berechnen

« mittlere Anderungsrate <+ Steigung der Sekante bzw. lokale Anderungsrate « Steigung der Tangente

¢ Sekantengleichungen und Tangentengleichungen aufstellen

-

1.1
Der Graph einer Weg-Zeit-Funktion s ist dargestellt.

1) Ermittle die mittlere Anderungsrate von s im Intervall [5s;11s].

Gib die zugehorige Einheit an.

2) Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate

im Sachzusammenhang.

Es gibt einen Zeitpunkt z im Intervall [5s;11s], fiir den gilt:
1oy s(11) —s(5)
G ==
3) Lies z aus dem Bild links ndherungsweise ab.

4) Interpretiere diesen Wert von z im Sachzusammenhang.

MmF

s(t) in Metern

t in Sekunden

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M

MmF

1.2
Der Graph einer Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist dargestellt.

1) Ermittle die mittlere Anderungsrate von v im Intervall [5s;10s].

Gib die zugehorige Einheit an.

2) Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate
im Sachzusammenhang.

Es gibt einen Zeitpunkt z im Intervall [5s;10s], fiir den gilt:

o v(10) —v(5)
V() = =105

3) Lies z aus dem Bild links ndherungsweise ab.

4) Interpretiere diesen Wert von z im Sachzusammenhang.

®

v(t) in m/s

t in Sekunden

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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S - & MmF

Der zeitliche Verlauf der dsterreichischen Staatsverschuldung ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

250 Staatsverschuldung in Milliarden Euro
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Quelle: Statistik Austria (10.06.2021)

e Im Jahr 1995 betrug die dsterreichische Staatsverschuldung rund 121 Milliarden Euro.
e Im Jahr 2020 betrug die sterreichische Staatsverschuldung rund 315 Milliarden Euro.

Die mittlere Anderungsrate der dsterreichischen Staatsverschuldung im Zeitraum [1995; 2020] ist m.
1) Wie groB ist m ungefiihr? Fiihre eine Uberschlagsrechnung durch und kreuze an.
Om~6 Om~8 Om~10 0O m~12 0O m=~=x14

2) Interpretiere den Wert von m unter Angabe der Einheit im Sachzusammenhang.

S | & MmF

Der Graph einer Polynomfunktion f ist dargestellt. 7
Im Punkt (=3 | f(—3)) und im Punkt (2| f(2)) ist jeweils die
Tangente an den Graphen eingezeichnet.

1) Lies aus der Grafik f'(—3) und f/(2) ab.

2) Erstelle jeweils eine Gleichung der Form y = k- x + d fiir \ R - x

P~ & o
—

die beiden Tangenten.

P S S R R
> & & & N Ao

S ) & MmF

Der Graph der quadratischen Funktion f mit 0 Y
B

f(x)=3-x2+1 60
ist rechts dargestellt. 40

Die Punkte A = (2 | y4) und B = (5 | yp) liegen auf dem Funktionsgraphen. 20f{ A

1) Berechne die mittlere Anderungsrate von f im Intervall [2; 5]. 3 241 72 3 4 5

2) Erstelle eine Gleichung der Sekante, die durch die Punkte A und B verlduft.
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oo
g
8
|

Der Bruchterm
3-(2+h)?-12
h
ist fir alle h € R mit h # 0 definiert.
Setzen wir fur h den Wert 0 ein, dann erhalten wir einen unbestimmten Ausdruck der Form % .

Da sowohl Zéahler als auch Nenner Polynome sind, kénnen wir den Bruchterm vereinfachen:

3-(2+h)?—12  3-(4+4-h+h*)—-12
h B h B
M4 12-h+3-hA—H42
— - —

~(12+3-h
:}'{(],i"’_):12+3.h

Der Term 12 + 3 - h ist fir alle A € R definiert. Damit konnen wir den Grenzwert h — 0 berechnen:

(24 h)% —12
hmé—Li—L——f:hmﬂ2+&h%:U
h—0 h h—0
o /
16 MmF
Der Graph der quadratischen Funktion f mit 0 Y 5
flx)=3-22+1 60
ist rechts dargestellt. f 40
Die Punkte A =(2|13) und B=(2+ h | f(2+ h)) liegen auf dem Funktionsgraphen, 0l A
wobei h > 0 gilt. "
Fiir die mittlere Anderungsrate von f im Intervall [2;2 + h] gilt dann: 2z 4as

f@4+h)—f(2) 3-(2+h)32-12
2+h)—2 h = 1243-n

1) Ermittle die Steigung der Tangente im Punkt A.
2) Erstelle eine Gleichung der Tangente im Punkt A.

~ar MmF

Vereinfache den Bruchterm so weit wie moglich.

(44 h)>—16
a) T Mathematischer Kontext: Berechnung von f’(4) mit f(z) = z?

2. (h—12-3-(h—1)—5
b) h Mathematischer Kontext: Berechnung von f/(—1) mit f(z) = 2 - 22 -3z

xo + h)? — 23
C) ﬁ % Mathematischer Kontext: Berechnung von f’(zg) mit f(x) = z?
2+ h)® -8

d) ﬁ % Mathematischer Kontext: Berechnung von f’(2) mit f(z) = z°
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S ' & MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) = -3 2% +2 -2 +4
Die Punkte A = (3| f(3)) und B = (3+ h | f(3+ h)) liegen auf dem Funktionsgraphen.
1) Stelle mithilfe von A eine Formel fiir die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B auf.
2) Berechne die Steigung der Tangente im Punkt A als Grenzwert von Sekantensteigungen.
V19 MmF
Die Funktion d mit
d(h)
(3+h)2—9
dh)= —F—
()= 2
ist fiir alle h € R mit h # 0 definiert. s
Der Graph der Funktion d ist rechts dargestellt.
Es gibt genau einen Wert s € R so, dass die Funktion d mit
h

- d(h), falls h # 0, 0
d(h) = (h), falls h #
S, falls h = 0,

fiir alle h € R stetig ist.
1) Berechne s.

Rechts ist der Graph der Funktion f mit f(z) = 2? dargestellt.
An der Stelle zg hat die Tangente die Steigung s.

2) Ermittle diese Stelle zg.

-

110 <z MmF

Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =a-2%2+b-2+c
Die Punkte A = (xo | f(x0)) und B = (zo + h | f(xo + h)) liegen auf dem Funktionsgraphen.
1) Stelle mithilfe von 2y und h eine Formel fiir die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B auf.

2) Stelle mithilfe von z( eine Formel fiir die Steigung der Tangente im Punkt A auf.

3) Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion f’.

1.1 1) 42 = 2m/s  2) Im Zeitintervall [5s; 11s] betréigt die mittlere Geschwindigkeit 2 m/s. 3) z =8,4...s Toleranzintervall: [8s;9s]

4) Zum Zeitpunkt z = 8,4... s ist die Momentangeschwindigkeit gleich grof§ wie die mittlere Geschwindigkeit in [5s;11s].

1.2 1) 2;7? =0,4m/s?> 2) Im Zeitintervall [5s; 10s] betrigt die mittlere Beschleunigung 0,4m/s%.  3) z =7,9...s

Toleranzintervall: [7,5s; 8,5 5]

4) Zum Zeitpunkt z = 7,9... s ist die Momentanbeschleunigung gleich grof§ wie die mittlere Beschleunigung in [5s;10s].
1.3 1) m~38
2) Im Zeitraum [1995;2020] ist die &sterreichische Staatsverschuldung pro Jahr durchschnittlich um rund 8 Mrd € gewachsen.
14 1) f'(-3)=2 f@=-} 2y=2-2+2 y=-F-2+%
1.5 a) 21 b)y=21.-z—29
1.6 1) 12 2)y=12-z—11
1.7 a)8+h b) —7+2-h ¢c)2-xz0+h d) 1246 h+ h?
1.8 1) -16—-3-h 2) —16
1.9 1) s=6 2)zp=3
1.10 1) 2-a-zo+a-h+b 2)f/(azo):]’lbimO(Q‘a‘wo+a~h+b):Q‘a‘xo+b 3) fl(x)=2-a-z+b
—
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2. ABLEITUNGSREGELN

Ableitungsregeln
- gorogeln / MmF

o Ableitungsfunktionen der folgenden elementaren Funktionen:

— Polynomfunktionen — f(z) = cos(x)
- fle)=2z"" (neN) = flz) =e€"
— f(z) =sin(z) — f(z) =1In(x)

e Summenregel und Faktorregel beliebig kombiniert mit den anderen Ableitungsregeln

e Produktregel

Einschrankung: keine Mehrfachanwendungen der Produktregel, z.B.: f(x) = z - sin(z) - cos(z)

o Kettenregel
Einschrankung: innere Funktion linear, zum Beispiel: f(x) =4 -sin(2 -z + 1)
ﬁ , falls die innere Funktion nicht-linear ist, zum Beispiel: f(x) = e

o Kombination von Produkt- und Kettenregel, zum Beispiel: f(z) =z -e™*

Einschrankung: nur Kombinationen, bei denen die innere Funktion bei der Kettenregel linear ist

o /
S % a MmF
Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.
1 3 2 2 4. 2
a) fr)=2-2°~5-2°4+4.-2-3 b)gla)=— 2> — - 2°+Z-2+10 c)h(m)zw
6 10 7 3
. MmF
Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.
1
a) f(z) =3-sin(z) +5 b)glx)=4+02-¢" ¢) h(z)= n;x)
~Wa3 MmF
Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.
a) f(xr) =z*-sin(x) b) g(z) =5-cos(x) -e* «c) h(zx)=x-In(x)
a2 Y MmF
Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.
1
a) f(x)=4-sin(2-x+5) b)gx)=8-"" ¢ ﬁ h(z) = 3 e
- MmF

2.5
Ermittle die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(z) = (x + 3)? auf drei verschiedene Arten:

1) Anwendung der Kettenregel 2) Anwendung der Produktregel 3) zuerst ausmultiplizieren
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"\ 2.6 MmF
Der Graph der Funktion f mit f(z)=1-— 7”2—2 ist dargestellt. o /@)
1) Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion f’. 4

2) In welchem Punkt P am Graphen von f hat die Tangente die Steigung k = 27

Zeichne den Punkt und die Tangente rechts ein.

3) Die Gerade y = —3 -2 +d ist fiir einen bestimmten Wert von d eine Tangente

an den Graphen von f. Berechne d, und zeichne die Tangente rechts ein.

2.7 MmF
Die Graphen zweier Funktionen f und g sind dargestellt. Dabei gilt: JY
P
flx)=4-e7%57 sin(3 - ) I

gla) =4-e 0"

Der eingezeichnete Punkt P = (zp | yp) liegt auf beiden Graphen. oLt 7 z
zp
1) Ermittle zp und trage die richtige Zahl in das Kéastchen ein. - \/f
T -2
rp =

2) Ermittle die Ableitungsfunktionen f’ und g¢'.

3) Zeige, dass f’(l’P) = gl(l’p) gllt Physikalischer Kontext: Linear gedimpfte Schwingung

~wEEr MmF

Der Graph der Funktion f mit f(z) = e~ 2% ist dargestellt.
Im Punkt A = (1] f(1)) ist die Tangente ¢ an den Graphen eingezeichnet.

1) Kreuze die richtige Steigung dieser Tangente an.

1 —1 2 -2 2
Hz U Bz Ua U=

2) ﬁ Berechne die eingezeichnete Nullstelle n der Tangente.

~WEer MmF

Fiir alle z € R gilt: 2% = ¢=(2)
Ermittle damit die Ableitungsfunktion der Exponentialfunktion f mit f(z) = 2* und kreuze richtig an.
o
In(2)

O f(z)==2-2"1 O fl(z)=2* 0O f(r)=2°-n(2) O f'(z)= O f(z) =2""1-1In(2)
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21 a) fl(z)=6-22-10-2+4 b)g@ =3-22-2.2+2 c)h'(z)=2%2

2.2 a) f'(z) =3-cos(z) b)g'(x)=02-€" ¢)h'(z)=L

2.3 a) f'(z) =2 -z -sin(z) + 2% -cos(z) b) ¢'(z) = —5-sin(z) - e* +5-cos(z) - e® «c) h'(z) = In(z) +1

2.4 a) f'(x) =8-cos(2-z+5) b)g(x)=4-e2" ¢c)h'(z)=—z- e’

25 1) fl(z)=2-(z+3)=2-24+6 2) f(z)=1-(z+3)+(@+3)-1=2-2+6 3) f(z)=2>4+6-24+9 = f(z)=2-2+6

2.6 a) f'(z) = —x b) (=2 -1) . c)d=55
-4 -3 -2/ -1 4
2.7 1) rp = %
2) fl(z)=—-2-¢"9% .sin(3-x) +12-e 5% . cos(3 - z) g (x) = —2.e7 9%
3) F(Z)=—2-¢"""F .sin(Z)+12- e % F .cos(Z) = —2- %% =g/ (2) v

28 1) -% 2)n=3
2.9 f'(z) =2%-1n(2)
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3. KURVENUNTERSUCHUNGEN

Kurvenuntersuchungen
- gen / MmF

e von einer Polynomfunktion mit Grad < 3 den kleinsten/groften Funktionswert in einem

bestimmten Intervall [a; b] berechnen
o Graphen von Ableitungsfunktion skizzieren (Nullstellen, Extremstellen)

o Extrempunkte, Sattelpunkte und Monotonieverhalten einer Funktion ermitteln

¢ Wendepunkte und Kriimmungsverhalten einer Funktion ermitteln
o /)

S % B MmF

Die Gleichung und der Graph einer Polynomfunktion f sind gegeben.

1) Berechne alle Stellen, an denen die Tangente an den Funktionsgraphen waagrecht ist.

2) Berechne den kleinsten Funktionswert und den grofiten Funktionswert von f im Intervall [—2; 3].

Uberpriife deine Berechnungen mithilfe des angegebenen Funktionsgraphen.

a) f(z)=3-22-6-2+1 b) f(x)=-2?>-10-2+4 c) fla)=—2-2+3
251Y 401Y 81y
30 6
20
20
15 \
L 2
10
2 2 3 x
\ . 0 32 712 1R 3 45
2 1o0|~+"2 3 4 30
-5 -40 -4
d) f(z)=-5-22+10-2+17 e) f(z)=2 23 f) f(#)=2-23-3-22 -12- 2+ 15
1 1
%0 Y 601 Y Y

20 40
0 10
x 20
=l 18 1 2 3 T T
2,10 12 3 -3[-2 -1 1\2/3 4
-20 / / \/
-20

. 4 .
Vorzeichen von f° ~» Monotonieverhalten von f

J

mF

Gilt f/(x) > 0 fiir alle Stellen x eines Intervalls, dann ist f streng monoton steigend in diesem Intervall.

Gilt f’/(x) < 0 fiir alle Stellen « eines Intervalls, dann ist f streng monoton fallend in diesem Intervall.

%

mF

Vorzeichenwechsel von f’

Wenn f’(s) = 0 gilt, dann hat f im Punkt A = (s | f(s)) eine waagrechte Tangente. Auflerdem gilt:

o Wechselt f’ an der Stelle s das Vorzeichen von + auf —, dann ist A ein Hochpunkt von f.
e Wechselt f’ an der Stelle s das Vorzeichen von — auf +, dann ist A ein Tiefpunkt von f.

e Ansonsten ist A ein Sattelpunkt von f.
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. 7”7 .e
Vorzeichen von f’° ~ Krimmungsverhalten von f

mF
Gilt f’(x) > 0 fiir alle Stellen z eines Intervalls, Gilt f”(x) < 0 fiir alle Stellen = eines Intervalls,
dann ist f positiv gekriimmt (linksgekriimmt) dann ist f negativ gekriimmt (rechtsgekriimmt)
in diesem Intervall. in diesem Intervall.
- /

Vorzeichenwechsel von f’/ @Mml’

Wenn f”(s) = 0 gilt, dann kann A = (s | f(s)) ein Wendepunkt von f sein:

e Wechselt f” an der Stelle s das Vorzeichen von + auf —, dann ist A ein Wendepunkt von f
mit Kriimmungswechsel von \*/ auf /—\ .

e Wechselt f” an der Stelle s das Vorzeichen von — auf +, dann ist A ein Wendepunkt von f
mit Kriimmungswechsel von /—\ auf \+/.

o Ansonsten ist A kein Wendepunkt von f.

- /
A 3o = MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: , f'(x)
1
flx)y==-2>-2-2+6 1
4 x
1) Berechne den Scheitelpunkt von f. ®T 2T _:J P23 ¢t 7 %
2) Zeichne rechts den Graphen der Ableitungsfunktion f’ ein. -
3) Ermittle das Monotonieverhalten von f.
S T B MmF
Fiir die kubische Funktion f gilt: 31 f(z)
2
1 403 509 5
f(ﬂf)**lfG'x tgoty o3 1 )
1) Berechne die Wendestelle von f. 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6
-1
2) Zeichne rechts den Graphen der 2. Ableitungsfunktion f” ein. Y
3) Ermittle das Kriitmmungsverhalten von f.
~wEar MmF
Rechts ist der Graph einer quadratischen Ableitungsfunktion f’ dargestellt. f(z)
4
a) Ermittle das Monotonieverhalten von f. 3 .
b) Ermittle das Kriimmungsverhalten von f. b /
1
X
-2 10 1 2 4
-1

10
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Monotonieverhalten

-

Das Monotonieverhalten einer Funktion f soll mithilfe ihrer Funktionsgleichung ermittelt werden.

Wenn die Funktionsgleichung von f’ ein Produkt ist, dann ... mal] 0|+~
00|00
1) ...berechnen wir die Nullstellen von f’ mit dem Produkt-Null-Satz. +0|+|-
2) ...berechnen wir an den anderen Stellen das Vorzeichen von f’ (siehe rechts). L el
3) ...schlieflen wir aus dem Vorzeichen von f’ auf das Monotonieverhalten von f.
4) ...schlieflen wir aus den Vorzeichenwechseln von f’ auf Hochpunkte/Tiefpunkte/Sattelpunkte von f.
Zum Beispiel: f'(z) = (x +2) - 22 - (z — 3)
1) f'(2) =0 <= 2 =-2 oder =0 oder =3
Diese drei Stellen legen vier Intervalle fest. Wir erstellen die folgende Tabelle:
< =2 = =2 —2<x2<0 z=0 0<z<3 z=3 >3
f(z) 0 0 0
f(x)
2) Wenn x < —2 ist, dann gilt: f'(z) = (x+2)- 2? -(x —3) >0
—— N Y=
<0 >0 <0
Nach diesem Prinzip kénnen wir die erste Zeile der Tabelle vollstandig ausfiillen:
<=2 = =2 —2<x<0 z=0 0<z<3 z=3 >3
f(z) + 0 - 0 - 0 +
f(@)
3) Aus dem Vorzeichen von f’ schlieen wir auf das Monotonieverhalten von f:
T < =2 T =-—2 —2<zx<0 z=0 0<x<3 =3 >3
f(x) + 0 — 0 — 0 +
f(z) / N\ N\ /
4) Aus den Vorzeichenwechseln von f’ schliefien wir auf Hochpunkte/Tiefpunkte/Sattelpunkte von f:
T < =2 L= —2 —2<x2<0 z=0 0<xz<3 48 — ) >3
f(x) + 0 — 0 — 0 +
f(z) Ve Hochpunkt N Sattelpunkt Ny Tiefpunkt Va
f Y
Links ist der Funktionsgraph von f’ dargestellt.
Rechts ist ein moglicher Graph von f dargestellt.
-2 0 Alle anderen moglichen Graphen gehen aus diesem Graphen
durch Verschiebung in y-Richtung hervor.
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\

\

S ) & MmF
Fur die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f gilt:
a) fllz) =2 (z+3) (z-2) b) f(@)=-3-(+7) - (z-3)* ¢) flx)=e" (z—-2) (z—-5)
Ermittle das Monotonieverhalten von f.
Va6 MmF
Fir die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f gilt:
fl(x)=¢e"-(2-2° —=5-x—3)
1) Trage positive Zahlen so in die Késtchen ein, dass fiir alle z € R gilt:
o=l e ) -l
2) Ermittle das Monotonieverhalten von f.
~ 3 MmF
Fiir die 2. Ableitungsfunktion f” der Funktion f gilt:
a) ['(@) = ~3-a-(z—4) b) [(z)=e " (2+5)-(x+2)
Ermittle das Kriimmungsverhalten von f.
- MmF

3.8
Fiir die kubische Funktion f: R — R gilt: f(z) =22 - (v — 12)

a) Ermittle das Monotonieverhalten von f.

b) Ermittle das Kriimmungsverhalten von f.

a

.

-~

3.9
Fir die 1. Ableitungsfunktion f’ der Funktion f gilt:

fl(@)=e" (2% +x—11)

1) Ermittle eine Gleichung der 2. Ableitungsfunktion f”.

2) Ermittle das Kriimmungsverhalten von f.

<7 MmF
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/‘ -~
3.10 MmF
a) Im Bild links oben ist der Graph einer
f(@) : 9(2)
Funktion f dargestellt.
Skizziere im Bild links unten den
Graphen der Ableitungsfunktion f’.
T T
7 6 -5 -4 -3 2 -1 2 3 4 5 \ Achte darauf, dass die Nullstellen von f’ und 7 6 5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5
/ das Vorzeichen von f’ an jeder Stelle stimmen.
f
b) Im Bild rechts unten ist der Graph einer
F(x) Ableitungsfunktion ¢’ dargestellt. J(z)
Skizziere im Bild rechts oben den Graphen
einer der moglichen Funktionen g.
Achte darauf, dass die Extremstellen von g und das /\
T T
-7 6 -5 -4 -3 2 -1 1.2 3 45 Monotonieverhalten von g richtig skizziert sind. -7 /6 -5 -4 -3 —}\\17‘ 5
/
g
A J
3.1 a) 1) =1 2) Kleinster Funktionswert: f(1) = —2  GréSter Funktionswert: f(—2) = 25
b) 1) x = —5 2) Kleinster Funktionswert: f(3) = —35  Grofiter Funktionswert: f(—2) = 20
c) 1) keine Stelle  2) Kleinster Funktionswert: f(3) = —3  GroSter Funktionswert: f(—2) =7
d) 1) x =1 2) Kleinster Funktionswert: f(—2) = —23  Groé8ter Funktionswert: f(1) = 22
e) 1) x =0 2) Kleinster Funktionswert: f(—2) = —16  GroSter Funktionswert: f(3) = 54
f) 1) 2=2und x = —1  2) Kleinster Funktionswert: f(2) = —5  GroBSter Funktionswert: f(—1) = 22
L /@)
1
8.2 1)S=41[2) 2) 555553 so0 3) (o) N\ (4500) S
-1
S
3 f"(=)
b 2
3.3 1) Wendestelle: . =2  2) z. 3) Kriimmungsverhalten: (—oo;2) 3t/ (2; 00) 7\
% 5 4 B8 2 10 1 2 4 5 6
-1
-2
8.4 ) (—ooi-1) N\ (-1i3) /1 (Bi00) N B) (mosi1) \IS (1300) /N
8.5 a) (—o0;—3) 7 (=3;2) N (Zo0) S b) (—o0;=7) S (=Tio0) N ©) (—o052) S (255) N (5500)
36 1) fl(z)=e"2-(z+3) (z—3)
2) (—oos—3) A (=3:3) N\ (3;00)
8.7 a) (—0030) /=N (0:4) \&/  (4500) /2N b) (—o03—5) \BS (=5i-2) /2N (—200) \ T/
3.8 a) (—o0;0) 7 (0;8) N (800)
b) (—00;4) /=N (4;00) \ T/
3.9 (—o0;—3) \&/  (=34) /2N (4500) \ &/
f (@) \/\g(m)
g
3.10 a) -7—6-5%3_;2/—’1{2\3‘:. b) 7654321 12345
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4. UMGEKEHRTE KURVENUNTERSUCHUNGEN

Umgekehrte Kurvenuntersuchungen
e gen / MmF

-

¢ Gleichungssystem fiir Koeffizienten aufstellen

o Gleichungssystem fiir Koeffizienten 16sen

Einschrankung: hochstens zwei unbekannte Koeffizienten

- MmF

4.1

Die quadratische Polynomfunktion f mit
f@)=a-2>+9-2—30

hat bei = 2 eine Nullstelle. Berechne den Koeffizienten a.

MmPF

a

4.2

Die quadratische Polynomfunktion f mit
flx)=4-2>+b-x—2

hat an der Stelle x = —2 die Steigung 1. Berechne den Koeffizienten b.

AV 43 MmF

Die kubische Polynomfunktion f mit

f@y=a-2®-3- 22 +7-2-10

hat bei x = i eine Wendestelle. Berechne den Koeffizienten a.

- MmF

4.4
Die kubische Polynomfunktion f mit

fxy=a-23+b-2>—6-2+10

hat den Tiefpunkt T' = (1| 5). Berechne die Koeffizienten a und b.

AV 4 MmF

Fiir die kubische Polynomfunktion f gilt:
flxy=2®+b-2°4+c-x+1
Die Funktion f dndert im Punkt E = (1 | 4) ihr Monotonieverhalten.

1) Berechne die Koeffizienten b und c.
2) Uberpriife, ob der Extrempunkt E ein Hochpunkt oder Tiefpunkt ist.

\ J

14
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y a

MmF

4.6
Die kubische Polynomfunktion f mit

flxy=2®*+b- 2> +c-x+5

1) Berechne die Koeffizienten b und c.

.

dandert an der Stelle z = 1 ihr Monotonieverhalten, und dndert an der Stelle z = % ihr Krimmungsverhalten.

2) Uberpriife, ob sich an der Stelle # = 1 ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum von f befindet.

4.8
Gegeben sind die Funktionen f und g mit

f(x)=a-2* und g(z)=e" +a.

Kreuze den richtigen Wert an.

Oe 0O

£
2

O

£
3

O

2
4

O

AU 4 MmF
Die quadratische Polynomfunktion f mit
flx)=-2-22+b-2+4c¢
hat an der Stelle x = 2 die Tangente mit der Gleichung 3 -x + y = 5. Berechne die Koeffizienten b und c.
- MmF

Welchen Wert muss a haben, damit beide Funktionen an der Stelle x =1 die gleiche Steigung haben?

2
5

4.1 a=3
4.2 b=17
4.3 a=4

44 a=4,b=-3
4.5 1) b=-5,¢=7 2) f’(1) = —4 <0 = Hochpunkt

4.6 1) b=-5,¢c=17 2) f’(1) = -4 <0 = lokales Maximum an der Stelle z = 1

4.7 b=5c=-3

4.8 a=§

15
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5. OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Optimierungsaufgaben
P geaufgaben / MmF

¢ Optimierungsaufgaben

Einschrankung: Gleichung der Zielfunktion ist angegeben

\

)

-

MmF

5.1

Gesucht sind zwei positive reelle Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

e Die Summe der beiden Zahlen ist 42.
e Das Produkt der beiden Zahlen ist so grofl wie mdglich.

Wenn der eine Summand 2 ist, dann muss der andere Summand also 42 — z sein.

Fir das Produkt der beiden Summanden gilt dann:
P(z)=2-(42 — 2) P(z)

x ... erster Summand
P(z) ... Produkt der beiden Summanden

Der Graph der Funktion P ist rechts dargestellt.

1) Berechne die positive Nullstelle n der Funktion P. 0
2) Berechne die 1. Koordinate des eingezeichneten Hochpunkts H.

a

MmF

5.2

Gesucht sind die Abmessungen eines Rechtecks mit den folgenden Eigenschaften:

o Zwei Eckpunkte liegen auf der x-Achse.

o Zwei Eckpunkte liegen oberhalb der x-Achse und auf der Parabel y = 12 — 22 .
e Der Fliacheninhalt des Rechtecks ist so grof3 wie méglich.

Y

Der Flédcheninhalt des Rechtecks hingt von
/ der Position der Eckpunkte ab:

o
N

U

4 x> 0... z-Koordinate von A in cm

F(z)... Flicheninhalt des zugehérigen Rechtecks in cm?

F(z)

Sz

> Flz)=2-2-(12 —2?) S

F(z)

/ 0 \ /

F(x) in cm?

H Der Graph der Funktion F ist links dargestellt.

z in cm

maximalem Flécheninhalt.

0 V12

1) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Hochpunkts H.

2) Berechne die Lange und die Breite des Rechtecks mit

16
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y a

MmF

5.3

Einer Kugel mit Radius R = 3 cm werden — wie im Querschnitt dargestellt — Drehkegel eingeschrieben.

Der Radius r des Drehkegels und sein Volumen V' héngen von seiner Hohe h ab.
Fiir das Volumen des Drehkegels gilt:
V(h):g~h~(6~h—h2)

h ... Hohe des Drehkegels in cm n

V(h) ... Volumen dieses Drehkegels in cm?

Das Volumen des Drehkegels soll so grofi wie moglich sein.

Der Graph der Funktion V ist links dargestellt.

4) Welches Volumen hat also der Drehkegel mit maximalem Volumen? Kreuze das richtige Volumen an.

O14-7em® O 32-7cm® O 42-7 cm? DM?'”cm3 DSQT'”cm3

J;

V(h) in cm? I
1) Berechne die positive Nullstelle n der Funktion V.
2) Berechne die 1. Koordinate des eingezeichneten Hochpunkts H.
vV 3) Welchen Radius hat also der Drehkegel mit maximalem Volumen?
h in cm Kreuze den richtigen Radius an.
0 " O+viem O +vV6em O vV7em O vV8em O v9cm

a

MmPF

5.4
Einem Drehkegel mit Radius R = 3cm und Héhe H = 9 cm werden — wie im Querschnitt dargestellt —

Drehzylinder eingeschrieben.

Die Hohe h des Drehzylinders und sein Volumen V hingen von seinem Radius r ab.

Fiir das Volumen des Drehzylinders gilt:

V(r):7r~7"2~(9—3-7")

r ... Radius des Drehzylinders in cm

V(r)... Volumen dieses Drehzylinders in cm?

Das Volumen des Drehzylinders soll so grofl wie moglich sein.

V(r) in cm? o Der Graph der Funktion V ist links dargestellt.

1) Berechne die positive Nullstelle n der Funktion V.

rin cm
0 n der mit maximalem Volumen?

2) Berechne die 1. Koordinate des eingezeichneten Hochpunkts H.
3) Welche Abmessungen (Hohe und Radius) hat also der Drehzylin-

51 1) n=42 2)z=21

5.2 1) H=(2]32) 2)4cm X 8cm

53 1) n=6cm 2) h=4cm 3)+V8cm 4) 37 cm?
54 1) n=3cm 2)r=2cm 3)h=3cm r=2cm

17
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6. ZUFALLSVARIABLEN & BINOMIALVERTEILUNG

Zufallsvariablen & Binomialverteilung Z MmF

o Wahrscheinlichkeiten berechnen und in Diagrammen darstellen

o Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen berechnen und interpretieren

¢ Binomialkoeffizienten berechnen und in Abzahlproblemen anwenden

e Binomialverteilung anwenden

\_ /
- MmF

6.1
In einer Urne befinden sich 42 Kugeln. Davon sind genau r Kugeln rot.
Martin zieht 2 Mal hintereinander eine Kugel mit Zuriicklegen aus der Urne.
Die Zufallsvariable X gibt an, wie viele der gezogenen Kugeln rot sind.
Dabei gilt: P(X =2) = §
1) Berechne r.
2) Berechne P(X =0) und P(X =1). Stelle das Ergebnis jeweils als vollstédndig gekiirzten Bruch dar.
3) Berechne den Erwartungswert E(X). Stelle das Ergebnis als vollstindig gekiirzten Bruch dar.

S . & MmPF

Bei einem Gewinnspiel werden 50 Lose verwendet. e 25 X

Auf jedem Los ist ein Gewinnbetrag aufgedruckt. e 10 x
Dabei gibt es die nebenstehenden Gewinnbetrage. e 10 % (10 Lose mit jeweils 10 € Gewinn

Du ziehst nach dem Zufallsprinzip eines dieser 50 Lose. e §x (5 Lose mit jeweils 50 € Gewinn

Die Zufallsvariable X gibt den Gewinnbetrag auf diesem Los an.

(25 Lose mit jeweils 0 € Gewinn
(10 Lose mit jeweils 5 € Gewinn

)
)
)
)

1 | Wahrscheinlichkeit
1) Trage die Wahrscheinlichkeiten in die nachstehende Tabelle ein. 0.9
08
Gewinn ; 0€ 5€ 10 € 50 € o
05
P (X = ~Tz) 04
03
2) Stelle die Wahrscheinlichkeiten rechts in einem Saulendiagramm dar. 02
0.1 .
3) Berechne den Erwartungswert E(X). 0 Gewinn
0€ 5€ 10€ 50€
4) Beurteile die folgenden Aussagen iiber den Erwartungswert F(X).
richtig falsch
Der Erwartungswert ist gleich grofl wie das | O
arithmetische Mittel aller 50 Gewinnbetrage.
Die Wahrscheinlichkeit, dass X gleich grof§ | O
wie der Erwartungswert ist, betriagt 0 %.
Die Wahrscheinlichkeit, dass X mindestens so grofl | O
wie der Erwartungswert ist, betrdgt 90 % oder mehr.
Wenn jedes Los jeweils um den Preis E(X) verkauft wird, O O
dann sind die Gesamteinnahmen fiir den Losverkauf gleich
grof} wie die Gesamtausgaben fiir die Gewinnbetrége.

18
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™ 63

Dabei gibt es die Gewinnbetrdage 0 €, 5 €, 10 € und 50 €.
Du ziehst nach dem Zufallsprinzip eines dieser n Lose.
Die Zufallsvariable X gibt den Gewinnbetrag auf diesem Los an.

Die Wahrscheinlichkeiten sind in der folgenden Tabelle eingetragen:

Gewinn x; 0€ 5 € 10 € 50 €

P(X =x;) =% 2 a b

Dein erwarteter Gewinn pro Ziehung betragt E(X) = 6,50 € .

1) Stelle ein Gleichungssystem zur Berechnung von a und b auf.

2) Berechne a und b.

Bei einem Gewinnspiel werden n Lose verwendet. Auf jedem Los ist ein Gewinnbetrag aufgedruckt.

MmF

a

MmF

6.4

Der angegebene Bruch kann als Binomialkoeffizient angeschrieben werden.

Trage Zahlen so in die Késtchen ein, dass beide Seiten gleich grof§ sind.

f 42 - 41 - 40 P 14-13-12-11

6.5

Berechne den Binomialkoeffizienten.

2() () 9G) 90) () o)

\

MmF

-

MmF

6.6

Samuel wiirfelt 42 Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel.

Nach jedem Wurf notiert Samuel, ob er einen Sechser oder keinen Sechser gewtirfelt hat:
(B2 B B 5B B E B - 3

Diesmal hat Samuel genau 8 Sechser gewiirfelt.

Wie viele Wiirfelfolgen der Lange 42 gibt es, die genau 8 Sechser enthalten?

Das Ergebnis a ist ein Binomialkoeffizient. Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein: a = (

.

7 6.7

a) Stelle p als vollstandig gekiirzten Bruch dar.

()
T

b) ﬁ Berechne die kleinste natiirliche Zahl n mit p,, > 99 %.

o
ENGS

MmF
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~ 68 ° <z MmF

Pia steht im Punkt A und mochte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

B Ein méglicher Weg ist zum Beispiel L=, = ==, =, =, ).
Die Anzahl der moglichen Wege von A nach B ist ein Binomialkoeffizient.
Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein:
) mogliche Wege von A nach B.
, i
~ 69 <¢-MmF
Lorenz steht im Punkt A und mochte entlang der Pfeile zum Punkt C' kommen.
C
a) Wie viele mogliche Wege von A nach C hat Lorenz?
Im Bild oben besteht das Quadrat mit den Eckpunkten B und C
aus 4 x 4 sogenannten Knoten.
B b) Wie viele mogliche Wege von A nach C hat Lorenz, wenn das
Quadrat mit den Eckpunkten B und C stattdessen
aus n x n Knoten besteht (n > 1)7 Stelle mithilfe von n eine
A Formel auf.
V10T MmF

Du wiirfelst 15 Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel.
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gewiirfelten Sechser an.

a) Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grofi wie P(X = 0)? Kreuze an.
15 15 15 15
515.1 D15-§ O 1 0 5 0O 15) (1 O 15) (2
6 6 6 6 6 6 6 6
b) Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grofl wie P(X = 1)? Kreuze an.
14 14 14 14
D14-§~1 O 5y .1 O 1y .3 O 15- 5y .1 O 15- 1y .5
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
c) Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grof wie P(X = 7)? Kreuze an.

(56 @6 @6 206 6@

d) Berechne den Erwartungswert von X.
e) Beschreibe ein Ereignis E in diesem Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit folgendermafien berechnet

werden kann:

re=(3)-(6) (8 + () () () + () () -(B)
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a At B MmF

Entscheide, ob die Zufallsvariable X binomialverteilt ist oder nicht.

Gib die Parameter n und p an, falls X binomialverteilt ist.

a) Eine Schachtel enthélt 4 rote und 3 blaue Kugeln. Du ziehst eine Kugel nach dem Zufallsprinzip, notierst die
Farbe und legst die Kugel wieder zuriick. Du fithrst insgesamt 5 solche Ziehungen hintereinander durch.
X ... Anzahl blauer Kugeln bei den 5 Ziehungen

b) Du wirfst gleichzeitig 8 faire 6-seitige Wiirfel mit Augenzahlen 1 bis 6.
X ... Anzahl der Wirfel mit Augenzahl 1 oder 2

c) Eine Schachtel enthélt 5 rote und 5 blaue Kugeln. Du ziehst 3 Kugeln ohne Zuriicklegen aus der Schachtel.
X ... Anzahl blauer Kugeln unter den 3 Kugeln

d) Du wirfst einen fairen 6-seitigen Wiirfel mit Augenzahlen 1 bis 6 so lange, bis zum ersten Mal ein Sechser
kommt.
X ... Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Sechser

e) Ein Single-Choice-Test enthélt 30 Fragen mit jeweils 5 Antwortmoglichkeiten. Bei jeder Frage ist genau eine
Antwort richtig. Du kreuzt bei jeder Frage zufillig eine Antwortmoglichkeit an.
X ... Anzahl richtig beantworteter Fragen

f) Eine gezinkte Miinze mit den 2 Seiten , Kopf“ und ,Zahl“ zeigt mit 70 % Wahrscheinlichkeit ,, Kopf*.
Du wirfst die Miinze 18 Mal.
X ... Anzahl Wiirfe mit Ergebnis ,,Zahl“

g) In einer Klasse sind 14 Schiiler und 11 Schiilerinnen. Von ihnen werden zur Stundenwiederholung nacheinander
4 verschiedene Personen ausgewéhlt.
X ... Anzahl der Schiilerinnen, die zur Stundenwiederholung ausgewéhlt werden

h) ﬁ In einer Urne befinden sich 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 durchnummeriert sind.
Bei einer Lotto-Ziehung werden 6 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.
Lukas beobachtet iiber ein Jahr hinweg alle 104 Lotto-Ziehungen.
X ... Anzahl der Lotto-Ziehungen, bei denen die Kugel mit der Zahl 42 gezogen wird

~e1g <t MmF
Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.
P(X =1) Die Wahrscheinlichkeiten von X sind links in einem Sdulendiagramm
1 ] dargestellt. Dabei gilt:
e P(X=5)>0
e P(X>6)=0
(} « P(X=1)=P(X =2)
[ ] i 1) Ermittle den Parameter n.
0 1 2 3 4 5
2) Berechne den Parameter p.

21
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Bei einem Random Walk startet man im Punkt (0 | 0). Dann wird immer wieder eine faire Miinze geworfen.

Nach jedem Miinzwurf bewegt man sich folgendermafien weiter:

e Beim Ergebnis ,,Kopf* bewegt man sich entlang des Vektors (1) weiter.
1

» Beim Ergebnis ,,Zahl® bewegt man sich entlang des Vektors ( ;) weiter.

FEin moglicher Random Walk ist im folgenden Bild dargestellt:

Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2 25 /26 27 28 29 30 31 3 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

T S R ]
L S S N T Y

Dieser Random Walk verlduft durch den Punkt (6 | 0).

1) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk durch den Punkt (6 | 0) verlauft.

Hinweis: Was weifit du iiber die ersten 6 Miinzwiirfe, wenn der Random Walk durch den Punkt (6 | 0) verlduft?

Stelle die Wahrscheinlichkeit als vollstandig gekiirzten Bruch dar.
2) ﬁ Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk durch den Punkt (2-n | 0) verlduft (n € N)?

Stelle mithilfe von n eine Formel fur diese Wahrscheinlichkeit auf.

1

Wt

Man kann iibrigens zeigen, dass diese Wahrscheinlichkeit fiir grole Werte n ungefédhr

betragt.
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6.1 1)r=14 2)P(X=0=% PX=1)=3% 3)E(X)= % rote Kugeln

9
+| Wahrscheinlichkeit
or
Gewinn xz; 0€ 5€ 10 € 50 € 08
6.2 1) 2) °
P(X =z;) 0,5 0,2 0,2 0,1 03

Gewinn
0€ 5€ 10€ 50€

3) 8 €  4) richtig, richtig, falsch, richtig
6.3 1)T:a+b=2 T:2410-a+50-b=65 2)a=4 b=z
6.4 a) (130) oder (170) b) (}g) oder (158) c) (432) oder (ég d) (144) oder (}3)
6.5 a) 10 b)10 c)21 d)35 e)l f)42

6.6 a= (482) oder a = (ii)

6.7 a) 33 b) n =300
6.8 (141) oder (171)

6.9 a) 300 b) 15- (2'")

n

6.10 a) P(X =0) = (2)" b) P(X=1)=15 (g)14 oo px=7n=(9)(8)- (%)7 d) BE(X) = 15 = 2,5 Sechser

e) E ist das Ereignis, dass sich unter den 15 Wiirfen insgesamt 5, 6 oder 7 Sechser befinden.

6.11 a) X ist binomialverteilt mit n =7 und p = % .
b) X ist binomialverteilt mit n =8 und p= 3.
c) X ist nicht binomialverteilt.
d) X ist nicht binomialverteilt.
e) X ist binomialverteilt mit n =30 und p = é .
f) X ist binomialverteilt mit n = 18 und p = 30%.
g) X ist nicht binomialverteilt.

h) X ist binomialverteilt mit n = 104 und p = % .
6.12 1) n=5 2)p=1

2.
613 1) % 2 (°") 2=
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