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1. UNGLEICHUNGEN

Ungleichungen
gleichungen / MmF

-~
e lineare Ungleichungen 16sen
e quadratische Ungleichungen l6sen, die keinen linearen Term enthalten
o Vorzeichen quadratischer Funktionen in Abhéngigkeit von z ermitteln )
W q MmF
Lose die Ungleichung iiber der Grundmenge R.
Stelle die Losungsmenge auf der Zahlengerade dar.
—_9. =1
a)d-z+7>-1 b)-2-2+5>9 c) 8% <4 d) 55”7332
V12 MmF
Lose die Ungleichung iiber der Grundmenge R.
Stelle die Losungsmenge auf der Zahlengerade dar.
42 — 22
a)22<9 b)22>16 ¢) — " >2 d)-2-22>-8 ) (z+2)?2>9
~Wis MmF
Die Terme (z+2), (r —4) bzw. (x +2) - (z —4) werden an verschiedenen Stellen ausgewertet.
Trage in jede Zelle ein, ob die Auswertung des Terms dort positiv (+), negativ (—) oder Null (0) ist.
T < —2 = =2 —2<z<4 =4 >4
a8 4F 2
z—4
(z4+2) (z—4)
W MmF
Das Vorzeichen von g(z) = =2 (x — 3) - (x — 5) héngt von x ab.
1) Fir welche x € R gilt g(z) =07
2) Fiir welche z € R gilt g(z) > 07
3) Fiir welche z € R gilt g(z) <07
- MmF

.

1.5
Das Vorzeichen von h(z) = 2 +2 -2 — 15 héingt von z ab.
1) Fiir welche z € R gilt h(z) =07
2) Fiir welche € R gilt h(z) > 07
3) Fiir welche z € R gilt h(z) <07
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1.1 a)yz>-2 b)z< -2
1.2 a) -3<z<3

c)xz>—6

d)z> -1

% 5 -4 3 -2

b) = >4 oder x < —4

c) 6<xz<6 °E

d) —2<z<2

6 5 4 3 2

e) z>1 oder z < —5 j——1 S —
% 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
T < —2 T = —2 —2<x<4 T =4 T >4
1.3 T+ 2 — 0 + + +
Tz —4 - — — 0 +
(z+2) - (x—4) + 0 — 0 +
1.4 1)z=3und 2 =5 2)3<z<5 3)z<3und 2>5

1.5 1) z=—-5 und z =3

2) x < =5 und z >3

3) 5<x<3
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2. FUNKTIONEN & UMKEHRFUNKTIONEN

Funktionen & Umkehrfunktionen Z l\,[ml_'

e Anderungsmafle von Funktionen berechnen und interpretieren:

— absolute Anderung von f in [a;b]
— relative Anderung von f in [a;b]

— mittlere Anderungsrate von f in [a;b]
e Verschiebung und Skalierung des Graphen einer Funktion f sowie Spiegelung an den Koordinatenachsen:
1) f(x)+c 2) f(x+c) 3)c-f(x) 4) f(c-x) mitceR*

— Funktionsgraphen skizzieren

— Funktionsgleichung ermitteln

ﬁ , falls gleichzeitig zwei oder mehr Verdnderungen durchgefithrt werden, zum Beispiel: 2 - f(z + 1)
e Symmetrie zu senkrechter Gerade / Symmetrie zu einem Punkt

e Formeln bzw. Funktionen in mehreren Variablen als Funktion in einer Variablen auffassen kénnen, wenn die

anderen Groflen konstant sind

e Umkehrfunktionen:

— anhand des Funktionsgraphen entscheiden, ob eine Funktion eine Umkehrfunktion hat
— Graphen der Umkehrfunktion skizzieren

— bei gegebener Funktionsgleichung die Gleichung der Umkehrfunktion ermitteln

S % B MmF

h(t) in cm

Das Wachstum einer Pflanze nach der Keimung wird aufgezeichnet.

e 50 Tage nach der Keimung ist die Pflanze 20,1 cm hoch. % (85 26,1)

o 85 Tage nach der Keimung ist die Pflanze 26,1 cm hoch. & (50 | 20,1)

Die Funktion h ordnet jedem Zeitpunkt ¢ (in Tagen nach der

Keimung) die entsprechende Pflanzenhohe h(t) (in cm) zu.

t in Tagen
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

a) Berechne die absolute Anderung von h im Zeitintervall [50; 85].

Interpretiere den Wert dieser absoluten Anderung im gegebenen Sachzusammenhang.
b) Wie grof ist die relative Anderung von h im Zeitintervall [50; 85] ungefihr?
Fiihre eine Uberschlagsrechnung durch, und kreuze an:
O~6% O~20% O~2% 0O ~30% O ~35%
Interpretiere den Wert dieser relativen Anderung im gegebenen Sachzusammenhang.
c) Sabine berechnet die mittlere Anderungsrate von h im Zeitintervall [50; 85]:

26,1 — 20,1
85 — 50 |

Trage die richtige Einheit in das Késtchen oben ein.

Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate im gegebenen Sachzusammenhang.
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2 @ a MmPF

Der Graph der linearen Funktion f enthélt den Punkt (4 | 2).

Ermittle die Funktionsgleichung f(z) = k- + d der Funktion f mit der angegebenen Eigenschaft.
a) Die absolute Anderung von f im Intervall [4;7] betriigt 6.

b) Die relative Anderung von f im Intervall [4;7] betrigt 50 %.

c) Die mittlere Anderungsrate von f im Intervall [4;7] betrigt —3.

Funktionsgleichung @@ ! MmF

Eine Funktion f:R — R ordnet jeder reellen Zahl x eine reelle Zahl f(x) zu.

Diese Zuordnung kann durch eine Funktionsgleichung beschrieben werden. Zum Beispiel:
flx)=3-2>-5-2+20

Um den Funktionswert f(®) zu ermitteln, setzen wir auf der rechten Seite der Funktionsgleichung statt jedem «
den Ausdruck @ (in Klammern) ein. Zum Beispiel:

o f(—2)=3-(-2)2=5-(-2)+20=12+10+20 = 42

o flz+1)=3-(z+1)>=5-(z+1)+20

o f(2-2)=3-(2-2)2-5-(2-2)+20
\_ /

~wEEr MmF

Fiir die lineare Funktion f gilt: f(x)=—4 -z +2

Mithilfe von f wird eine lineare Funktion g gebildet:

a) g(z) = f(2-2) b)glx)=2-f(z) c)glx)=/[(05-2) d)glx)=05 f(z) e)glx)=/f(-2)
f) g(z) =—f(x) @) g(x)=f(z+2) h)glx)=[f(z)+2 i)glx)=/[fz-2) j)glx)=[f(z)-2
1) Welche Steigung hat die lineare Funktion g?

2) In welchem Punkt schneidet der Graph von ¢ die senkrechte Achse?

s Y a MmPF

Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(x) =22 —4-2+4

Mithilfe von f wird eine quadratische Funktion h gebildet:

a) h(z) = f(2-2) b) h(z)=2-f(x) ) h(z)=[f(05-2) d)h(z)=05-f(z) e)h(r)=/[(-z)
f) h(z) = —f(x) &) h(z) = flx+2) h)h(z)=flz)+2 i) h@)=flz-2) j)h) =flr)-2
1) Ermittle die Polynomform h(z) = a-2? +b-x + ¢ der Funktion h.

2) In welchem Punkt schneidet der Graph von h die senkrechte Achse?
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y a

MmPF

2.5
Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f

mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.
Mithilfe von f wird eine Funktion g definiert:

g(x) = f(z)+3
1) Ermittle die groBtmogliche Definitionsmenge von g.

2) Zeichne rechts den Graphen der Funktion g ein.

.

8

J

™ 2.6

flx)=—-2-2+12-2— 14

Der Graph der Funktion g entsteht durch Verschiebung

des Funktionsgraphen von f in vertikaler Richtung.

glx)=a-2°+b-x+c

Fir die rechts dargestellte quadratische Funktion f gilt:

2
Ermittle die Koeffizienten a, b und ¢ in der Polynomform von g: 1 /
-2

MmF

T
Y
X

A

\rz\s/a/ 5
1

-1 0

f
6 7
/
3 \4\| 5

g

a7

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.

MmF

Mithilfe von f wird eine Funktion ¢ definiert:

g9(x) = f(z +3)

1) Ermittle die groftmogliche Definitionsmenge von g.

Hinweis:  + 3 muss im Intervall [—4; 8] liegen.

2) Zeichne links den Graphen der Funktion ¢ ein.

MmF

2.8

Der Graph der Funktion g entsteht durch Verschiebung

1) Kreuze die zutreffende Gleichung an.

O g(x) =flz)+2 O g(x) = f(z+2)

glx)=a-2°+b-z+c

Fiir die dargestellte quadratische Funktion f gilt: f(z) =3 22 -6-2 —1 5|Y

des Funktionsgraphen von f um 2 Einheiten nach rechts.

O g(2) = flz—2)

2) Ermittle die Koeffizienten a, b und ¢ in der Polynomform von g:

O g(a) = flx) -2 °

!
[
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~wEer MmF

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f 4

mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.

2
Mithilfe von f wird eine Funktion g definiert: /\1 /
_ . -4 5 2 -10 2 3 5 6 7 8 “
g(x) = 2- f(a) / TN

1) Ermittle die groBtmogliche Definitionsmenge von g.

2) Zeichne rechts den Graphen der Funktion g ein.

~V 210 MmF
Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.
LY Mithilfe von f wird eine Funktion g definiert:
f
I~ / , o) = f(2-2)
-4 - 2 -1 0 2 3 5 6 7 8
/ L v 1) Ermittle die groitmogliche Definitionsmenge von g.
-2 2) Zeichne links den Graphen der Funktion g ein.
S "Rt & MmF
Y Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f
2 / mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.
. ,
/\ z Mithilfe von f wird eine Funktion ¢ definiert:
-4 2 10 W 5 6 7 8
/ K g9(x) = —f(x)
-
3 1) Ermittle die groBtmogliche Definitionsmenge von g.
2) Zeichne links den Graphen der Funktion g ein.
- MmF

2.12
Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f mit Definitionsmenge [—4; 8] ist dargestellt.

y Mithilfe von f wird eine Funktion g definiert:

8 7 6 5 -4 3 -2 10 2 3 s 6 7 & . .
/ 4 V 1) Ermittle die groBtmogliche Definitionsmenge von g.

2) Zeichne links den Graphen der Funktion g ein.

.

213 ¢-MmF

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f ist dargestellt. 6

-

Der Funktionsgraph von g entsteht durch Skalierung des Funktionsgraphen

von f in horizontaler Richtung und in vertikaler Richtung:

g(@)=a- f(b-a) :

Ermittle a und b aus der Abbildung: a = . bzw. b= 3 4 5 &
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= XV MmF
Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f: R — R ist nur fiir = > 0 dargestellt.
Der Graph von f ist symmetrisch zur senkrechten Achse. nE .
,»f ist eine gerade Funktion.” 3 !
1) Vervollstandige die Wertetabelle. T
P -6 4 _9 0 9 4 7 6 5 -4 -3 -2 -10 12 3\1/5 6 7:1;
1
f(z) ’
-3
2) Zeichne den Funktionsgraphen fiir < 0 rechts ein. -4
- MmF

2.15

Der Graph von f ist symmetrisch zum Punkt (0 | 0).

»f ist eine ungerade Funktion.*

1) Vervollstandige die Wertetabelle.

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f: R — R ist nur fiir = > 0 dargestellt.

T —6 —4 —2 0 2 4

f(z)

2) Zeichne den Funktionsgraphen fiir < 0 rechts ein.

~

Symmetrie zu einer senkrechten Gerade ©
id WmF

fB-z)=2-3-2)?—-12-(3—2)+ 14
=2.(9-6-24+2%) —-36+12-x+14
=18—12-2+2- 22 -22+12-x
=2.22-4

e o)
Rechts ist der Graph der quadratischen Funktion f mit 5|y )
-2 | +
4
_ 2
flx)=2-2"—-12- 2+ 14 s
dargestellt. 21Z <
Thr Funktionsgraph ist symmetrisch zur senkrechten Gerade x = 3. k "
Zum Beispiel gilt f(3 —2) = f(3 +2) und allgemein: e i
fB—xz)=f(B+ux) 2
-3
Wir rechnen nach, dass tatséchlich f(3 —x) = f(3+ ) fir alle z € R gilt: 4

fB+z)=2-3+x)?—-12-(3+x)+ 14
=2.-(946-z+2%)—-36—-12-2+ 14
=18+12- 2 +2-22-22-12-x
=2.22—-4v

)

MmF

2.16

Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) = —4-22 +2
Rechne nach, dass f(—xz) = f(x) fiir alle z € R gilt.

Der Graph von f ist also symmetrisch zur senkrechten Achse.
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0 2a7 MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =3 -22+12-2+5
Rechne nach, dass f(—2+ ) = f(—2 —z) fiir alle x € R gilt.
Der Graph von f ist also symmetrisch zur senkrechten Gerade x = —2.
- MmF

2.18
Der Graph der quadratischen Funktion f mit
flx)=3 2230 -z +42
ist symmetrisch zu einer senkrechten Gerade. Fiir die quadratische Funktion g gilt:
g(r) =3 22 -30-2
1) Kreuze die zutreffende Aussage an.
[0 Der Graph der Funktion g entsteht durch Verschiebung des Graphen von f in horizontaler Richtung.
O Der Graph der Funktion g entsteht durch Verschiebung des Graphen von f in vertikaler Richtung.

O Der Graph der Funktion g entsteht durch Skalierung des Graphen von f in horizontaler Richtung.
O Der Graph der Funktion g entsteht durch Skalierung des Graphen von f in vertikaler Richtung.

2) Berechne die Nullstellen der Funktion g.
3) Trage jeweils die richtige Zahl in die Késtchen ein:

Der Graph der quadratischen Funktion f ist also symmetrisch zur senkrechten Gerade z =

A 19 T <t MmF
Fiir die kubische Funktion f gilt: f(z) =2 —6-22+12-2 -8
Rechne nach, dass f(2+2) = —f(2 — x) fiir alle z € R gilt. Der Graph von f ist also symmetrisch zum Punkt (2 | £(2)).
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-

2.20 MmF
Ein Punkt P mit Masse m bewegt sich entlang einer Kreisbahn mit Radius r.
Der Punkt hat entlang der Kreisbahn die konstante Geschwindigkeit v. »

Dann wirkt auf den Punkt die sogenannte Zentripetalkraft ﬁ,
die ausgehend von P in Richtung des Kreismittelpunkts zeigt.
Fiir den Betrag der Zentripetalkraft gilt:

m-v2

F =

r
F'... Betrag der Zentripetalkraft in N
m ... Masse des Punkts in kg

v... Geschwindigkeit in m/s

r... Kreisradius in m

— Sind v und r konstant, dann ordnet die Funktion f jeder Masse die entsprechende Zentripetalkraft zu:

m~1}2

flm) =" (i N)

— Sind m und r konstant, dann ordnet die Funktion g jeder Geschwindigkeit die entsprechende Zentripetalkraft

zu:

gw) =" (i N)

— Sind m und v konstant, dann ordnet die Funktion h jedem Radius die entsprechende Zentripetalkraft zu:

m~1)2

h(r) = " (in N)

Die Graphen der Funktionen f, g und h sind unten dargestellt.

1) Ordne den Funktionsgraphen jeweils die richtige Beschriftung f, g bzw. h zu.
2) Ordne den vertikalen Achsen jeweils die richtige Beschriftung f(m), g(v) bzw. h(r) zu.

3) Ordne den horizontalen Achsen jeweils die richtige Beschriftung m in kg, v in m/s bzw. r in m zu.

s s

10
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2.2 MmF
In der untenstehenden Abbildung ist der Graph einer Polynomfunktion f dargestellt.
Auf welchen der folgenden Intervalle hat die Funktion f eine Umkehrfunktion?
Kreuze die beiden zutreffenden Intervalle an.
ol f(2)
[—2;2] O .
4
[2; 6] 0 )
65 9] O :
;
[O; 4] O 3 2 1o 1 2
-1
f
~20) | O :
- MmF

2.22

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f

mit Definitionsmenge [—1; 6] ist dargestellt.

1) Begriinde, warum f eine Umkehrfunktion hat.

3) Zeichne rechts den Graphen der Umkehrfunktion ein.

2) Ermittle die grofitmogliche Definitionsmenge ihrer Umkehrfunktion.

-

2.23
Fiir die lineare Funktion f gilt: f(x)=2-2—1
Rechts ist ein Ausschnitt der Zahlenebene dargestellt.
1) Zeichne den Funktionsgraphen von f rechts ein.

2) Zeichne den Graphen der Umkehrfunktion rechts ein.

3) Ermittle eine Gleichung der Umkehrfunktion von f.
Welche Steigung hat sie?

.

-

MmF

2.24

Rechts ist der Graph der quadratischen Funktion f
mit f(x) = 22 fiir 2 >0 dargestellt.

Am Funktionsgraphen von f sind 4 Gitterpunkte markiert.
Die Umkehrfunktion von f ist die Wurzelfunktion g mit

g(z) =z,

2) Skizziere den Graphen der Wurzelfunktion g.

=
o

= N W » OO N ©® ©

deren Graph im rechts dargestellten Bereich auch 4 Gitterpunkte enthélt.

X

2 3 45 6 7 8 9 10

1) Markiere diese 4 Gitterpunkte in der Abbildung rechts mit einem X.

11
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* 225 “ MmF

Die dargestellten Drehkegel haben alle die gleiche Héhe h = 7 cm, aber verschiedene Radien.

Das Volumen V' jedes Drehkegels

héngt von seinem Radius r ab:

r... Radius in cm

V(r)... Volumen in cm3

a) Der mittlere Drehkegel hat den Radius r = 3 cm.
Wie viel Milliliter Wasser passen ungefdhr in diesen Drehkegel?

Fiihre eine Uberschlagsrechnung durch und kreuze an.
O ~2ml O =6,bml 0O ~20ml 0O =65ml 0O ~200ml 0O =~ 650ml
b) Umgekehrt hingt der Radius r jedes Drehkegels mit Hohe h = 7 cm von seinem Volumen V' ab:

"v)=

Trage den Funktionsterm dieser Umkehrfunktion in das Kistchen oben ein (V in cm?, r(V) in cm).

* 226 ° MmF
Die rechts dargestellte Funktion g hat die Definitionsmenge [1;9]. 29()
H
In genau 3 Punkten hat der Funktionsgraph die Steigung Null: 1
g grap gung /‘\ N

e Der Punkt H = (5| 1) ist ein Hochpunkt / lokales Maximum von g.
S y
e Der Punkt 7' = (8 | —3) ist ein Tiefpunkt / lokales Minimum von g. 2 e

e Der Punkt S = (2| —1) ist ein Sattelpunkt von g. - T

1) Begriinde, warum ¢ auf dem Intervall [1;9] keine Umkehrfunktion hat.

2) Gib ein mdglichst breites Intervall an, auf dem g eine Umkehrfunktion hat.

12
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2.1 a) Absolute Anderung: 6cm
Die Pflanze ist im Zeitintervall [50; 85] insgesamt um 6 cm gewachsen.
b) Relative Anderung: =~ 30 %
Die Pflanze ist im Zeitintervall [50; 85] insgesamt um rund 30 % gewachsen.
c) Mittlere Anderungsrate: ~ 0,17 cm/Tag
Die Pflanze ist im Zeitintervall [50; 85] pro Tag durchschnittlich um rund 0,17 cm gewachsen.
2.2 a) f(z)=2-2—-6 b) f(x)=%2-2+2% c)fl®)=-3-z+14

2.3 a)k=-8, (0/2) b)k=—8, (0]4)

(0] =6) h)k=—4, (0]4) 1i)k=—4, (0]|10)
2.4 a) h(z)=4-22—-8-z+4, (0]4)
b) h(z)=2-22—-8-2+8, (0]8)
c) hz)=1 22 -2.24+4, (0]4)
d) h(z)=4% -2 -2-2+2, (0|2)
e) hz)=z>4+4-z+4, (0]4)
£) hiz)=—-224+4-2—4, (0| —4)
g) h(z) =z (0]0)
h) h(z) =22 —4-2+6, (0]6)
i) h(z) =22 —-8-x+16, (0]16)
i) h(x)=22-4-24+2, (0]2)
5U
g
2.5 1) [—4;8] 2)

e) k=—2, (0]2)

d)k=-2, (0]1)
) k=—4, 00

e k=4, (0]2) fHk=4, (0]-2) g)k=—4,

4/1 2 10
-1
-2

2.6 g(z)=—-2-224+12-2—17

Ty
9 f

2.7 1) [-7;5] 2) /o .
2.8 1) g(z)=f(z—2) 2)g(x)=3 218 z+23
Y
3 g
2
. f
2.9 1) [-4;8] 2) x
-4 2 -10 \ 2 3 A/ 5 6 7 8
-1
-2
-3
-4
Y
2
,
2.10 1) [-2;4] 2) /AN .
4 - —240W5 6 7 8
-2
3y
2
V\‘ f
2.11 1) [-458]  2) 3/ - L1 1z
9 T~
g
-2
-3

13
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2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18
2.19

2.20
2.21
2.22

2.23

2.24

2.25
2.26

a=3,b=2
- - —2 2 4 .
D S0 e N 2)\V/\/\\/
x — —_ ""’*"'2"7""55’
I /
- - - 2 4 :
) NI B e e e B v
) | — _ _
f(—z)= -4 - (—x)’ +2=—4-2°> +2 = f(x)
= f(—z) = f(x) fur alle x € R
f(=2+2)=3 - (-2+z)?+12- (-2+a)+5=---=3-2" -7
f(—2—xz)=3-(—2—-x)?+12-(—2—x)+5=---=3-2%> -7

= f(—2+2)=f(-2—=x) furallex €R

1) Verschiebung in vertikaler Richtung 2) z1 =0, 22 =10 3)az =5, =5

fe+ax)=0Q+x)®*-6-2+x)?+12-2+2)—-8=-..=2°
fe-sy=C-2)*-6-2-z)?+12-2-2)—-8=-..= —z°
— f(2+z)=—f(2—2) firallex € R
g(v) in N f(m)in N
g f
vinm/s m in kg rinm
0 0
[2; 6] und [—2;0]

1) Zu jeder y-Koordinate in [—2; 5] gibt es genau einen zugehorigen Punkt am Graphen von f.
Y

7
6

1) 2 2+l = 1.2+ § hat die Steigung 3.

a) & 65ml b)) r(V)=,/2¥

1) An verschiedenen Stellen in [1; 9] wird der gleiche Funktionswert angenommen, z.B. ¢g(2) = ¢(6,5...) = —1.

2) [1;5]

14
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3. POTENZEN, WURZELN & POLYNOMFUNKTIONEN

Potenzfunktionen & Polynomfunktionen Z MmF

¢ Potenzen und Wurzeln

— Quadratzahlen und Kubikzahlen bis 100 auswendig kennen
— Umwandlung zwischen Potenz- und Wurzelschreibweise

— Rechenregeln fiir Potenzen und Wurzeln anwenden
o Potenzfunktionen: f(z)=a-2z? (q€ Q%)

— Verhalten bei =0 und fiir  — oo bzw. & — —oo ermitteln
o Polynomfunktionen: f(z) =1 ;a; "

— Grad einer Polynomfunktion ermitteln

— Polynomgleichungen mit dem Produkt-Null-Satz 16sen

— Polynomgleichungen ohne konstanten Term ~» z herausheben und Produkt-Null-Satz anwenden

N J
~wEar MmF

Es gilt a,b,c > 0. Trage den richtigen Exponenten in das jeweilige Késtchen ein.

(a2 . b)3 o e
C) a2 b.ch = @it - bi..i. il
~ 32 ™ p—

Es gilt a,b,c > 0. Ziehe die Wurzel.
2
a) Va® b)V25-a2 c¢) Var- b d) \/2—4 e) Va® b5 -c6  £) 25.-a2 —16-a2 g) V9-a?+ 16 a?

. J

S Y B MmF

Es gilt a > 0. Welche der folgenden Terme sind zum Term V3 -a? dquivalent? Kreuze an.

03¢ OV3-Va?2 Oa-v3 0O Va++a+a

. J

S Y & MmF

Es gilt a > 0. Welche der folgenden Terme sind zum Term /9 - a2 — 4 - a? dquivalent? Kreuze an.
Oa+v6 Oa OV9-a2—V4-a2 O 5-a 0O V5-a2

15
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AV g5 MmF

2
Es gilt a > 0. Welche der folgenden Terme sind zum Term 4/a2 — (%) dquivalent? Kreuze an.

a V3 3 a 1
02 04¢¥ ODay/S Da-2 Da —
2 7 “\/; “73 “ B

. J

V3T MmF

Es gilt «,y > 0. Multipliziere aus und vereinfache so weit wie moglich.

a) (Vr—y) - (Ve+y) b) (Va+1-yz) (Vo+1+ )

1 37 MmF
Schreibe die Potenz als Wurzel, und berechne das Ergebnis.
a) 162 b) 643 ¢) 167 d)25 2 e)8 3

- MmF

3.8

Es gilt a > 0. Vereinfache so weit wie moglich, und stelle das Ergebnis in der Form {/a™ mit m, n € N* dar.

0 (oh)

2 Y B MmF

IS
wl=[ Nl

a) az-a3 b)

Es gilt a > 0. Vereinfache so weit wie moglich, und stelle das Ergebnis in der Form {/a™ mit m, n € N* dar.
4/a3

¢) {/¥a

16
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MmF

PROJEKT MMF

' 3.10

Der Graph einer Potenzfunktion f mit f(r) =a-z™ ist dargestellt (a € R, m € Z*).
Ist m positiv oder negativ? Ist m gerade oder ungerade? Ist a positiv oder negativ? Kreuze jeweils an.

f(z) f(@)

¥ O m>0 O m<0 O m>0 O m<0
a) - z, [0 m gerade [ m ungerade b) e, [0 m gerade [ m ungerade
0 a>0 0 a<0 ! Oa>0 Oa<0

O m>0 O m<0
O m gerade [0 m ungerade

O m>0 O m<0

c) O m gerade O m ungerade  d)
0a>0 Oa<0 Oa>0 Oa<0
f(x)
O m>0 O m<o0 O m>0 O m<0
e) 2, O m gerade O m ungerade f) . z, [ m gerade [ m ungerade
O a>0 Oa<0 ! Oa>0 Oa<0
f(x) f(@)
dm>0 O m<O0 dm>0 O m<0
g) - z, O m gerade O m ungerade h) ; z, [ m gerade [J m ungerade
! Oa>0 Oa<0 ! Oa>0 Oa<0
- A ¢ MmF

3.11
Der Oberflicheninhalt des dargestellten Wiirfels W5 ist doppelt so grof§ wie jener von Wiirfel W7 .

1) Fiir die Seitenldngen der Wiirfel gilt dann: as :aq =c: 1

Wie grof§ ist ¢? Kreuze an. W
2
Wy

Oece=v2 0O c=+2 Dc:(ﬁ)3 Oc=22 0 c¢c=2° - -
1 2

2) Das Volumen von Wiirfel W7 wird mit V4 abgekiirzt. Das Volumen von Wiirfel Wy wird mit V5 abgekiirzt.

Fiir die Volumina der Wiirfel gilt dann:
‘/2 . V1 =d:1
Wie grof§ ist d 7 Kreuze an.

0d=¥2 Dd=v2 Od=(v2)° O0d=22 O0d=2°

17
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-

.

3.12 MmF

Fir die elektrische Spannung U, die Stromstérke I und den elektrischen Widerstand R gilt das Ohmsche Gesetz:

I=—
R

a) Der Widerstand R ist konstant und positiv.

Skizziere links unten einen maéglichen Graphen der Funktion U — I(U) = % . Beschrifte die Achsen.
b) Die Spannung U ist konstant und positiv.

Skizziere rechts unten einen moglichen Graphen der Funktion R — I(R) = % . Beschrifte die Achsen.

\

0 0
A 313 MmF
Gegeben ist eine Polynomfunktion f.
1) Ermittle den Grad von f.
2) Ermittle die Nullstellen von f iiber der Grundmenge R.
a) f(z)=2-(x—3) (v +5) d) f(@)=a-(2-a+4) 22> +4)
b) f(z)=-3 (22 —4) (x+1) e) f(x)=xz-(2-2+14) (2> + 8-z + 15)
c) f(z)=5 (2" -9) (2*+9) f) f(z)=(2*—-8) (x+1) (2*-9)
~Wa14 MmF
Berechne die Nullstellen der Polynomfunktion f iiber der Grundmenge R.
a) fa)=a2>—-4-2 c) fw)=2%+4-x e) flx)=a*—4 22
b) f(z)=2%—4-x d) f(x)=a3+4- 22 f) f(x)=a2*+4-22
- MmF

3.15
Der Graph einer Polynomfunktion f ist dargestellt.

Ermittle den groBtmoglichen Grad, den die Polynomfunktion mindestens haben muss.

6
5

6 6

f(z) f() ; ixj/

EN

N

18
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™\ 3.16

Der Graph einer Polynomfunktion f vom Grad 3 ist rechts dargestellt.

1) Ermittle die Linearfaktorform von f.

Gesucht sind also Zahlen a, x1, 2 und x3, sodass
f@)=a-(z —x1)- (x—x2) - (v — x3)

fiir alle z € R gilt.

2) Ermittle die Polynomform von f.
Gesucht sind also Zahlen a, b, ¢ und d, sodass

f@y=a-23+b-2>+c-x+d

fiir alle z € R gilt.

<z MmF

ot

/—2 3N

3.1 a)a®-b~' b)al. 3.8
3.2 a)a* b)5-a c)a®-b> d) &
3.3 v3-Va? und a-V3

3.4 a-+v5 und V5 -a?

e)a’ b’ f)3.-a g)5-a

3.5 a~§ und a - %

3.6 a)yz—y b))l

37 a)VIb=4 b) ¥6i=4 c) Vi6=2 d)\/E=1 e {/i=1
3.8 a) Va® b) ¥a c) Va®

3.9 a) Va5 b) ¥a <) ¥a

3.10 a) m > 0, m gerade, a >0
e) m > 0, m ungerade, a > 0

l)c:\/§

b) m > 0, m gerade, a <0
f) m < 0, m gerade, a <0

c) m < 0, m gerade, a >0

3.11 2) d = (vV2)3

3.12

0 ? 0 £

3.13 a) Grad 2 mit Nullstellen 3 und —5 b) Grad 3 mit Nullstellen —2, 2 und —1
Nullstellen 0 und —2  e) Grad 4 mit Nullstellen 0, —7, —3 und —5

3.14 a) {0,4} b) {-2,0,2} c¢) {0} d){—4,0} e){-2,0,2} f) {0}

3.15 a) Grad 3 (z.B. f(z) = 2 hat 3 Lésungen) b) Grad 2 (z.B. f(z) = 4 hat 2 Lésungen)

d) Grad 5 (z.B. f(z) = 2 hat 5 Losungen)

D f@)=%-(@+2)-(x-3)- (-5 2)fl@)=% 2>~

~w2—%~a:+42

g) m < 0, m ungerade, a < 0

c) Grad 4 mit Nullstellen —3 und 3
f) Grad 6 mit Nullstellen 2, —1, —3 und 3

d) m < 0, m ungerade, a > 0
h) m > 0, m ungerade, a < 0

d) Grad 4 mit

c) Grad 4 (z.B. f(z) = 4 hat 4 Lésungen)

19
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4. EXPONENTIALFUNKTIONEN & LOGARITHMUSFUNKTIONEN

Exponential- und Logarithmusfunktionen Z MmF

-~
e Exponential- und Logarithmusfunktionen
— Bedeutung der Parameter a und ¢ in f(x) = ¢- a® kennen und anwenden
— ﬁ Bedeutung der Parameter a, c und k in g(x) = ¢-a*® kennen und anwenden
o Asymptotisches Verhalten:
— Wenn |¢| < 1 ist, dann gilt: ILm =0
— Wenn k > 0 ist, dann gilt: lim e %% =0
T—r00
e Exponential- und Logarithmusgleichungen
/
S . & MmF
Fiir die Exponentialfunktion f gilt: f(z) =c¢-1,2*
Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.
a) f(1) ist um % grofer als f(0).  b) f(2) ist um % grofler als f(1).
c) f(x+1) ist um % grofer als f(x). d) f(2) ist um % grofer als f(0).
2 N s MmF
Fiir die Exponentialfunktion g gilt: g(x) = ¢-0,8"
Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.
a) ¢g(1) ist um % kleiner als g(0). b) ¢(2) ist um % kleiner als g(1).
c) g(z +1) ist um % kleiner als g(z). d) g(2) ist um % kleiner als ¢(0).
2 . & MmF

Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein.

a) Das Kapital auf einem Sparbuch wéichst exponentiell.
Zu Beginn (n = 0) befinden sich 420 € auf dem Sparbuch.
Pro Jahr wéachst das Kapital um 1,2 %.
K (n) ist das Kapital nach n Jahren.

K= o

b) Die im Blut vorhandene Wirkstoffmenge eines bestimmten Medikaments nimmt exponentiell ab.
Zu Beginn (t = 0) befinden sich 42 mg des Wirkstoffs im Blut.
Pro Stunde nimmt die im Blut vorhandene Wirkstoffmenge um 15 % ab.
N(t) ist die im Blut vorhandene Wirkstoffmenge nach ¢ Stunden.

N(t) = : !

20
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A <z MmF

Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein.

a) Die Bakterienanzahl in einer Petrischale nimmt exponentiell zu.
Zu Beginn (t = 0) befinden sich 30 Bakterien in einer Petrischale.
Nach 3 Stunden ist die Bakterienanzahl in dieser Petrischale um 28 % grofer als zu Beginn.
B(t) ist die Bakterienanzahl nach ¢ Stunden.

b) Beim Tauchen nimmt die Lichtintensitdt mit zunehmender Tiefe exponentiell ab.
Iy ist die Lichtintensitdt an der Wasseroberfliache.
In 30 cm Tauchtiefe ist die Lichtintensitit um 7 % kleiner als an der Wasseroberfliche.

I(x) ist die Lichtintensitdt in 2 cm Tauchtiefe.

() = I hed
~waEr MmF
|:| Yy Die Graphen von 4 Exponentialfunktionen sind dargestellt.
I:l Beschrifte links die Funktionsgraphen.
e fi(x)=12-0,6" e f3(x) =-0,8-27
L] / o folz) = 04747 o file)=—2-047
S 0 = MmF
Y Die Graphen von 4 Exponentialfunktionen sind dargestellt.
J! Das asymptotische Verhalten der Exponentialfunktion g mit
9 glz) =c-ek®
93 / héngt von den Vorzeichen von ¢ und & ab.
Trage passend zu den Graphen > bzw. < in die Késtchen ein.
g sgic [0 wd k0 s gsc [0 wd k0
e [0 wd k0 sgic [0 wd k0
AW MmF

Welche der folgenden Terme sind zum Term 107 - 10% dquivalent? Kreuze an.

0 2-10®* 0O 102¢ 0O 100 0O 100> [ 10"

21
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~wsr MmF

Fiir die Exponentialfunktion f gilt: f(x) =4-¢€*

Welche der folgenden Terme sind zum Term f(2-x) dquivalent? Kreuze an.

08¢ O4-e*® O (4-¢%) O 4-(e%)? 0O (2-¢%)°

S . & MmF

Rechts ist der Graph der Exponentialfunktion f mit f(z) = 2* dargestellt.

Am Funktionsgraphen von f sind 4 Gitterpunkte markiert.

Die Umkehrfunktion von f ist die Logarithmusfunktion g mit

g(x) = log,(z),

N WA OO N O ©

deren Graph im rechts dargestellten Bereich auch 4 Gitterpunkte enthélt.

_/ x

-3 -2 1 12 3 45 6 7 8 9

1) Markiere diese 4 Gitterpunkte in der Abbildung rechts mit einem X.
2) Skizziere den Graphen der Logarithmusfunktion g.

Logarithmus
: £ v

Zum Losen der folgenden Aufgaben stehen dir folgende Informationen zur Verfliigung;: b,m,n >0,b#1

1) Definition des Logarithmus: log,(m) =z <= b =m
Insbesondere gilt: log, (b™) =n

2) Rechenregeln fiir Logarithmen:

i) log,(m - n) = log,(m) +log,(n) i) log, (%) = log,(m) —log;(n) iii) log,(m") = r - log,(m)
- J
AV 410 MmF
Berechne das Ergebnis.
a) log,(16) = b) logs(9) = c) log,,(1) = d) 1g(1000) : e) In(e®) :
e MmF
Welche der folgenden Terme sind zum Term In(3 - 2?) dquivalent? Kreuze an.
O In@3)-In(z?) O Wn3)+2-In(z) O2-InB3)+2-In(z) O 3-In(z?) O2-In(3-z) O In(a?)+In(3)
AV 412 MmF

Kreuze die falsche Aussage an.

O lg(4) = 2-1g(2) O 1g(6) =1g(2)+1g(3) O lg(3) =1g(2)—1g(3) O 1g(30) = 1+1g(3) O 1g(0,03) = 2—1g(3)

\ J

MmF

-

4.13

Kreuze die falsche Aussage an.

O 1g(32) =5-1g(2) O 1g(36) =2 [lg(2) +1g(3)] O lg(40) =2-[1+1g(2)] O lg(60) =1+ 1g(2) + 1g(3)

22
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1414 © MmF
Zwischen welchen aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen liegt die angegebene Zahl?
a)15(9) Db)lg10) <) lg11) ) 1g(99) ) 1g(100) £) lg(101) g) I lg(142) +Ig(421)
MmF

* 415

Die ersten 4 Nachkommastellen von 1g(604,8) sind 7816.

1) Trage die richtige Ziffer in das Késtchen ein:

2) Ermittle die ersten 4 Nachkommastellen von 1g(60,48).

HOL L E B g 6

5 6 7 8 9

7782 778% 7783 7784 7784

7785 7786 7787 7787 7788

7789 7789 7790 7791 7792
7796 7797 7797 7798 7799

7832 7833 7833 78
7839 7840 7840 78
784b 7847 7848 78

7853 7854 785

7860 7861 7861
7868 7868 7869 7
75 787

7875 7875 7876

7
7871 7872 7872 7873 7874
7878 7879 7880 7880 7831

416 MmF
Die Funktion f mit f(z) = lg(§) . lg(ﬁ) ist fiir alle z > 0 definiert.
1) Fiir welche Zahlen x gilt f(x) =07
2) Fir welche Zahlen z gilt f(z) <07
3) Fiur welche Zahlen x gilt f(x) > 07
T aar MmF
Die Gleichung 4 - 3* = 20 hat genau eine Losung iiber der Grundmenge R. In(5) 0
Kreuze diese Losung rechts an. 3
In(20) ]
In(12)
5
In(3) -
In(5)
In(3) 0
In(20)
12 O
" 418 © MmF
Die Gleichung 6 - e~2* = 1 hat genau eine Losung iiber der Grundmenge R. —In( 1 ) 0
Kreuze diese Losung rechts an. 2
1
In(3)
—5 O
In(3)
" n(2) O
In(6)
12 .
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419 MmF
Die Gleichung 3-1g(x+2) = 9 hat genau eine Losung tiber der Grundmenge R. 1 0
Kreuze diese Losung rechts an.

1092 n
3
10°
5 -2 O
998 O
10°-6
3 O

420 ° MmF
Die Gleichung In(3-x —4) = 8 hat genau eine Losung tiber der Grundmenge R. 4+108 0
Kreuze diese Losung rechts an. 2

4 O
12
S U
844
e 3 l:‘
et U
a1 ¢ MmF
Berechne die Nullstelle(n) der Funktion f.
a) f(z) =2°-(143) b) f(@) =e*-(1=5)-(r4+4) ©) (&)= e (22=9) d) f(a) =27 (22— 6-0+8)

24
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4.1 a)20% b)20% ¢)20% d)44%

4.2 a)20% b)20% «<¢)20% d)36%

4.3 a) K(n) =420-1,012™ b) N(t) = 42-0,85"
4.4 a) B(t) =30-1,285" b) I(z) = I, - 0,9330°7

4.6 g1: ¢>0 und k<O g2t ¢>0 und £>0 g3: ¢<0 und k>0 ga: ¢<0 und £<O
4.7 10" und 100"
4.8 4., 4. (e®)? und (2-e%)?

4.9

9
8
7
6
5
4
3
2

" x

-3 -2 -1 12 3 45 6 7 89
-1
2y
3

4.10 a)4 b)2 <¢)0 d)3 e)b

4.11 In(3) 4 2-In(z) und In(z?) 4 In(3)

4.12 1g(0,03) = 2 — 1g(3)

4.13 1g(40) = 2 - [1 + 1g(2)]

414 a)0 b))l ¢)1 d)1 e)2 )2 g)4
4.15 1) 2 2) 7816

4.16 1)z =3 und 2 =4 2)3<z<4 3)0<z<3und >4
417 28

4.18 “fé’

4.19 998

4.20 £

4.21 a) =3 b)5und -4 «¢) —3und3 d)2und4
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5. WINKELFUNKTIONEN

f Winkelfunktionen Z l\'ImF

¢ Winkel im Gradmaf$ und im Bogenmaf}, Umrechnung zwischen Bogenmafl und Gradmaf

e Bedeutung der Parameter a und b in f(z) = a-sin(b- ) kennen und anwenden
N )
- - MmF

5.1

Ein Kreissektor mit Bogenlédnge b und Zentriwinkel « ist dargestellt.

Trage in die Kéastchen jeweils richtige Zahlen so ein, dass die Briiche vollstédndig gekiirzt sind.

b
a A é . '
) 1 cm i i ; i
b
b) - Ccm o = ?:::::::::::::? - rad
1lcm : :
b
C) E T Ccm o= ﬁ:::::::::::::ﬁ - rad
5 cm 5 |
52 " i

Ein Kreissektor mit Bogenldnge b und Zentriwinkel « ist dargestellt.

Trage in die Kéastchen jeweils richtige Zahlen so ein, dass die Briiche vollstédndig gekiirzt sind.

= .7 rad a=
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b) o = == oo orad
1cm
b= 203; T cm
c) = . rad
5 cm H
b=49 -7 cm
d) = - rad

\

o =

o =

J

A X B

Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.

Fin 4 m langes Seil wird so am Boden platziert, dass ein Kreissektor mit Radius 1 m und Zentriwinkel o entsteht.

MmF

a= rad
54 ° MmF
Die dargestellten Kreise haben beide den Mittelpunkt (0 | 0). Y
1
Fiir den Punkt P am Einheitskreis gilt: P = (? ‘ 5) Q
Der Punkt @ liegt auf dem Kreis mit Radius 4. 4 ARy
Die Punkte (0 | 0), P und @ liegen auf der eingezeichneten Strecke. \y

Welche Koordinaten hat der Punkt @ 7 Kreuze an.
0Q=(3]1) 0Q=(2 V32

0Q=0-v3[4

0Q=(G13)
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AV sy MmF

Der Graph einer Funktion f mit f(t) =a-sin(b-t) ist dargestellt (¢ in Sekunden, f(¢) in cm).
Trage in die Késtchen jeweils die richtige Zahl ein.

f(t) in em

4
3
21/ N N e ey
1 .
a) 0 t in Sekundg¢n a = icm b= i i rad/S
w2 3mi2 I 3 7m/2 ™
-1
-2
-3

F({t) in cm

4
3
2 : :
b) . a= cm b= rad/s
) o t in Sekundey{ I R /
w2 v}\snm/fn 5m/2 SWW
-1
2

4| f(H in cm
3
2 PRS- RS-
1 i i
c) 0 t in\Sekunden a = cm b= rad/s
™ 3mi2 T 5mi2 T w2 ™ beeeeseeeneees feeerreenenens
-1
-2
-3
-4

f(t) in em

d>§ A A A A /AN A Y A'/A T L TN B W
I RVRVRVAVRVARYYiaY A

F({t) in cm

a : cm b: rad/s

t in Sekundep!
w2 ™ 3m/2 2 5m/2 3m w2 4
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MmPF

a X B

Der Graph der Funktion f mit f(z) =4-sin (% -z) ist dargestellt.

Fiir die Funktion f gilt: f(z) = 3 -sin (g x)

1) Zeichne im Koordinatensystem unten alle Nullstellen von f ein.
2) Zeichne im Koordinatensystem unten alle Hochpunkte von f ein.
3) Zeichne im Koordinatensystem unten alle Tiefpunkte von f ein.

4) Skizziere im Koordinatensystem unten den Funktionsgraphen von f.

f@)
Im Punkt N schneidet der Graph die waagrechte Achse.
Der Punkt H ist ein Hochpunkt von f.
0 N = Der Punkt T ist ein Tiefpunkt von f.
; Ermittle die Koordinaten dieser 3 Punkte.
T
W7 MmF

3
2
1
T
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
4
51 a)b=: mcm, a=:% wrad b)b=% -mcm, a=% -7rad c)b=2.7mcm, a= 3 nwrad
5.2 a) a =1 -7mrad =60° b)a=32 -mrad=150° ¢) o= 3 wrad=2300° d)a=Z- wrad=210°
5.3 a = 2rad

54 Q=(2-v3|2)

5.6 N=(3]0), H=(1,5]4), T=(10,5] —4)

5.5 a)a=3cm, b=1rad/s b)a=2cm, b=1rad/s c)a=4cm, b=2rad/s d)a=2cm, b=4rad/s e)a=3cm, b=0,5rad/s

29



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

PROJEKT MMF MATHEMATIK AUF AUGENHOHE — 10. SCHULSTUFE

6. STATISTIK

Statistik ! MmF

o Saulendiagramme, Kreisdiagramme, Prozentstreifen und Boxplots erstellen und interpretieren

o absolute und relative Haufigkeiten berechnen und interpretieren

o statistische Kenngréfien berechnen und interpretieren

— Arithmetisches Mittel — Quartile

— Standardabweichung — Spannweite

— Median — Interquartilsabstand
= /
61 © MmF

a) Eine Maschine produziert 500 Gliithbirnen. Der relative Anteil defekter Glithbirnen ist %.
Wie viele Gliihbirnen sind defekt?

b) 34 von 92 Personen haben ein Haustier.
Berechne den relativen Anteil dieser Personen, die ein Haustier haben.

Stelle das Ergebnis als vollstdndig gekiirzten Bruch dar.

.20 MmF
Eine Liste von 30 Symbolen enthélt insgesamt 4 verschiedene Symbole: ©, # &, A

e Das Symbol © kommt 7 Mal in der Liste vor.
e 30% der Symbole in der Liste sind #.

¢ Die relative Haufigkeit des Symbols & in der Liste ist %

Berechne die absolute Haufigkeit und die relative Héufigkeit des Symbols A in der Liste.

A = desministerium
- 6 3 Bildung, Wissenschaft )
Y un

d Forschung

Es wurden 400 Jugendliche zu ihrem Freizeitverhalten befragt. Von allen Befragten gaben 330 an, Mitglied in
einem Sportverein zu sein, 146 gaben an, ein Instrument zu spielen, und 98 gaben an, sowohl Mitglied in einem
Sportverein zu sein als auch ein Instrument zu spielen.

Das Ergebnis dieser Befragung ist in der nachstehenden Tabelle eingetragen.

spielt Instrument | spielt kein Instrument | gesamt
Mitglied in Sportverein 98 330
kein Mitglied in Sportverein
gesamt 146 400
Aufgabenstellung:

Geben Sie die relative Haufigkeit h der befragten Jugendlichen an, die weder Mitglied in einem Sportverein sind

noch ein Instrument spielen!
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~ 64 ° MmF

Das Ergebnis einer Umfrage soll in einem Kreisdiagramm dargestellt werden.

Jede befragte Person wurde in genau eine von 4 Kategorien eingeteilt.

[ Links ist das noch nicht fertig beschriftete Kreisdiagramm dargestellt.

1) Der Zentriwinkel des Kreissektors von Kategorie 1 betragt 72°.

Kategorie 2

Trage die entsprechende prozentuelle Haufigkeit in das Késtchen ein.

2) Eine der 4 Kategorien enthélt genau 30 % der befragten Personen.

Kategorie 4

Berechne den entsprechenden Zentriwinkel, und markiere links den

Kategorie 1

[ »

entsprechenden Kreissektor.

3) Stelle das Ergebnis der Umfrage in einem 10 cm langen Prozentstreifen dar.

A - inisterium
-~ 6.5 y Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Bienenvélker in Osterreich

Ertwicklung 19902012 In der nebenstehenden Abbildung ist die Entwicklung der Bie-

480000 P
nenvolker in Osterreich dargestellt.

Ein Betrachter der vorliegenden Darstellung behauptet:

430000

,2Im Jahr 2010 gab es rund 3-mal so viele Bienenvolker wie
im Jahr 2006. Das erkenne ich daran, dass die Saule fiir das
oo Jahr 2010 rund 3-mal so hoch ist wie jene fiir das Jahr 2006

Anzahl der Bienenvolker

1) Erkldren Sie, warum diese Argumentation falsch ist.
330000

280000
1990 1995 2000 2003 2006 2010 2011 2012

Jahr

D: t. ” 00+1 QOM
[20.04.2016].
J

- MmF

“We.6

Berechne das arithmetische Mittel, den Median und die Standardabweichung s der gegebenen Zahlenliste.

a) (3,3,3,3) b) (2,2,4,4) ¢)(1,1,5,5) d) (1,3,3,5)

Ter " e
Fiir das arithmetische Mittel einer Datenreihe x1, xs, ..., x4 gilt: T = 115.
Die Standardabweichung der Datenreihe ist s, = 12. Die Werte einer zweiten Datenreihe y1,ys, .. ., y24 entstehen,

indem man zu den Werten der ersten Datenreihe jeweils 8 addiert, also y; = 1 + 8, yo = x5 + 8 usw.
Aufgabenstellung;:

Geben Sie den Mittelwert ¥ und die Standardabweichung s, der zweiten Datenreihe an!

y:

Sy:
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68 i
Bei einem Weitsprungwettbewerb einer Schulklasse werden die Sprungweiten (in Metern) von 12 Médchen aufge-

zeichnet:
| 440 [ 415 [ 3,73 [ 3,72 [ 3,63 | 3,52 | 3,29 | 3,00 | 2,28 | 2,50 | 4,30 | 4,80 |
Sehr gut ab4m Die Sprungweiten werden in die Noten im Gegenstand Bewegung und
Gut 3,5m-399m Sport eingearbeitet. Es gilt die nebenstehende Notenskala.
Befriedigend 3,0m-3,49m
Genugend 25m-2.99m 1) Erstellen Sie ein Sdulen- oder Balkendiagramm, in welchem die
Nicht gentigend unter 2,5 m absoluten Haufigkeiten der jeweiligen Noten dargestellt sind.
- 6.9 - = B\\d:ng‘ Wwvs.scn“:crua"t\

und Forschung

An einer Universitdt werden Daten zur Koérpergrofie der ménnlichen Sport-Studenten erhoben.

Die Korpergrofle von 10 zufillig ausgewédhlten Studenten wird gemessen.

KerpergroBe incm | 168 | 169 | 171 [ 174 [ 170 | 181 ] 182 | 183 | 188 | 101 |

Bei der Weiterverarbeitung der Daten wurde aufgrund eines Tippfehlers anstelle eines Messwerts aus der obigen
Tabelle eine Korpergrofle von mehr als 1000 cm eingegeben.
Dadurch éndert sich der Median von 180,0 cm auf 181,5 cm.

1) Geben Sie diejenigen Messwerte an, die fiir diese fehlerhafte Eingabe in Frage kommen.

“We..omr MmF

A Anzahi Personen Bei einem Gedéchtnistest werden zehn Gegenstidnde kurz hergezeigt.

10

Nach zehn Minuten sollen die Testpersonen alle gemerkten

8 Gegenstédnde aufschreiben.
6 Im nebenstehenden Bild ist das Ergebnis dieses Tests dargestellt.
4 o 1) Erstelle einen Boxplot fir die Anzahl der gemerkten Gegenstanden.

2+ -
gemerkte
Gegenstande
0+ +

L M S s s S S -
012 3 456 7 8 910

-

— Y - inisterium e~
6.11 E!gfﬁs\:‘?ﬁ;nschaw
Fir die Gesamtwertung wurden die Zeiten aller 130 Laufer/innen dokumentiert und im nachstehenden Boxplot
zusammengefasst.
40 50 60 70 80 el 100 110 120 130

Laufzeit in Minuten
1) Lesen Sie den Median der Laufzeiten ab.
Elisabeth erreichte bei diesem Silvesterlauf in der Gesamtwertung den 20. Platz.

2) Lesen Sie aus dem obigen Boxplot das kleinste Intervall ab, in dem Elisabeths Laufzeit mit Sicherheit liegen

muss.
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~ 612 © = Sumdermmseron

und Forschung

Eine Schiiler /innengruppe hat an einem Mathematikwettbewerb teilgenommen.

Die Punkteverteilung ist in dem nachstehenden Boxplot dargestellt.

—— [

35 40 44 50 55 60 65 70 75 80
Punkte

1) Lesen Sie ab, wie viel Prozent der Schiiler/innen mindestens 50 Punkte erreicht haben.

2) Ermitteln Sie die Spannweite der Punktezahlen.

“We.139 = Sideumiiterun

und Forschung

Die Apfel einer GroBlieferung wurden einzeln gewogen. Die Daten sind in Form eines Boxplots dargestellt:

Masse in Gramm

175 180 185 190 195 200 205 210 215 220 225 230 235 240 245 250 255

In der Fachliteratur wird ein Wert oft als ,,Ausreifler nach oben® bezeichnet, wenn der Wert weiter als das 1,5-
Fache des Interquartilsabstands rechts vom 3. Quartil liegt.

Solche Ausreifler sind im obigen Boxplot nicht berticksichtigt.

1) Geben Sie an, ab welcher Masse ein Apfel als , Ausreifier nach oben* bezeichnet wird.

. J

614 = Sundumsuran

und Forschung

In einem Vergniigungspark werden Familien nach ihren Ausgaben befragt. Die beiden nachstehenden Boxplots
veranschaulichen die Ausgaben der befragten Familien fiir die Attraktionen und jene fiir Essen und Getréanke.

Attraktionen: Essen und Getranke:

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 8 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Ausgaben pro befragter Familie in € Ausgaben pro befragter Familie in €

Andreas behauptet, aus den beiden Boxplots Folgendes ablesen zu kénnen: ,Es gibt mit Sicherheit mindestens

eine Familie, die insgesamt 120 Euro fiir Attraktionen sowie Essen und Getrénke ausgibt.”

1) Argumentieren Sie, dass die Behauptung von Andreas falsch ist.
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™\ 6.15

Nils und Sebastian spielen eine Partie Online-Schach.
Bei jedem seiner n = 60 Ziige wird die Bedenkzeit von Nils aufgezeichnet.

Das Ergebnis ist im folgenden Boxplot dargestellt:

Bedenkzeit in:s
55 60 65 70

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Sebastian behauptet: ,Nils hat bei 17 Ziigen mindestens 42 Sekunden Bedenkzeit gehabt .

1) Uberpriife, ob die Behauptung von Sebastian stimmen kann. Begriinde deine Antwort.

6.1 a) 75 Glithbirnen b) 1%
6.2 Absolute Haufigkeit: 2 Relative Haufigkeit: &
6.3 h= 7%
2em { em | em 3em
6.4 1) 20%  2) 108° muss Kategorie 4 sein, weil 20 % + 30 % = 50 % (Halbkreis)  3) o s 8 gy
6.5 Die Aussage stimmt nicht, weil die vertikale Achse ,abgeschnitten“ wurde: Sie beginnt nicht bei 0, sondern bei 280 000.
6.6 a)7=3,5=0 b)z=3,s=1 c)z=3,s=2 d)z=3,s=v2
6.7 §=123 s, =12
Weitsprungergebnisse
5
4
6.8 E’z
: I H N
° Sehr gut Gut Befriedigend  Geniigend Nicht
geniigend
Noten
6.9 168, 169, 171, 174, 179
6.10 zpmin =2, q1 =5, g2 =6, g3 =8, Tmax = 10 ‘
Anzahl gemerkter Gegenstiinde
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1 n
6.11 1) Median: 80 min  2) [50 min; 60 min]
6.12 1) mindestens 75 % der Schiiler/innen haben mindestens 50 Punkte erreicht. ~ 2) Spannweite: 40 Punkte
6.13 Apfel mit einer Masse von mehr als 275 g werden als ,,Ausreifier nach oben“ bezeichnet.
6.14 Die Behauptung von Andreas ist falsch, weil nicht sicher ist, dass dieselbe Familie die maximalen Betrage von 80 Euro fiir Attraktionen
und von 40 Euro fiir Essen und Getranke ausgibt.
6.15 1) Die Behauptung kann nicht stimmen, weil Nils bei mindestens 45 Ziigen (75 % von 60) eine Bedenkzeit von 40s oder weniger hatte.
Nils kann also héchstens bei 15 Ziigen eine Bedenkzeit langer als 40 Sekunden gehabt haben.
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7. FOLGEN & REIHEN

— lim % =0
n— oo

— lim ¢™ =0, falls
n—oo

\_

o Arithmetische Folgen und Reihen

e Geometrische Folgen und Reihen

lg| <1

o Grenzwerte konvergenter Folgen ermitteln:

Folgenglieder aus einem rekursiven Bildungsgesetz berechnen

— Zusammensetzungen mit den Grenzwertsétzen (siehe Aufgaben 7.15 — 7.17)

. ﬁ Nachweisen, dass eine explizit gegebene Folge ein angegebenes rekursives Bildungsgesetz erfiillt

Folgen & Reihen
g /-MmF

)

\

AV nq MmF
Die Folge (an),,, hat das folgende explizite Bildungsgesetz:
ap=4-n—2
1) Berechne die ersten 5 Folgenglieder:
w= = = w= =
2) Berechne dale Folgenglier;ir;rlﬁgﬁ. 77777777777777777777777777777777777777777777777
3) Das wievielte Folgenglied ist gleich 90?
4) Begriinde, warum kein Folgenglied gleich 48 ist.
AV 7o MmF
Ermittle die ersten 6 Folgenglieder der rekursiv gegebenen Folge.
a) Gpy1=an+2 mit a3 =3
= = = = 6=
b) bpi1 = by +nm1t =1
b= bs = s b= b =
O nii = dmit =3
o= = = = 6=
Q) dyss =dpomomit di=1
A= ds = do= ds = ds=
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S - & MmF
Ermittle die ersten 6 Folgenglieder der rekursiv gegebenen Folge.
a) apt2 = api1 +a, mit a3 =1 und ag =1
= w= = aw=
b buis =bupr — by mit by =1 wnd b=3
bs - by = b= o=
C) Cpio = —cn—l—l mit =4 md =2
= = = 6=
Q) dis = s -dy it dy =1 und dy=2
ds= dy = ds = ds=
- MmF

7.4

Trage jeweils Zahlen so in die Késtchen ein, dass (a,) eine arithmetische Folge ist.

Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

@)= (x5 ) w@=(a s el )

)= (840 s s s ) @ew=(pw B s )

9 (an) = ( S s L) B e = (67T e
MmF

™ 75

Trage jeweils Zahlen so in die Késtchen ein, dass (b,,) eine geometrische Folge ist.

Ermittle ein explizites Bildungsgesetz und ein rekursives Bildungsgesetz der Folge.

a) (b) = (152

)

;—12;36;;

b) (b,) = (16;8; ; ; ; ; ) d) (b,) = ( SRt T ; ; )
AU e MmF
o - 1 3
Gegeben ist die Folge (a,) mit a, = 5-n+ 3. Gn
1) Berechne aq, ag, ..., as.
2) Zeichne diese 8 Folgenglieder als Punkte (n | a,) rechts ein.
3) Ermittle ein rekursives Bildungsgesetz von (ay,).
4) Welcher Funktionstyp steckt hinter (a,)?
n
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S . & MmF
Gegeben ist die Folge (b,,) mit b, = 32-0,5™. 1o b
1) Berechne by, bo, ..., bs. "
12
2) Zeichne diese 8 Folgenglieder als Punkte (n | b,) rechts ein. "
3) Ermittle ein rekursives Bildungsgesetz von (b,,). 8
4) Welcher Funktionstyp steckt hinter (b,)? 6
4
2
n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
~WE MmF
Ein explizites Bildungsgesetz der Folge (a,,), -, ist gegeben.
Zeige, dass ab einem bestimmten Folgenglied alle weiteren Folgenglieder grofier als 42 sind.
Welches ist das erste Folgenglied, das grofler als 42 ist?
90-n — 23 18
a)a,=3-n b)an:;’in c)an:44—g d) a, =n>-7
AU rg MmF
Gegeben ist die arithmetische Folge (1;2;3;4;...).
Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grof wie die Summe der ersten 42 Folgenglieder? Kreuze an.
40 - 41 41 - 42 42 -43 43 - 44 44 - 45
= 2 = 2 = 2 = 2 = 2
AV 710 MmF
Gegeben ist die arithmetische Folge (1;3;5;7;...).
Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grof wie die Summe der ersten 42 Folgenglieder? Kreuze an.
42 - 41 42 -43 42 - 82 42 -84 42 - 86
= 2 = 2 = 2 = 2 = 2
AV 711 MmF
Gegeben ist die geometrische Folge (1;3;9;27;...).
Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich groff wie die Summe der ersten 42 Folgenglieder? Kreuze an.
212 1 213 —1 21 81 42 - 84
O Il O 3 O 3 ([l 8
2 2 2 2 2
AV 712 MmF
Gegeben ist die geometrische Folge (3; —6;12; —24;...).
Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grof wie die Summe der ersten 42 Folgenglieder? Kreuze an.
—9 42 1 242 -1
D% O1-2% O1+2% O1-22 O3 5
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MmF

ProJEKT MMF
A 4% B
Gegeben ist die geometrische Folge (16;8;4;2;...).
Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich grofl wie die Summe aller unendlich vielen Folgenglieder? Kreuze an.
016 0O 32 0O 64 0O 128 0O oo
a A B MmF
Gegeben ist die geometrische Folge (36; —12; 4, f%; .. )
Welche der folgenden Zahlen ist gleich grof3 wie die Summe aller unendlich vielen Folgenglieder? Kreuze an.
0O -4 0O —-27 OO0 O27 O 54
AT MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (a,,) fiir n — oo.
1 1 1 1 1 | 11
1 7.16 MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (a,,) fiir n — oo.
02" —1 (—0,6)" — 1
n=1-05""" b)a,=——— n=—"22" d)a,=18-098"+5
a)a , ) a 021 c)a 061 ) a ,98™ +
2300
o —-n o —0,018-n o
e)an—42'e f)an—6+15(17€ ) g)an—w
AU 7 MmF
Fir die Folge (a,) gilt: lim a, =4
n—oo
Mithilfe von (a,) wird eine neue Folge (b,,) definiert. Ermittle den Grenzwert der Folge (b,,) fiir n — oo.
) bp=2an+1 b)by=-241 ¢c)bp=an-an d)by=2" e)b,=10+a2
" 718 MmF
Gegeben ist die Folge (a,) mit a, =1 —0,1" fiir alle n > 1.
1) Stelle a1, as und a3 als Dezimalzahl dar.
2) Ermittle den Grenzwert der Folge (ay,).
9
3) ﬁ Rechne nach, dass a,1 = anlg fiir alle n > 1 gilt.
A r g <¢-MmF
. 1
Gegeben ist die Folge (a,) mit a, = w fir alle n > 1.
Rechne nach, dass fir alle n > 1 gilt: ap11 =a, +(n+1)
Diese Gleichung steckt hinter einem Beweis von 142+ -+ +n = % mit vollstandiger Induktion.
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~ 720 ° <z MmF

n-(n+1)-(2-n+1)
6
Rechne nach, dass fiir alle n > 1 gilt: an41 = ap + (n+1)2

Gegeben ist die Folge (a,,) mit a, = fiir alle n > 1.

Diese Gleichung steckt hinter einem Beweis von 12 422 4+ ... 4+ n? = M mit vollstdndiger Induktion.

~ rop * MmF

Gegeben ist die Folge (a,) mit a, =1 !

ist di n) Mit a, =1— .
8 8 n+1
1) Ermittle lim a, .
n—oo
. . . 1 1 1
2) Zeige, dass fur allen > 1 gilt: —— = — —
n-(n+1) n n+l
3) ﬁ Rechne nach, dass fir alle n > 1 gilt: ap41 = an + 1
’ = B o1 = o (n+1)-(n+2)

a & B <z MmF

n Dominosteine mit Hohe 2 und Breite 1 sollen so angeordnet werden, dass ein Rechteck mit Hohe 2 und Breite n

entsteht. Im folgenden Bild ist eine mogliche Anordnung mit n = 5 Dominosteinen dargestellt:

eal

an ist die Anzahl verschiedener Anordnungen mit n Dominosteinen.

1) Esgilt a; =1 und ay = 2:

Ermittle ag. Zeichne dazu alle méglichen Anordnungen mit 3 Dominosteinen auf.

2) Im folgenden Bild siehst du, warum a4 = ag + as = 3+ 2 = 5 gilt:

L E=N
il =

Fiir alle n > 1 gilt allgemein: a4 = ant1 + an

Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es also mit 5, 6, 7 bzw. 8 Dominosteinen?
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-

7.23 <z MmF

Du hast folgende 3 Arten von Puzzle-Steinen zur Verfiigung:

N

N1

Mit diesen Puzzle-Steinen sollst du Muster vom unten dargestellten Punkt A zum Punkt B legen. Zum Beispiel:

Ao . ) ) . . B A /\\/B

Dir stehen von allen 3 Arten beliebig viele Puzzle-Steine zur Verfligung.
Gesucht ist die Anzahl verschiedener Muster, die du mit diesen Puzzle-Steinen von A nach B legen kannst.
Manche mathematischen Probleme werden einfacher 16sbar, wenn man sie allgemeiner formuliert:

Mit a,, wird die Anzahl moglicher Muster abgekiirzt, wenn zwischen A und B insgesamt n Quadrate liegen (n > 1).

1) Ermittle aj. A *B A ) ) e a, Moglichkeiten e « B
2) Ermittle as. A . B A . e a,_1 Moglichkeiten e B
A . e a,_1 Moglichkeiten o B

Es gilt die Rekursion a, =2 an_1 + an_o fur alle n > 3.

A /\\/ o a_o Moglichkeiten o B

In den Bildern rechts ist eine Begriindung fir die Rekursion skizziert.

3) Berechne mithilfe dieser Rekursion die gesuchte Anzahl ag.

a

7.24 ° <7 MmF
Es gibt fiinf sogenannte Dyck-Pfade mit Lénge 6. Diese sind in den folgenden Bildern dargestellt:

i’ Y (] 1
3 y 3 Y 3 y 3 Y 3 y
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
xT x Zz x Z
1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6 0

o Jeder dieser Pfade fiihrt in 6 Schritten vom Punkt (0 | 0) zum Punkt (6 | 0).
o Jeder Schritt geht entweder entlang des Vektors (1) oder entlang des Vektors (1, ).

o Die Pfade unterschreiten an keiner Stelle die x-Achse.
Allgemein muss ein Dyck-Pfad mit Léange 2 - n genau die folgenden Bedingungen erfiillen:

e Der Pfad fithrt in 2 - n Schritten vom Punkt (0 | 0) zum Punkt (2-n | 0).
o Jeder Schritt geht entweder entlang des Vektors (}) oder entlang des Vektors ( ;).

e Der Pfad unterschreitet an keiner Stelle die z-Achse.
Die Folge der sogenannten Catalan-Zahlen (Cy),,>, beginnt mit Co =1, C1 =1 und Cp = 2.
Weiters gilt: C3 =Cy-Co+Cy-C1 + Cs - C
1) Berechne Cs.
Weiters gilt: Cy =Cy-C3+C1-Co+Cy-Cy 4+ C5-C)

2) Berechne Cj.
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.

Man kann zeigen, dass C,, die Anzahl der Dyck-Pfade mit Lange 2 - n ist.
Allgemein gilt fiir alle n > 0:

Cn+1:C’O~C’n+C’1-Cn_l+C’2~Cn_2+~~+C’n_2'C'2+Cn_1-ClJrCn'C'O:ZC’i'C’n_i
=0

3) Wie viele Dyck-Pfade mit Lange 10 gibt es also?

-

i

7.25

Es gibt geometrische Figuren mit endlich grolem Flacheninhalt, aber unendlich groflem Umfang.

ﬁ%Mml’-')

Um zum Beispiel die Kochsche Schneeflocke zu konstruieren, starten wir mit einem gleichseitigen Dreieck mit

Seitenldnge a und wiederholen immer wieder die folgenden 3 Schritte:

i) Teile jede Seite der Figur in drei gleich lange Teile.
ii) Erganze jeweils den mittleren Teil nach aulen zu einem gleichseitigen Dreieck.

ii) Entferne den mittleren Teil.

Das gleichseitige Dreieck und das Ergebnis nach dem ersten, zweiten und dritten Durchlauf aller 3 Schritte sind

in der folgenden Abbildung dargestellt:

/NY ISR

Fiir den Umfang der ersten Figur gilt: ug =3-a

Uy, ist der Umfang der Figur nach n Durchldufen.

4
1) Begriinde, warum die Umfénge (ug,u1,us2,us,...) eine geometrische Folge mit w,11 = uy, - 3 bilden.

2) Begriinde, warum daraus lim w, = oo folgt.
n—oo

V3. o

Fir den Fliacheninhalt der ersten Figur gilt: Ay = T a

A,, ist der Flacheninhalt der Figur nach n Durchldufen. Dann gilt:
A (B8 (3
5 5 \9
3) Leite damit die folgende Formel fiir den Flacheninhalt A der Kochschen Schneeflocke her:

A= lim An:M-a2

n— 00 5
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7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9
7.10
7.11
7.12
7.13
7.14
7.15
7.16
7.17

1) a1=2 a2=6 a3=10 a4 =14 a5=18

2) a1z =46

3) das 23. Folgenglied

4) Die Gleichung 4 -n — 2 = 48 hat nur die Lésung n = 12,5, also keine Losung in N*.

a) ac=5 a3=7 as1=9 as=11 as=13

b) bo=2 b3=4 bs=T7 bs=11 bs=16

c) ca=6 c3=12 ¢4 =24 c5=48 ¢ =96

d) do=1 d3=2 di=6 ds=24 dg=120

a) az=2 as1=3 as=5 ag=38

b) b3 =2 by=-1 bs=-3 bsg=—2

c) eca=—-3 ca=-1 c5=4 cg=2

d) dy=2 di=4 ds=8 dg=32

a) (an)=(2;5;8;11;14;17;...) Explizites Bildungsgesetz: a, =3-n —1 Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = a, + 3 mit a; =2

b) (an) = (8;4;0; —4; —8; —12;...) Explizites Bildungsgesetz: a,, = —4 -n + 12  Rekursives Bildungsgesetz: a,+1 = a, — 4 mit
a; =8

c) (an) = (30;25;20;15;10;5;...) Explizites Bildungsgesetz: a, = —5-n + 35 Rekursives Bildungsgesetz: a,41 = an — 5 mit
a1 = 30

d) (an)=(3;5;7;9;11;13;...) Explizites Bildungsgesetz: a,, =2 -n+1 Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = an + 2 mit a; =3

e)

a1:16

f) (an) = (1;7;13;19;25;31;.
(bn) = (152;4;8;16;32;.. )
(bn) = (16;8;4; 2;1; %; .. )

a)
b)

(an) = (16;9;2; —5; —12; —19;...)

)

c) (bn) = (—%;4;—12;36;—108;324;...)
by - (—3) mit by = —%
a) (bn) = (-Lidi-Lidsi—Fide-)
bp - (—%) mit by = —%
n 2 |3] 4 [5] 6 8
1) 2)
an | 2 25|3(35|4]45]|5]|55
(mit Steigung k= % und d = )
sb”o
n | 1 [2]3 506 |78 "
D b 1 421 L1 2)
n | 16 |8 R i

(mit Anderungsfaktor 0,5 und Startwert 32 bei n = 0)

a) 3-n>42 < n>14

90-n—23
b) ==

c) 44 —
d) n? —7>42 <= n>7
42-43

2

18542 <= n>9

n

42.84
2
3421
z
1 _ 942
32
27
a) 1l
a) 1l
a) 9

b)
b)
b)

d) -1
d) 5
d) 16

oot Wl

<)
c) 16

W slon vl

>42 = n> 2

e) 0

15. Folgenglied
3 4. Folgenglied
10. Folgenglied

8. Folgenglied

e) 0
f)21 g) 100

e) 5

Explizites Bildungsgesetz: a,, = —7-n + 23

Explizites Bildungsgesetz: a, = 6-n —5
Explizites Bildungsgesetz: b, =1-2""1
Explizites Bildungsgesetz: b,, = 16- (%)n_

Explizites Bildungsgesetz: b, = —3%

Explizites Bildungsgesetz: b, = —

Rekursives Bildungsgesetz: an41 = a, — 7 mit

Rekursives Bildungsgesetz: an4+1 = apn + 6 mit a; =1
Rekursives Bildungsgesetz: b, 41 = b, -2 mit by =1

Rekursives Bildungsgesetz: b, 11 = by - % mit by = 16

. (—3)"71 Rekursives Bildungsgesetz: b,4+1 =

)

Rekursives Bildungsgesetz: b,11 =

Nl

3) ant1 = an-&-% mit a; =2  4) lineare Funktion

42

3) bpt1 =by - % mit by =16  4) Exponentialfunktion
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7.18

7.19
7.20

7.21

7.22

7.23
7.24
7.25

1) a; =0,9, az = 0,99, az = 0,999
2) 1

3) aqg»g — 10_1%,1n -1 071n ) % -1 071n+1 =ant1 v
~~
=0,1
g = (ED042) (b D)ntnd):2 (b Dn g g =g, 1Y
o _ (nH41)-(n42)-(2:n+3) _ _ 2134902413046
ntl =" 6§ =" ="—"75
an + (n+1)% = "L'('rb+1)é(2«n+1) + 6-(n;r1)2 _ . 2.n3+9.n52+13.n+6 v
1) 1
1 1 _ ntl-n _ 1
2) s R T D = werD Y
1 _ 1 1 _ 1
3) ant GrnGEn = LT WA T GED i = 1T mg = A1
1) a3 =3 2) as =8, ag =13, a7 =21, ag =34
1)a1=2 2)ax=5 3)ag=169
1) C3 =5 2)Cy =14 3) Cs; = 42 Dyck-Pfade mit Linge 10

a) Die Seitenldngen werden mit jedem Schritt auf ein Drittel der vorherigen Seitenldnge gekiirzt.

Die Anzahl der Seiten vervierfacht sich, weil jede Seite in 4 neue Seiten verwandelt wird.

Fir den Umfang gilt also: un41 = un - %.
(uy,) ist also eine geometrische Folge mit ¢ =

b) lim u, = oo, weil ¢ = % > 1 ist.

n— oo
c) A= lim An:Ao‘%:¥‘az

n— oo

4

3-
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8. KOMBINATORIK

Kombinatorik Z l\'ImF

o Multiplikationsregel bei Kombinationen anwenden (siehe Aufgabe 8.4)
o Additionsregel bei Fallunterscheidungen anwenden (siehe Aufgabe 8.7)
o Abzéahlprobleme mithilfe von

. n! n!
R e R e B Y
losen (siehe Aufgabe 8.10 bzw. 8.12)

Hnl=1-2.3--n

Anmerkung: Die Schreibweisen (Z) und (’91 kzn kr) werden hier noch nicht verwendet.

-

a

8.1
Der 4-stellige Code auf einem Zahlenschloss besteht aus einer Abfolge von 4 Ziffern.

An jeder Stelle ist jede Ziffer von 0 bis 9 moglich.

Wie viele verschiedene Codes konnen auf diesem Zahlenschloss eingestellt werden?

~WREr MmPF

Wie viele natiirliche Zahlen mit 6 Ziffern gibt es, bei denen die beiden mittleren Ziffern gleich sind?

~WREr MmPF

Lukas hat 3 verschiedene Hosen, 5 verschiedene Hemden und 4 verschiedene Pullover im Kleiderschrank.

Wie viele Outfits bestehend aus einer Hose, einem Hemd und einem Pullover kann er anziehen?

S Y & MmF

Elena steht im Punkt A und mochte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Elena?

\ J
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a

a MmF

8.5

- >
In einer Urne befinden sich eine graue Kugel und drei weifle Kugeln, die durchnummeriert sind.

Du ziehst nach dem Zufallsprinzip zweimal hintereinander eine Kugel.

Die gezogenen Kugeln legst du dabei nicht zuriick. 909
PANYAN

Die moglichen Abléufe dieses Zufallsexperiments sind im folgenden Bild dargestellt:

1. Ziehung:

1) Wie viele verschiedene Abldufe sind bei diesem Zufallsexperiment insgesamt moglich?

2) Wie viele verschiedene Ablaufe gibt es, bei denen beide Kugeln weif sind?

a

8.6 MmF
Im RGB-Farbsystem wird jede Farbe als Kombination der Farben Rot, Griin und Blau dargestellt.
— Die Intensitat der Farbe Rot ist eine ganze Zahl r mit 0 < r < 255. 7 Wahle eine Farbe. x
— Die Intensitéit der Farbe Griin ist eine ganze Zahl g mit 0 < g < 255. Rot v .
— Die Intensitat der Farbe Blau ist eine ganze Zahl b mit 0 < b < 255. 0 85 170 255
Gri :
Zum Beispiel ergibt die Kombination r = 140, g = 65 und b = 188 " 85 170 255 =
die im Bild rechts dargestellte Farbe. Blau v -

85 170 255
1) Wie viele verschiedene Farben gibt es im RGB-Farbsystem? Vorschau

Kreuze an. _
0 3-254 0O 3-255 O 3-256 [ 2543 [ 2553 0O 2562
Um die Farbe eines Pixels (Bildpunkts) im RGB-Farbsystem abzuspeichern, sind 3 Byte Speicherplatz notwendig.
Bei dem sogenannten Bitmap-Bildformat (BMP) wird jedes einzelne Pixel im RGB-Farbsystem gespeichert.
Ein bestimmtes Bild ist ein Rechteck mit den Seitenldngen 3840 Pixel und 2160 Pixel.

2) Welcher Speicherplatz ist fir dieses Foto ungefihr notwendig?

Fiihre eine Uberschlagsrechnung durch und trage den richtigen Exponenten in das Kistchen ein.

Speicherplatz ~ 25 - 10} Byte
Auf deiner Festplatte sind noch 250 GB (Gigabyte) Speicherplatz vorhanden.

3) Wie viele Bilder mit den Seitenlédngen 3840 Pixel und 2160 Pixel kannst du noch zusétzlich im Bitmap-

Bildformat auf dieser Festplatte abspeichern? Fiihre eine Uberschlagsrechnung durch und kreuze an.

O ~ 100 Bilder O =~ 1000 Bilder O =~ 10000 Bilder O = 100000 Bilder O =~ 1000000 Bilder
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-

.

MmF

8.7
Adam steht im Punkt A und mochte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Adam?

-

MmF

8.8
Beim Spiel Schiffe versenken zeichnet jeder Spieler in ein 10 x 10-Raster folgende Schiffe ein:

ein gerades Schiff mit 5 Késtchen

zwei gerade Schiffe mit 4 Késtchen L2384

5

6 7 8 9 10

drei gerade Schiffe mit 3 Késtchen

. {yg is" is'

W vier gerade Schiffe mit 2 Késtchen

Wie viele Moglichkeiten gibt es, in ein noch leeres Raster ...

a) ...

ein gerades Schiff mit 5 Késtchen einzuzeichnen?

b) ...

ein gerades Schiff mit 4 Késtchen einzuzeichnen?

« D Q= @O0 awe

ein gerades Schiff mit 3 Késtchen einzuzeichnen?

c) ...

d) ...ein gerades Schiff mit 2 Késtchen einzuzeichnen?

-

MmF

8.9

Berechne das Ergebnis.

b) 31+ 2! =

T

8.10
Wie viele natiirliche Zahlen mit der folgenden Eigenschaft gibt es?

a) Die Zahl hat 5 Stellen, wobei jede Ziffer von 1 bis 5 genau einmal enthalten ist.
b) Die Zahl hat 6 Stellen, wobei die Ziffer 4 und die Ziffer 2 jeweils dreimal enthalten sind.
¢) Die Zahl hat 7 Stellen und besteht aus den Ziffern 1, 2, 2, 2, 4, 4 und 9.

MmF
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"V 811 MmF

Du hast folgende 3 Arten von Puzzle-Steinen zur Verfiigung:

N\

Mit diesen Puzzle-Steinen sollst du Muster vom unten dargestellten Punkt A zum Punkt B legen. Zum Beispiel:

Ao . ) ) . . B A(\) (\_)B

Dir steht dafiir aber nur eine begrenzte Anzahl an Puzzle-Steinen zur Verfiigung.

Wie viele verschiedene Muster kannst du mit diesen Puzzle-Steinen legen?

a) 5x Ix N\ d) 3x 2x N\ Lx
b) 4x 2% N\ e)ﬁ 4x 3x N
c) 3x 3x N f)ﬁ 3% 2x N\ 2%
812 © MmF
B Lara steht im Punkt A und moéchte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Lara?

Hinweis: Ob Lara bei einem Punkt auf dem Weg eine oder zwei Mdéglichkeiten zum Weitergehen hat,

héangt von ihren vorherigen Entscheidungen ab.

Jeder Weg von A nach B besteht aber aus jeweils 3 Schritten nach Norden (N) und

A 3 Schritten nach Osten (O). Zum Beispiel: (N, N, O, O, N, O)

Wie viele solcher Folgen gibt es?

S "R & MmF

B Leander steht im Punkt A und mochte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Leander?

A
814 © MmF
B Sudenaz steht im Punkt A und méchte entlang der Pfeile
zum Punkt B kommen.
Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Sudenaz,
T wenn der eingezeichnete Punkt 7" am Weg liegen muss?
A
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~ g5 <¢-MmF
In der Graphentheorie besteht jeder Graph aus Knoten und Kanten.

Die Knoten in den 4 dargestellten Graphen sind jeweils durchnummeriert, also unterscheidbar.

Jede Kante verbindet genau zwei Knoten:

0 o

DO G
& O

W T P

7-63+7-6-53
Bei einer Knotenfirbung wird jeder Knoten mit genau einer Farbe eingefarbt. 73 . 62
Dir stehen 7 Farben zur Verfiigung. 7-624+7-6-52

Knoten, die mit einer Kante verbunden sind, miissen verschiedene Farben haben.
72.6%+7-6-52

Wie viele solcher Knotenfiarbungen sind bei diesen 4 Graphen jeweils moglich? 764

Ordne A, B, C und D rechts zu. 72.634+7.6-53
7-62-5

8.1 10000

8.2 90000

8.3 60

8.4 64

8.5 1) 12 2)6
8.6 1) 256> 2) 25-10° Byte 3) ~ 10000 Bilder
8.7 14
8.8 a) 120 b) 140 ¢) 160 d) 180
8.9 a)120 b)8 «¢)120 d)56 )15
8.10 a) 120 b) 20 c) 420
8.11 a)6 b)15 ¢)20 d)60 e)35 f)210
8.12 20
8.13 15
8.14 150
8.15 A:7-6* B:7-62.5 C:7-62+7-6-52 D:7-6547-6-5
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9. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Wahrscheinlichkeitsrechnung Z MmF

Basierend auf den Vorgaben von Abschnitt 8:

o Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten berechnen (,,giinstig durch méoglich®)

o Mehrstufige Zufallsexperimente mithilfe von Baumdiagrammen modellieren

Wahrscheinlichkeiten mit den Pfadregeln berechnen

/
91 ° MmF
Ein D20 ist ein fairer 20-seitiger Spielwiirfel, dessen Seiten mit den Zahlen von 1 bis 20 durchnummeriert sind.
Du wirfst einen D20 einmal. Tkosaeder*

Berechne die angegebene Wahrscheinlichkeit und trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass die geworfene Augenzahl 13 ist, betrigt %.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die geworfene Augenzahl entweder 7 oder 15 ist, betragt %
eeeneemeeaent /\
c) Die Wahrscheinlichkeit, dass die geworfene Augenzahl kleiner als 10 ist, betrégt %. m

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass die geworfene Augenzahl mindestens 17 ist, betrigt %.

e) Die Wahrscheinlichkeit, dass die geworfene Augenzahl nicht 1 ist, betrigt %

~Wesr MmPF

In einem Murmelbeutel befinden sich 12 rote, 8 blaue und 10 griine Murmeln.
Du ziehst eine Murmel nach dem Zufallsprinzip heraus.

Berechne die angegebene Wahrscheinlichkeit und trage richtige Zahlen in die Késtchen ein.

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Murmel rot ist, betragt

=,
5
L3¢
¢) Die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Murmel nicht blau ist, betragt
2 . & MmF

In einer Box sind 2 schwarze Kugeln und 6 weifle Kugeln. Sebastian zieht eine Kugel nach dem Zufallsprinzip aus
dieser Box.

In einer anderen Box sind 14 schwarze Kugeln und 42 weifle Kugeln. Emil zieht zuféllig eine Kugel nach dem
Zufallsprinzip aus dieser Box.

Wer hat die groflere Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen? Oder sind die Wahrscheinlichkeiten gleich
grof3? Begriinde deine Antwort.
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W MmF

Beim Roulette gibt es 37 durchnummerierte Felder mit den Zahlen von 0 bis 36.

Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein Feld ist griin.
Mit einer Kugel wird ein Feld zuféllig ausgewahlt.
Stelle die angegebene Wahrscheinlichkeit als Bruch dar.

a) P(,Schwarzes Feld ausgewahlt.“)
b) P(,Feld mit einer Zahl grofler als 17 ausgewahlt.)

J

Vo5 T MmF

Ein Zufallszahlengenerator erzeugt eine 9-stellige natiirliche Zahl nach dem Zufallsprinzip.  Die 1. Ziffer ist also # 0.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl jede Ziffer von 1 bis 9 genau einmal enthélt? Kreuze an.

9! 9! 1 1 9!
Ui Ygae Y9 Yo U
2 . & MmF

Ein Zufallszahlengenerator erzeugt eine natiirliche Zahl von 1 bis 4200 nach dem Zufallsprinzip.

Stelle die angegebene Wahrscheinlichkeit als Bruch dar.

a) P(,Die Zahl ist einstellig*) b) P(,Die Zahl ist zweistellig.“)
c) P(,Die Zahl ist dreistellig) d) P(,Die Zahl ist vierstellig*)

.

AV g MmF

Beim Spiel Schiffe versenken zeichnet man in ein 10 x 10-Raster folgende Schiffe ein:

o

WY ein gerades Schiff mit 5 Késtchen
i, 123456 738910
%4 zwei gerade Schiffe mit 4 Késtchen
WY drei gerade Schiffe mit 3 Késtchen

WY vier gerade Schiffe mit 2 Késtchen

Antonia zeichnet in das leere Raster das Schiff mit 5 Kéastchen

nach dem Zufallsprinzip an eine der méglichen Positionen ein.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Schiff die folgenden Késtchen enthalt?
Stelle die Wahrscheinlichkeit als Bruch dar.

~ = D Q"o UaQw e

a)Al Db)E5 c¢)D3und D4 d) D3 oder D4 (oder beide)

.

2 . & MmF

Du wirfst 8 Mal hintereinander eine faire Miinze. Welche Abfolge ist wahrscheinlicher?

Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf oder
Zahl — Kopf — Kopf — Zahl — Zahl — Kopf — Zahl — Kopf

Begriinde deine Antwort.

\
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~wssr MmPF

Lukas mochte ein Outfit bestehend aus einer Hose, einem Hemd und einem Pullover anziehen.
Im Kleiderschrank hat er die folgende Auswahl:
e 2 blaue Hosen und 1 schwarze Hose
¢ 3 blaue Hemden und 2 schwarze Hemden
e 1 blauer Pullover, 2 schwarze Pullover und 1 roter Pullover
Lukas zieht nach dem Zufallsprinzip ein Outfit bestehend aus einer Hose, einem Hemd und einem Pullover an.
Stelle die angegebene Wahrscheinlichkeit als Bruch dar.
a) P(,Hose, Hemd und Pullover sind blauX)
b) P(,Hemd und Pullover haben die gleiche Farbe)
c) P(,Im Outfit kommt jede der drei Farben vor)

~ 910 ° MmF

Ein D,, ist ein fairer Spielwiirfel mit n Seiten und den Augenzahlen von 1 bis n.
Ein Dg ist also ein gewohnlicher Spielwiirfel.

Xaver wiirfelt mit einem Dog.

Yvonne wiirfelt mit zwei D¢ und berechnet die Augensumme der beiden Wiirfel.

Trage jeweils die richtige Zahl in das Kéastchen ein.
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~ 911 ° MmF

Felix und Jakob wiirfeln abwechselnd mit einem gewthnlichen Spielwiirfel.
Derjenige, der zuerst einen Sechser wiirfelt, gewinnt sofort. Felix darf zuerst wiirfeln.

Trage richtige Zahlen in die Késtchen ein.

1) Die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim ersten Wurf gewinnt, betrigt:

1
2) Die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim zweiten Wurf gewinnt, betrigt: (> """ <6> """
. S L . ) 5\ (1N
3) Die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim dritten Wurf gewinnt, betrigt: (6) . (6)

4) ﬁ Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Felix dieses Spiel schliefilich gewinnt?
Stelle die Wahrscheinlichkeit als vollstdndig gekiirzten Bruch dar.

b
Hinweis: Fur Folgen (by,b2,bs,...) mit by41 = by, - g gilt die folgende Summenformel: by + by + b3 + -+ = 171, falls |¢q] < 1
—q

. J

- MmF

9.12

In einem Murmelbeutel befinden sich 12 rote, 8 blaue und 10 griine Murmeln. Du ziehst 3 Mal mit Zuriicklegen.

Ordne den folgenden 6 Ereignissen jeweils die passende Wahrscheinlichkeit zu.

1) ,Jede gezogene Murmel ist rot. 4) 1. Murmel ist rot, 2. Murmel ist rot und 3. Murmel ist blau.*
2) ,Keine gezogene Murmel ist rot. 5) ,Zwei Murmeln sind rot und eine Murmel ist blau.

3) ,Mindestens eine gezogene Murmel ist 6) ,Alle drei Murmeln haben die gleiche Farbe.

blau.*’
{912 12 8 P18 18 18 12 12 12 ¢ i12 12 8  (12\3, (833, (10\3 § i, 22 22 22
3'30'30 "30 i30°30 30 i..i30°30 30 i...:30 30 30 ..} (30) +(30) +(3 ) i1 7730730 30
- J
Vo913 MmF

In einem Murmelbeutel befinden sich 12 rote, 8 blaue und 10 griine Murmeln. Du ziehst 3 Mal ohne Zuriicklegen.

Ordne den folgenden 6 Ereignissen jeweils die passende Wahrscheinlichkeit zu.

1) ,Jede gezogene Murmel ist rot. 4) 1. Murmel ist rot, 2. Murmel ist rot und 3. Murmel ist blau.*
2) ,Keine gezogene Murmel ist rot. 5) ,Zwei Murmeln sind rot und eine Murmel ist blau.

3) ,Mindestens eine gezogene Murmel ist blau* 6) ,Alle drei Murmeln haben die gleiche Farbe

22 21 20 ¢ 1211-1048-7:6+41098 g 12 11 8 12 11 10 : 12 1 8 18 17 16

i+t 7T 38029728 i} 30-29-28 ..i2730°29°28 i...030°29°28 i..:30°29°28 i...30 29 28
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AT 9.14 MmF
[ . . .. v 1. IM PSYCHIC, OKAY, THINK OF ANUMBER | T TRY NOTTO LET IT DON'TWORRY ABOUT |T.
Philipp meint zu Karin, dass er iibernatiirliche 00 KNOW. FROM on:'roowmmm:o. AFFECT MY LIFETO0 MUOH,| | FORGET I SAID ANYTHING.
- . UAIT LCANT BUT—
Féhigkeiten hat: “‘ERES”" L:rsscrm
g SUCH THING. Hw SHT BELIE.VE THIS. L rwu—:

Karin wéhlt geheim eine Zahl von 1 bis 100

nach dem Zufallsprinzip.

&

Danach versucht Philipp diese Zahl

(ohne tibernatiirliche Fahigkeiten) zu erraten.

0 100 -

100
1 1
— 0O (=
100 (100)

1 \100
100

.

§

f ]

;E DK SURE %

THIS TRICK MAY ONLY WORK 1% OF THE TIME,
BUT WHEN IT DOES, ITS TOTALLY WORTH IT.

Quelle: https://xked.com/628

Philipp und Karin fithren dieses Zufallsexperiment 100 Mal unabhéngig voneinander durch.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Philipp mindestens einmal die richtige Zahl errdt? Kreuze an.

100
99
- —= 0 100 -
(100) (

99

) ()

-

MmF

9.15

Jeder Tag ist entweder ein Sonnentag oder ein Regentag.

3) Am 3. Februar 2021 meldet die Wetterstation um 8 Uhr:

Die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen Sonnentag ein Regentag folgt, ist 20 %.
Die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen Regentag ein Sonnentag folgt, ist 70 %.

Diese Wahrscheinlichkeiten sind im folgenden Diagramm bereits eingetragen:

1) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen Sonnentag ein Sonnentag folgt.

Trage diese Wahrscheinlichkeit in das entsprechende Késtchen oben ein.

2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen Regentag ein Regentag folgt.

Trage diese Wahrscheinlichkeit in das entsprechende Késtchen oben ein.

,Die Wahrscheinlichkeit, dass heute ein Regentag wird, betrigt 10 %.“

Wie wahrscheinlich ist es in diesem Modell, dass der 4. Februar 2021 ein Regentag wird?

a

9.16

In einer Urne sind griine und rote Kugeln.

Berechne, welche beiden Werte p haben kann.

e Wenn du 1 Kugel nach dem Zufallsprinzip ziehst, dann ist sie mit Wahrscheinlichkeit p griin.

e Wenn du 2 Kugeln mit Zuriicklegen ziehst, dann ist mit Wahrscheinlichkeit 48 % genau eine davon griin.

< MmF
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9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8
9.9
9.10
9.11
9.12
9.13
9.14

9.16

a)5% b)10% c)45%
a) 3 by o F

Beide haben die gleiche Wahrscheinlichkeit 2 = 1% = 25%.

d) 20% e) 95%

18 20
a) 3z b) 5
9!

9-108

9 90 900 3201
a) mo5  P) w00 ©) 1m0 D 1300

2 10 3 12
a)me bP)iw 1o D i

8

Beide Abliaufe haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, ndmlich (%) .

a)g b EH 9

1) Xaver:5%  Yvonne: 1%  2) Xaver:10%  Yvonne: 3%
S\ 2 1 14 1 5

e )G »E) G o

Von links nach rechts: 5), 2), 1), 4), 6), 3)

Von links nach rechts: 3), 6), 5), 1), 4), 2)

17(%)100

p=0,4 oder p=10,6

3) Xaver:95 %

Yvonne: 100 %  4) Xaver:45%  Yvonne: 45 %
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10. VEKTORRECHNUNG & ANALYTISCHE GEOMETRIE IM RAUM

Vektorrechnung & Analytische Geometrie im Raum ! MmF

Addition und Subtraktion von Vektoren
e Multiplikation mit einem Skalar
¢ Einheitsvektoren

e Skalarprodukt und Interpretation von @ - b =0

e Parameterdarstellung von Geraden

\ J
101 T MmF

Gegeben sind die Vektoren @ = (—5 ) und b = (:él) .

[ V)

sl

Ermittle E’—i—?)}, 3—3,& und @- 0.

102 T MmF

Die dargestellte Pyramide hat eine quadratische Grundfliche mit den Eckpunkten
A=(-2|-1|-1),B=3|-1]-1),C=(3]3]2) und D. (Angaben in cm)

1) Berechne die Koordinaten des Eckpunkts D.
Die Hohe der Pyramide betrégt h = 12 cm.

2) Berechne das Volumen der Pyramide.

~ 103 © MmF

Eine Flugdrohne fliegt vom Punkt A = (3| 1| 0) geradlinig zum Punkt B = (4| —=3|8). (Angaben in m)

1) Berechne die Entfernung der Punkte A und B voneinander.

2) Berechne die Position P der Flugdrohne, nachdem sie 20 % der Flugstrecke zuriickgelegt hat.

" 104 MmF

Die Strecke AB hat die Endpunkte A= (4|2 |—5) und B= (9| —-1315).
Berechne jenen Punkt T auf der Strecke, der diese im Verhéltnis 2 : 3 teilt: AT : TB =2:3
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~ 105 MmF
Entscheide jeweils, ob das Ergebnis ein Vektor oder ein Skalar ist (@, _b), Z, d € R3, t € R).
Vektor Skalar
7T-v m DO
T+ O 0
-0 O O
t-a a a
T b+e-d O O
(@ b) ¢ O O
(@-b)-(C-d) O O
T+ b+ 7 O O
V106 T MmF
Fiir welche Zahlen x € R stehen die Vektoren (%é%) und <—323;z) normal aufeinander?
AU 1007 T MmF

Die drei Punkte

A=(2-t|-3-t|5-t), B=(3-t—2|-4-t+3|8-t—14) und C=(2-t+5|—t]6-¢

~—

spannen ein rechtwinkeliges Dreieck im Raum auf.
Fiir welche Zahlen ¢ € R ist der Punkt A der Scheitel des rechten Winkels?

~ 108 ° MmF

Die Gerade g verlauft durch die Punkte A= (4| —2|5) und B=(-3|0]7).

Ermittle eine Parameterdarstellung von g.

-

)

109 ° f#‘i#”ﬁ;fﬁf?;”“m
Gegeben sind folgende Parameterdarstellungen der Geraden g und h:
g:Xz(i)—i—t-(_f) mit ¢ € R

h: X = (?) ¥s- (g’y) mit s € R
Aufgabenstellung;:
Bestimmen Sie die Koordinaten h, und h. des Richtungsvektors der Geraden h so, dass die Gerade h zur Geraden g

parallel ist!
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" 10.10

Gegeben sind zwei Geraden g und h in R3.
Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung X = (%) +t- (:1% ) mit ¢t € R festgelegt.
Die Gerade h verlauft durch die Punkte A = (0]8]0) und B = (-2 |28 6).

Aufgabenstellung:

Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Geraden!

.

Bil
un

dun

d F

9,
or

1011 MmF
Kreuze an, ob die Geraden g und h ident, echt parallel, schneidend oder windschief sind.
ident echt parallel schneidend windschief
g X=(3)+e-(2) nx=(3)+r (1) 0 0 0 0
1 1 0 1
g:X:(0)+t (o) h X:(1)+T-(1> 0 0 0 O
0 1 0 0
px=(@)ee() wx=@)er ()| o5 | 5 | o | =
T 1—t T 0
s ()=(7)  m()=() o [ o [ & | «
9: (Z):(%ii) h: (3):(31222) 0 0 0 0
z Zot z 244y

- 7
101 @+ b = (i)
10.2 1) D= (-2]3]2)
10.3 1) 9m
10.4 T= (6] —4]—1)

2) 100 cm?®

2) P=(3,2]0,2]1,6)

T-T= () s T=(3)

Vektor Skalar

@0 O D
T+ X O
-0 X O

105 | ¢t. @ D O
- b4+7-d O X

(@ ) ¢ X O
(@-5)-(2-d) O X

@+ + 2 ] X

10.6 =4 und =z =2
10.7 t = —2bzw.t=5
4 -7
10.8 Zum Beispiel: g: (72) 4t ( 2 ) mit t € R
5 2
10.9 hy = -2, h, = —4
10.10 S= (1| -2 -3)

10.11 Von oben nach unten: echt parallel, windschief, schneidend, schneidend, ident

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz.
https://mmf.univie.ac.at
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