PROJEKT MMF

AS — TERMRECHNUNG

AUFGABENSAMMLUNG — TERMRECHNUNG

INHALTSVERZEICHNIS

Potenzen, Wurzeln und Bruchterme
Quadratische Gleichungen und Polynome
Wurzelgleichungen

Exponential- und Logarithmusgleichungen
Ungleichungen und Grenzwerte

Weitere nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme

NS ot W

Analytische Geometrie

Eine traditionsreiche Aufgabe fiir Erstsemestrige ist, die ansprechende Formel

(1+24-+n)?=1"4+22+...+n’

11
13
14
19
24

mit vollstdndiger Induktion — iibrigens eine tolle Sache — zu beweisen. Dabei kommt man nicht darum herum, Terme

wie (n + 1)2 richtig auszumultiplizieren, was Stoff der Unterstufe ist. Genau daran scheitern viele. Das ist bitter fiir

alle, besonders wenn die Aufgabe bei Priifungen gestellt wird.

Bis in die 60er-Jahre wurde an Osterreichischen Schulen die Methodisch geordnete Sammlung von Aufgaben aus
der Arithmetik und Algebra von Dr. Karl Rosenberg (1861-1936) verwendet. Wir haben dieses Schulbuch fiir Sie

digitalisieren lassen. Das war offenbar ein Goldenes Zeitalter fiir das Termrechnen. Der Anblick ,eines Rosenbergs®

treibt Alteren gerne einmal die Tréinen in die Augen.

Wir wiinschen Thnen viele schone Anfinge im Zuge Thres Studienbeginns.

Wir freuen uns sehr, dass wir Sie dabei ein Stiick weit begleiten diirfen.

Datum: 3. Juli 2024


https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Vollstaendige_Induktion.pdf
https://fedora.phaidra.univie.ac.at/fedora/objects/o:560369/methods/bdef:Book/view
https://fedora.phaidra.univie.ac.at/fedora/objects/o:560369/methods/bdef:Book/view
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1. POTENZEN, WURZELN UND BRUCHTERME

Potenzen, Wurzeln und Bruchterme
’ 2 MmE

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:

o Arbeitsblatt — Bruchrechnung
o Arbeitsblatt — Potenzen und Wurzeln
o Arbeitsblatt — Binomische Formeln und Pascalsches Dreieck

o Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (9. Schulstufe)

o Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (10. Schulstufe)
J
MmF

-
-

1.1
Stelle das Ergebnis als gekiirzten Bruch dar.

Berechne mit dem Taschenrechner die zugehorige Dezimalzahl.

1 1 1 1 1
a)2+- b)2+— ¢)24+4——7F+— d)24+——-7-— )2+ ——
)23 B 241 ) 2+ 57 ) 2+ 5 ) 2+ sr—r—
2 243 2T
2
Setzt man diesen Prozess unendlich fort, spricht man von einem Kettenbruch. Der Grenzwert ist 1 + /2 = 2,4142....
S | MmF
Stelle den gegebenen Term als gekiirzten Bruch dar.
) 1 n 1 b) 1 n 1 n 1 ) 1 . 1 4 1 n 1
Y 12723 12723 3.4 12723734 45
1 1 1 1 1 QQ
d — — —_— C inweis: —L1 - = ktD-k _ 11
) 12 23" ’Lk;-(/wrl)Jr +98-99+99-100" " FOFD) T R Tk R
1 1 1 1 1
©) 3 123 234 " Thgyn ez Toros 99 9899100
~W3 MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
a) 6353 843 .12.24 223 . 353
©) 5= T e) —/——
43 .63 - 142 55% . 143
b) 25345 . 2502 2575 . 4120 g 1365
d) 12551 . 2241 f) (_1)



https://mmf.univie.ac.at/materialien/algebra-geometrie/ab-bruchrechnung/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/algebra-geometrie/ab-potenzen-und-wurzeln/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/algebra-geometrie/ab-binomische-formeln-und-pascalsches-dreieck/
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Mathematik_auf_Augenhoehe_9_Schulstufe.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Mathematik_auf_Augenhoehe_10_Schulstufe.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://de.wikipedia.org/wiki/Kettenbruch
https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=O68Ejru35ZU
https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=g2jX-bFZUHs
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S 7 a MmF

Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.

2 4223 — 3. 22 4 273 2 35-p° > +49-p- ¢
6-22-3-x z? =9 70-p-q+ 98- ¢ '
©8 54-a3-b° . 3
b) — ©) B
o3 24 -b%-c" - d
2.5 f) 21-f%-¢*-(2-k—3-m)
©) (2-x—5)% 56-f*-g-(3-m—2-k)
AV s MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
3-x 5 T T
2 YLt 3. 242
AT A TR V!
a+1 243-a 1—a 2-a-5
b) + — —
4 12 8 6
Y 2.y l-y
c) 5+3 + 3 &
~wser MmF

Stelle den gegebenen Term als moglichst einfachen Bruch dar.

) 1 n 1 ) Y 3-x N 1+1+1
a e) — — —— i) —+-—+-—
2-x-y2-z 5-x3.y-24 6-x 10-y?2 T Yy =z
1 1 3 2 . 1 1 84-z-(2-z+4+vy
b) L+ R e s T Rl lAs)
x 41 x+1 (x+41) 2-x 2-x+4+y y
1 2 3 2.2—-1 3-xz+1
VetmETE 8~ 33
1 42 y 5 T
d) ———=+= h) —+3-
):1:~y :c2+:c )x * z+1
AV MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
2.y—1 3.y r+5 x+4 21 o 4-n2+16 n
_ — ) — 1
%) y—2 y?—4 )2-x—|—3 2-1:—3—’_4-;22—9" ©) n* — 16 n—|—2+
2 | & MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
a) il c) Sl 42t 40yt
€424 4 Zrpl 4o —doxey oy
! 42 2 ¢ 1 _
b) 5-r° 3 (ot d) - 1'a b
3-t2 5 3-t 5 i b



https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=4lvWrslTxD8
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=lzw_VOekgP0
https://mmf.univie.ac.at
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S . & MmF

Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.

1/14 400 Q4 3-(VB0+T7-v2
a) VIO B2 VIE -4 va0 W o) V3 (VH0ET V)
V25200 (5148 —8-1/27) -2
~V1.10 MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
a) (a32.a16.a8.a4.a2.a).a e) (a. ,\2/5. ,{1/5. \S/a. 1\6/6. 3\2/6). 3,\2/5
(5-22 %)~ og . __
b) ————— 1 f 2. -n)-3)-1)-2
) s T 8 ) Y/ )
3.072.p4 1/02 . (12 . —12)2
2. g 9. (z= -y
c) 19 a2 4 ) ( )
d) Va3 Vad - VaT h) (z=°7 'y%)w/S
V111 MmF
Schreibe den gegebenen Term als Potenz von a.
a) a®) - al®) b)) (a®)°-(a®)¢ ) a®) - (a¥)°
~AV1.12 MmF
Vereinfache den gegebenen Term so weit wie moglich.
2 212
4 4 2-a a (m” +n°)
a) (a+b)*—(a—b?* b) (z—2*%) (2°+2z) c) Bomon)? + (mZ =2y
A Bt & MmF
Multipliziere den gegebenen Term aus und stelle das Ergebnis moglichst tibersichtlich dar.
a) 1+x)-(1—=x) o) M+w+a2+.. . +2F+. .. +2%) (1-2)
b) (1+z+2%) - -(1—2x) d) I+z+22+...+2"+. . +2" 1) (1-2)
AV1.14 MmF
Leite die geometrische Summenformel her:
1 _1-q"
1+Q+q2+"'+qn1:?a q#1
n Summanden q
AV 115 MmF
Berechne das Ergebnis mithilfe der geometrischen Summenformel.
a) 1+2+2%2+...4+29 c) 2+2-3+2-32+-.-42.37
1 1 1 1-3+32-3%+3*-3°+36-37+3%-3
b) 1+5+ 55+t d) 2 133 4 34 5+6 7+8 9
2 2 2 14+3+32+33+3"+3°+3°+3"+3°+3



https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=yaWHW9GVHD8
https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=W-zGSrHnPhw
https://youtube.com/watch?v=5hoJOptQji0
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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1.16
Stelle das Ergebnis der Multiplikation moglichst iibersichtlich dar.

a) (x—a)-(z+a)
b) (z—a)- (22 +a-x+a?)
c) (x—a) (2®+a-2°>+a?® x+ad)

d) (r—a) - (@"+a- 2" +a?- 2" 2+ . tadbanF 4 +an 22 a2 a)

MmPF

-

\

MmF

1.17
Stelle das Ergebnis der Multiplikation moglichst iibersichtlich dar.

a) (1+x+2%) (1 -2+ 22

b) 1+z+2?+23+2%) (1 —2+2%—-2%+2%

S

1.18
Stelle das Ergebnis der Multiplikation moglichst iibersichtlich dar.

a) (224+1)-(z*+1)
b) (z24+1) - (2*+1)- (2® +1)
c) (#24+1) - (2*+1)- (2®+ 1) (210 +1)

A W @+1)- @ +1) @41 @@ 1) @21 (2102 4 1)

MmF

a

1.19

Finde eine bequeme Formel, mithilfe der du den Ausdruck
s=1+2-2+3-22+.. . +k-2"1+. . . +n.2"!

flir beliebige Werte von = und z.B. n = 100 berechnen kannst.

< MmF

Hinweis: s - (1 — )

a

.

1.20

Multipliziere aus und vereinfache so weit wie moglich.

a) (14+z)5+(1—2x)°

<z MmF

b) (2% —4°)/V/5, wobei z = (1++/5)/2 und y = (1 —/5)/2. Ist (2% — 4°7)/v/5 eine rationale Zahl?

J



https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=oNqoYAvp05s
https://youtube.com/watch?v=oNqoYAvp05s
https://youtube.com/watch?v=oNqoYAvp05s
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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MmPF

1.21

2 2
Es ist $1=—§—|— (g) —q und Qj2:—§— (g) —q.

Berechne und vereinfache das Ergebnis so weit wie moglich.

a)ry+xz b)xi-xo c) (x—x1)- (x—x9)

1.1 a) § =25 b) i =24 c)25=24166... d) I =24137... e) 18 =24142...
12a)3 b) i o3 d) i e 1os
1.3 a) 27000 b) 4000000000000 c)42 d) 55 e) & f) -1
22— 5 a3.p3 . .
14 a) 55555 b) O o) gty D @ fus D -5 8 &
15 a)z  b) BT o) Y
5.22.2342.y 2241 2242243 zyZto—42.y 5-y3—9.22 3.x41
1.6 a) 10-23.y2. 4 b) =y © o3 d) 22y e) 30752 f) (et 1)2
—3-2245.2-3 3-22—a+5 N zoytzozty-z .
g) I3_I2 = h) (T,fg).(a;+1) ‘) Y FRTES = J) 42
y2-1 n
1.7 a) 2- 5274 b) 72— ©¢) —"2274
_ 2142 -
1.8 a) i+g b) Srot+3:t c glfz d) —a
1.9 a) \% b)0 «¢) -3
109
1.10 a) a® b)125.y°-27% ¢) 1.6® d)a'iE
e)a® f) sy &) 3-lzl-y ¢ h)ya .yt
1.11 a) > b) ¢ ¥ ¢) o) Fbe
1.12 a)8-a®-b+8-a-b> b)z'T* 2> ¢)1
1.13 a)1—2> b)l—2a® ¢)1—-2' d)y1-z"
114 (1+q+¢*+ -+ - 01— =14q+++q¢"  '—q—-¢ - —q" ' —q"=1-q" v
1.15 a) 2'°—1=1023 b)2- 5 =12 ¢)3°-1=6560 d) -3
1.16 a) 22 —a®> b)z®—-a® c¢)z*—a* d) "t —qant!
1.17 a)1+a:2+w4 b)1+$2+x4+16+a:8
1.18 a) 1 + 22 + 2* 4+ 2

b) 14+ 2%+ a* + o 4o 210 4 212 4 1%
) 1+z2+at+28+a® +210 4212 p g4 ... 4 g%
d) 14 a? £ ot ... 4 22084 4 42046

1—am 2"
119 s — (1_2)27%11) wenn z # 1
: ° n-(n+1)

2

wenn x = 1
1.20 a) 2+20-224+10-z* b) 8
1.21 a) —p b)q c)z*+p-z+gq



https://mmf.univie.ac.at
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2. QUADRATISCHE GLEICHUNGEN UND POLYNOME

Quadratische Gleichungen und Polynome Q_Mmr

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:

o Arbeitsblatt — Quadratische Gleichungen

o Arbeitsblatt — Polynomfunktionen

o Arbeitsblatt — Polynomdivision

o Aufgabensammlung — Quadratische Funktionen und Polynomfunktionen
o Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (9. Schulstufe)

e Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (10. Schulstufe)
o /

S % a MmPF

Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
5:x—2 9-x-1
x—22-2.-(z-3)-3-z—-1)=14- 22 b =
a) (3-z-2) (x—=3)-(3-2z—1) x+ )3-w+1 e

a2 oY B MmF

Fiir welche Werte von k£ € R hat die Gleichung

P+ (2 k-2 2+1-6-k=0

a) genau eine reelle Losung?  b) keine reelle Losung?  c¢) zwei reelle Losungen?

~wEEr MmPF

Zeige, dass die quadratische Gleichung
(a—z)-(c—2)=0b> mita, b, ceR

immer reelle Losungen hat. Unter welchen Bedingungen fiir a, b, ¢ hat sie genau eine Losung?

Hinweis: Skizziere den Graphen der quadratischen Funktion f mit f(z) = (a — z) - (¢ — z).

\ J

S Y & MmF

Seien a, b € R mit a, b > 0.

a) Zeige: Die Gerade mit Gleichung \ V

y=k-x+d

und die Ellipse mit Gleichung 1

b2 2%+ a2 y? =a?-b?

schneiden einander genau dann in genau einem Punkt, wenn

a2 . k‘2 + b2 = d2. ,Bertihrbedingung der Ellipse*

b) In der nebenstehenden Abbildung sind eine Ellipse und eine Gerade dargestellt.
Lies die Parameter a, b, k und d ab. Rechne nach, dass die Beriihrbedingung erfiillt ist.



https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-quadratische-gleichungen/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-polynomfunktionen/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-polynomdivision/
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Quadratische_Funktionen_und_Polynomfunktionen.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Mathematik_auf_Augenhoehe_9_Schulstufe.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Mathematik_auf_Augenhoehe_10_Schulstufe.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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S ) & MmPF

Fiir den Kreis mit Mittelpunkt (0 | 0) und Radius r gilt: 2% + y? = r?
Zu jeder Gerade y = k-x 4+ d mit d # 0 gibt es genau einen Radius r > 0 so,

dass der Kreis und die Gerade einander in genau einem Punkt S beriihren.

a) Berechne diesen Radius r und diesen Berithrpunkt S
fir die Gerade y = % x4+ 20.

b) S Stelle mithilfe von & und d eine Formel

zur Berechnung von r auf.

»n

S L B MmF

Eine biquadratische Gleichung hat die Form a - z* 4+ b- 22 +c¢ =0 mit a # 0.
Durch die Substitution u = x? erhiilt man eine quadratische Gleichung in u.

Berechne alle Losungen der folgenden Gleichungen in R.

a) 2t —2-22-8=0 c) 2-2'—22+18=0 e) 25+7-23-8=0
b) ! —10-22 +9=0 d) 2 +5-22=0 £) 22 18221 +15=0

S L. B MmF

Lose die gegebene Polynomgleichung tiber der Grundmenge R.

®.9
a) x44—3~m43—10~a?4220
b) 2-2% — 342 +32 =0
¢) X 3-(@+3)4+15-(z+3)2—-108=0

d) ﬁ :z:~(x2—2~x—15)~(x2+1)72~(x272-:17715)o(:c2+1):0

S oY & MmF

Fir welche Werte von a € R gibt es genau eine Losung iiber der Grundmenge R? Wie lautet diese Losung?
a) a-2°+2-2+a=0 d) a-22°+2-a-v+a=0 g) (a-x—1)2-1=0
b) 22+2-a-z2+a=0 e) (x—2-a—-1)-(x+3-a+4)=0 h) (13-2+65-a)3% +1=0
c)a-22+2-a-2+1=0 f) (a-z2+1)24+1=0 i) (13-2+65-a)13%° —1=0



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://stream.univie.ac.at/media/mathematik/mfreu/AB_Termrechnung/Termrechnung_V2020_5_1a
https://stream.univie.ac.at/media/mathematik/mfreu/AB_Termrechnung/Termrechnung_V2020_5_1d
https://mmf.univie.ac.at
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S L B MmF

Fiihre die Polynomdivision durch.

a) (3.x3—19.x2+30-m—8):(:c—4)

b) (-3-2°+14-2*—29-2° +20- 22+ 2.2 —4): (—23+ 3.2 - 4.2 -2)
c) (12-2*—29-23423-22 -34-2+21): (4.2 —3)

d) 2+6-22—7-22):(2-3-2?)

e) 8- 2°+12-2*—6-234+9-22+13-2+9): (2-22+3-2—4)

f) 8-x+23-2°-39-22-12-2*-9): (2-2—3-2% —5)

~ 210 ° MmF

QL
Prife, dass die Polynomfunktion f mit
fx)=5-2°-31-2% —40 -2+ 84

die Nullstellen —2 und 7 hat. Berechne die dritte Nullstelle, und schreibe die Gleichung von f als Produkt von

Linearfaktoren.

\

S % A MmF

Priife, dass die Polynomfunktion f mit
flx)y=12-2* —19-23 —192-2% — 71 -2 4 30

die Nullstellen —3 und 5 hat. Berechne die anderen beiden Nullstellen, und schreibe die Gleichung von f als

Produkt von Linearfaktoren.

* 212 ° MmF

Fiir die Polynomfunktion p gilt: p(x) =2 2% —3-22 —14- 2+ 15
a) Zeige, dass bei der Polynomdivision
p(x): (z—1)

kein Rest bleibt.

b) Ermittle alle Nullstellen von p und vervollstindige die Linearfaktorform von p.

o= )0 )0 )



https://mmf.univie.ac.at
https://stream.univie.ac.at/media/mathematik/mfreu/AB_Termrechnung/Termrechnung_V2020_5_2a
https://mmf.univie.ac.at
https://stream.univie.ac.at/media/mathematik/mfreu/AB_Termrechnung/Termrechnung_V2020_5_3
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
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* 213 ° MmF

Uber die 3 reellen Nullstellen 21, 2o und 23 der Polynomfunktion f mit

f@)=2+b- 22 +c-24+60=(x—x1)- (z —22) - (x — x3)

sind folgende Informationen bekannt:

a) T, ist eine natiirliche Zahl. b) z3 ist dreimal so grofl wie zo. ¢) 23 ist um 9 gréfer als x;.
Berechne die Koeffizienten b und c.

2.1 a) L={-2,4} b)L={3,3}

2.2 a) genau eine reelle Lésung <= D =0 <= k= —4 oder k=0
b) keine reelle Losung <= D <0 < —-4<k<0
c) zwei reelle Losungen <= D >0 <= k < —4 oder k>0

23 a=cund b=0

2.4 a) Die Schnittstellen sind die Losungen von (b2 +a?-k?)-2% +2-a%-d-k-z+a? - d>—a?- b2 =0.

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist genau dann 0, wenn a? - k? + b? = d? gilt.

b) a=3,b=2k=1%d=3%

25 a)r=16 S=(-9,6/128) b)r=,/;1;

2.6 a) L={-22} b)L={-1,1,-33} o L={} d)L={0} e L={-21} f)L={5 V3
2.7 a) L={-2,0,5} b)L={-2,-1,1,2} ¢)L={-5-1} d)L={-3,25}

28 a)a=1 = z=-1 a=-1 = z=1
b) a=0 = z2=0 a=1 = z=-1
c) a=1 = z=-1
d) a#0 = z=-1 (a =0 liefert unendlich viele Losungen.)
e) a=-1 = z=-1

f) Keiner: Die linke Seite ist fiir alle a, z € R gréfer als 0.

g) Keiner: a = 0 liefert unendlich viele Lésungen, a # 0 liefert immer 2 Losungen z = 0 und = = %

h) Jeder Wert a € R liefert genau eine Losung, ndmlich z = %

i) Jeder Wert a € R liefert genau eine Losung, namlich z = 116153"1

29 a)3.22-7-2+2 b)3.-22—-5.-24+2 ¢)3-2°—-5.224+2.2—-7 d) -2-2°4+1 e)4-2°+5.0—34 223

2.2243.0—4
o2k —23.246
f)4-z 5-x+3+ o

210 z5=%  f@)=5-(@+2) (-7 (z-$)
211 a5 =-3, za=7  [f(@)=12:(@+3) (@-5) (¢ +3) (=~
(2-2°-3-22-14-2+15): (z—1)=2-22 -2 - 15

{2~:):3—2~a:2

—1-22-14-2+15
of

2.12 a) —1-224 1.2 b)p(x):z.(x+g).(m_l)i(z_g)
—15-2+15
@{ 15 2415
0 Rest
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3. WURZELGLEICHUNGEN

Wurzelgleichungen
gloichungon €8} MmF

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:
o Arbeitsblatt — Wurzelgleichungen
/
~wETr MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
a) V6= 2 S c) 6-vI+3 =11
b) V7 z+2-3=1 d) 2+V8-T-z=2
~wEEr MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
a) 3-/2-x—11—-+/27-2—-135=0 c) 5-V/10—-2-2—4-/16-3-2=0
b) Va2 +2.-2-3=2-2-2 d) V2 z2+5=V8-2+9-V2-x
. MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
10
a)vr+24+vr—-5—-—v2-2+21=0 b)Ve+4+Vr—2=vV2-2+2 ¢)Vi-2+10=—r08n-=—+3
) VEF 2+ Va5 ) VEF A+ V2=V )V AT
~wEr MmF
Der Graph der Funktion f mit f(xz) =+/c —d-2? ist fiir alle ¢,d > 0 eine halbe Ellipse.
s y a) Fir die links dargestellte Ellipse gilt ¢ = 1,6 und d = 0,1.
/' \ Berechne die Nullstellen von f sowie den Schnittpunkt mit der y-Achse.
0 : b) Eine andere solche Ellipse g verlauft durch die Punkte
............................. g (=21 0), (0]4) und (2 | 0). Berechne ¢ und d.
~WEEr MmF
Die Graphen der Funktionen f(z)=3-+/5—0,25-22 und g(z) =0,5- 2+ 5 sind dargestellt.
y
Die beiden Graphen schneiden einander in den Punkten S; und Ss.
: Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte S; und Ss.
9] ro
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AS — TERMRECHNUNG

y a

MmF

3.6
Es gibt zwei Werte flir den Parameter a € R, sodass die Gleichung

va-z=3-z+2
genau eine Losung z iiber der Grundmenge R hat.

a) Berechne diese beiden Werte fiir den Parameter a.

b) Berechne fiir diese beiden Parameterwerte die jeweils eindeutige Losung z € R.

-

MmF

3.7

Wir betrachten gleichschenkelige Dreiecke mit Basis a.

Die Schenkel haben jeweils die Lange k - a.

a) Damit sich tatséichlich ein gleichschenkeliges Dreieck ausgeht,

muss k > gelten.

Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein, und begriinde deine Antwort.
b) Zeige, dass fiir den Flacheninhalt F des Dreiecks gilt:

a? 1

F=% k2 -=
2 4

c) Berechne k so, dass der Flicheninhalt des Dreiecks 4-mal so grof3 ist

wie der Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlédnge a.

3.1 a) L = {} (Scheinlésung: z = 10) b) L = {2} c¢) L = {} (Scheinlésung: z =8) d) L ={1,—4}
3.2 a) L = {} (Scheinlésung:  =4) b) L={-5,1} «¢) L={-3} d) L={2}

3.3 a) L={14} b)L={2} «¢)L=1{3}

3.4 a) Nullstellen: {—4, 4}, Schnittpunkt: (0| 1,264...) b)c=16, d=4

3.5 S1=(—41]3), S2=(2]6)

3.6 a)a=0bzw. a=24 b)a=0 = z=-2 a=24 = z=32
3.7 a)k>% b)k=1

12
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4. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSGLEICHUNGEN

Exponential- und Logarithmusgleichungen Q_Mmr

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:

o Arbeitsblatt — Exponentialfunktionen
o Arbeitsblatt — Logarithmusfunktionen
o Aufgabensammlung — Exponential- und Logarithmusfunktionen

e Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (10. Schulstufe)

1 16 g
a) 1g°(2 2 +16) 4 1g(2- 2 +16) =0 b) 307 — 1615 — = 67 + = 3" =0

/
" a1 ” MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
5-x o
a) 7" =4 b)3-4>*1 _2=46 0 T3y g —— 5’ g=50 @8 tt=5
e xr— —
AV 42 MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
g In(5-22—-3- 1
22 lg(d-x+2) =3 Sl ) PETZIIEI0 g g0y — g
~WLs MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R.
a) 47 ~1 = 2o°+1 b) 7-2772=5.3""1 4.2 ¢c)In[(9-2+8)%] =3-In(3-z+4)
© a4 MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R. Hinweis: Vereinfache a'°8a()108p(a),
10
log(¢) +log,(4) =
A s ¢ MmF
Lose die gegebene Gleichung iiber der Grundmenge R. Hinweis: Produkt-Null-Satz

4.1 a) L={0,7124...} b)L={3} «¢)L=1{0,3218...} d) L ={2,5007...} e) L ={0,0573...,3,942...}
4.2 a) L ={7,405...} b) L = {—24,07...,24,67...} c¢) L = {—1024,1024}

4.3 a) L={-v3,v3} b)L={7287..}) «¢)L={-1,0}

4.4 L ={¥4,64}

4.5 a) L ={-1399 15 42} b) L ={-24}

13
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5. UNGLEICHUNGEN UND GRENZWERTE

Ungleichungen und Grenzwerte
gleichung 2 Mmr

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:

o Arbeitsblatt — Ungleichungen

o Arbeitsblatt — Grenzwert von Folgen I

o Arbeitsblatt — Grenzwert von Folgen 11

e Aufgabensammlung — Mathematik auf Augenhohe (10. Schulstufe)

/
~wEr MmF
Fir welche x € R gilt die Ungleichung?
a) (x—2)-(x—3)>0 d) 2 +x>2 2°
b) 22 +1>2-x e) x4+4§5~x2
c) 2 +2>2-x f)ﬁ st +a?+2-2>2- 2342
S T B MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (ay,).
42 11 5 3-12
a)anzﬁ b)a":3+ﬁ_ﬁ c)a, = 4—$ d)an:#_6
AV 53T MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (b,,).
—4. 3 5. 2 _ 3. 3 2 _ 2. 4 2
a) by = n°+o-n n b) by, — n°+n n c) by = n n+
2-n3—1 2-n*—3-n2+1 —5-n3 -1
art s MmF
Ermittle den Grenzwert der Folge (cy,).
a) ¢ — n® 42 b) ¢ _4+n—3-n? ¢) = 0,3" — 2
" V4.nb—n3+1 " 7Ton-2 " 1,1 4+ n2
- a MmF

5.5
nd—2 n?>+3
n?2 +1 n+4

a) Schreibe den Term auf einen gemeinsamen Bruch, und vereinfache so weit wie moglich.

Fiir die Folge (ay,) gilt: a, =

b) Ermittle den Grenzwert der Folge (ay,).

14
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S 1 & MmPF

Es gibt verschiedene Moglichkeiten zur Beschreibung von e-Umgebungen.

a) Schreibe die Losungsmenge der Betragsungleichung |z — 3| < 2 als Intervall an, und stelle sie grafisch auf der

Zahlengerade dar.
b) Alle Losungen von |x + 2| < 1,5 bilden zusammen eine e-Umgebung einer Zahl a. Ermittle € und a.

c) Alle Losungen z der Ungleichung
-0,32 < x < 0,28

bilden zusammen eine e-Umgebung einer Zahl a. Ermittle € und a.

~wEr MmF

1
Fiir die Folge (an),~, gilt: a, =3 — 100
= n

a) Ermittle den Grenzwert der Folge.
b) Berechne, ab dem wievielten Folgenglied alle Folgenglieder weniger als i) e =1 ii)e=0,1 iii) e =0,01

vom Grenzwert entfernt sind.

~WEEr MmPF

42
Fiir die Folge (an),,~, gilt: a, = — —12
= n

a) Ermittle den Grenzwert der Folge.

b) Berechne, ab dem wievielten Folgenglied alle Folgenglieder weniger als ¢ = 0,001 vom Grenzwert entfernt sind.

- a MmF

5.9
(=n"
n2

Fiir die Folge (an),,, gilt: a, = +5

a) Begriinde, warum die Folge weder monoton wachsend noch monoton fallend ist.

b) Berechne, ab dem wievielten Folgenglied alle Folgenglieder weniger als & = ﬁ vom Grenzwert 5 entfernt sind.

W00 MmF

Fiir die Folge (an),,, gilt: a, =1,01"

a) Berechne, ab dem wievielten Folgenglied alle Folgenglieder grofier als 10¢ sind.

b) Es gilt M > 0. Stelle mithilfe von M eine Formel auf, ab dem wievielten Folgenglied alle Folgenglieder groer
als M sind.

\ J

MmF

-

5.11

Gegeben ist eine geometrische Folge (b,,).

1) Stelle mithilfe von n eine Formel fir s, = by + by + -+ + b, auf, und vereinfache so weit wie moglich.

2) Ermittle den Grenzwert lim s,.
n—oo

a) (bp) = (84;2;1;...) b) (bp)=(E;-%2;-L,..))  ¢) (b,) =(0,9;0,99;0,999;...)

15
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" 512 MmF

Es gibt geometrische Figuren mit endlichem Flécheninhalt, aber unendlichem Umfang. Fiir die Kochsche Schnee-
flocke starten wir mit einem gleichseitigen Dreieck und wiederholen immer wieder die folgenden drei Schritte:

i) Teile jede Seite in drei gleich lange Teile.

ii) Erganze jeweils den mittleren Teil nach aulen zu einem gleichseitigen Dreieck.

iii) Entferne den mittleren Teil.

A%@iﬁg@

Fiir den Umfang der ersten Figur gilt: u; =3-a

a) Erkliare, warum die Umfinge (uy,us,us,...) eine geometrische Folge mit w11 = wy, - % bilden.

b) Erklire, warum daraus lim wu, = oo folgt.
n—oo

c) ﬁ Fir den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks gilt: Ay = % - a?
Zeige, dass fiir den Flicheninhalt A,, nach n Durchliufen der drei Schritte i), ii), iii) gilt:

s (32 ()

d) Stelle mithilfe von a eine Formel fiir den Flacheninhalt A = lim A,, der Kochschen Schneeflocke auf.

n—oo

a

5.13 MmF

Wir schreiben einem rechtwinkeligen Dreieck mit Kathetenldngen a und b — wie abgebildet — Quadrate ein.
a) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir z; auf.

b) Die Seitenldngen (x,,) bilden eine geometrische Folge.

b Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir ¢ = %

T2

auf.

7 c) Zeige mithilfe von 1) und 2), dass z1 + x3 + 23+ -+ = a gilt.

B d) Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir die Summe aller Quadrat-

.
a I flachen auf, und vereinfache so weit wie méoglich.

e) Berechne den relativen Anteil der Dreiecksfliche, der von den Quadratflichen abgedeckt wird, wenn a = b

gilt.
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~ 514 <z MmF

Die Mandelbrotmenge enthélt alle ¢ € C, fir die die Folge (z,) mit

z1 =c¢ und zn+1:z,21+c7n21

beschrankt bleibt. Eine Folge heifit beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt, sodass |z, | < M fiir alle Folgenglieder gilt.
Die Zahl ¢ = —1 ist zum Beispiel in der Die Zahl ¢ = 1 ist zum Beispiel nicht in der Man-
Mandelbrotmenge enthalten: delbrotmenge enthalten:

z1=-1 21 =1

2= (-1 +(-1)=0 =1"4+1=2

23=0"4(-1) = -1 23=224+1=5

zi=(-1)*+(-1)=0 23 =5"+1=26
Die Zahlenfolge springt zwischen —1 und 0. Die Zahlenfolge ist nicht beschréinkt.
Sie ist also beschrankt. Zum Beispiel: M =1 Multipliziert man eine Zahl > 1 mit sich selbst und addiert 1, dann

ist das Ergebnis mindestens doppelt so grof.

Alle komplexen Zahlen in der Mandelbrotmenge sind im folgenden Bild schwarz dargestellt:

Im[c]
"1

Re[c]

Alle reellen Zahlen im Intervall [—2;0,25] sind in der Mandelbrotmenge enthalten:

a) Begriinde, warum fiir 0 < ¢ < 0,25 alle Folgenglieder im Intervall [0;0,5] liegen.
b) Begriinde, warum fiir —1 < ¢ < 0 alle Folgenglieder im Intervall [¢; 0] liegen.

¢) Begriinde, warum fiir —2 < ¢ < —1 alle Folgenglieder im Intervall [c; —¢| liegen.

17
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5.2
5.3
5.4
5.5
5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11

5.12

5.13 a) 1 = &% b) ¢= 3% c) Summenformel d) A= a2.b e) 2

5.14

a) z € |—00;2[U]3;00[ b))z eR\{l} c)zeR

d) 2 €]0;1[U [I;00[ e)xz€[-2;—1]U [1;2] f)x€]—oo;—1[U]l;00[
a)0 b)3 ¢)2 d)—3

a) -2 b)0 c¢) -

a) 0,5 b) —oco ¢)O0

4n3—4.n2-2.n-11
a) TEinTiaea . P4

a) |1; 5[ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ™ b)e=15 a=-2 ¢)e=0,3, a=—-0,02

a) lim a, =3
n— 0o

b) i) Ab dem 101. Folgenglied. ii) Ab dem 1001. Folgenglied. iii) Ab dem 10001. Folgenglied.
a) lim a, = —12 b) ab dem 35. Folgenglied

n— oo
a) Wenn n gerade ist, dann ist a,, > 5. Wenn n ungerade ist, dann ist a,, < 5. Die Folgenglieder werden also immer abwechselnd groier
und wieder kleiner.
b) ab dem 11. Folgenglied
. log(M) log(M) .
a) ab dem 1389. Folgenglied b) n > Tos(1,01y PZW. ab dem (LWJ + 1) . Folgenglied
a) 1) s, =16—-16-0,5" 2) 16
n
b) Ds,=5-3%-(-3)" 2%
c) 1) s, =1-01" 2)1
a) Die Seitenldngen werden mit jedem Schritt auf ein Drittel der vorherigen Seitenlinge gekiirzt. Die Anzahl der Seiten vervierfacht
sich (jede Seite wird in vier neue Seiten verwandelt).
Fiir den Umfang gilt also: un41 = un - %. Also ist (u,) eine geometrische Folge mit q = %.

b) lim wu, = oo, weil ¢ = § > 1 ist.
n— oo

c) Hinweise: Wie viele Seiten gibt es nach n Durchldufen?
Wie viele neue Dreiecke entstehen beim n-ten Durchlauf?
Wie grof} ist der Flacheninhalt der neuen Dreiecke beim n-ten Durchlauf?
Um wie viel wichst der Flacheninhalt also beim n-ten Durchlauf?

d) A=28 .42
27ath
a) 21 =c€[0;0,5], zmp1=224+c>04+0=0, zn41=22+c<025+025=05 = zn41 € [0;0,5]
B) m=celei0), zp=z2tc204e=c, zp=tcSde= o (e+1)S0 = o € [o0)
<0 >0
c) z1=c€[c;—c], Zn+1:Z721+CZO+C:C’ zn+1:zi+c§c2+c§7c,weilc2+2-c: c -(c+2)<0.
~—

<o >0
= zZnt1 € [¢;—(]

18
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6. WEITERE NICHTLINEARE GLEICHUNGEN UND GLEICHUNGSSYSTEME

Weitere nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme Q_Mmr

Auf den folgenden Materialien findest du Erklarungen sowie grundlegende Aufgaben zu diesem Thema:

o Arbeitsblatt — Gleichungssysteme in 2 Variablen
o Arbeitsblatt — Gleichungssysteme in 3 Variablen

.1 MmF

Die Gerade g und die Hyperbel i mit ’ Y g

g: —3-z+2-y=4 h: —3-2%+4-y* =88

schneiden einander in 2 Punkten. x

Berechne die Entfernung zwischen diesen beiden Schnittpunkten. 0
Ve T MmF

y Die beiden dargestellten Kreise haben die folgenden Gleichungen:
S
(x—4)2+(y—2)2=13
; (x —8)2+ (y +2)2 =37
a) Berechne die Schnittpunkte S7 und Ss.
Hinweis: Subtrahiere eine Gleichung von der anderen Gleichung.
b) Berechne die Entfernung zwischen diesen beiden Schnittpunkten.

~Wes MmF

Die Gerade g und die Parabel p mit

g: r+y=6 pry?—4-24+3-y+6=0 (z,y in cm)
sind rechts unten dargestellt.
g y in cm
a) Die Gerade und die Parabel schneiden einander in 2 Punkten. p
Berechne die Entfernung zwischen diesen beiden Schnittpunkten. )
T 1 cIm

b) ﬁ Die senkrechte Gerade x = ¢ schneidet die Parabel p in 2 Punkten. 0
Berechne ¢ € R so, dass die Entfernung dieser beiden Schnittpunkte 23 cm
betrigt.
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~wer MmF

Yy Die Gerade g und die Ellipse e mit

¢ g
/y g: —z+2-y=-2 e: 22 +4-y* =20
x
0 / schneiden einander in 2 Punkten.
Berechne die Entfernung zwischen diesen beiden Schnittpunkten.

~weEr MmF
. Der Kreis k£ und die Ellipse e mit
k: 2 +y* =25 e: 22 +2-(y—4)2 =18
S
schneiden einander in 2 Punkten.
xr
0 a) Berechne die Schnittpunkte S; und Ss.
K b) Berechne den Inhalt F' der grau markierten Fliche.

- MmF

6.6
Die Gerade g und der Kreis k mit

g: —3-x+7-y=2 k: (x—6)*+ (y—T7)?=29

schneiden einander in den Punkten S; und Ss.

Berechne die Entfernung zwischen diesen beiden Schnittpunkten.

0
AW MmF
Fiir die hyperbolischen Winkelfunktionen sinh, cosh, tanh : R — R gilt:
e —e™”® e®*+e™”* e —e™”
sinh(z) = —— cosh(x) = e’ tanh(z) = ———
2 2 e + e~ *
Sinus hyperbolicus Cosinus hyperbolicus Tangens hyperbolicus
Ermittle die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Winkelfunktionen.
Forme dafiir die folgenden Gleichungen nach x um. Hinweis: Substituiere u = ¢®.
a) sinh(z) =y b) cosh(z) =y c¢) tanh(z) =y
~eg <t MmF

Zeige, dass die Ungleichung fiir alle x € R gilt. Fiir welche Werte von z gilt Gleichheit?

a)z?+1>2-x b) c) fi <sin?(x) —sin(z) d) sin?(z) — sin(z) < 2

3
Vi —4.2+13
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~Wes MmF
Zerlege das POlyIlOHl in Linearfaktoren. Hinweis: Suche nach ganzzahligen Nullstellen.
a) 2?2 —6-2—91 c) #1025 +35-22 — 502 + 24 e
b) 2® +3-2%+2-2 d) 2-22-3-23—22+3.-2-1

~ 6.10 MmF
Zerlege das Polynom in Linearfaktoren.
a)z?—-3-2—-40 b)6-22—2-1 c)ﬁ a?—3-a-b—40-v? d)ﬁ 6-a>—a-b—0b?

- - <¢-MmF

6.11

Lose das gegebene Gleichungssystem.

) ??+y?—4-2—-6-y—37=0 f z? —y? =128
a .
3-x—y=13 m2+y2—16~1‘+32:0
b) 4-22-3-y% =88 ) rT—y+Jr—y=6
g
2-x2—-3-y=4 23—y =19
| 22 +y?+2 2 +4-y—80=0 h) Vo —yy=28
C
22 4+y2—12-2—-24-y+130=0 Va2 + 3/y? =34
Q) 3-22+5-42=192 g | V24 EE =2
. 1

x—3-y°=0 2+t a-oy=39

)
Cie
~

Die Losungen der Gleichungen und Gleichungssysteme sind unten dargestellt.
Ordne die 10 Gleichungssysteme a) — j) den 10 Bildern zu:

Q/ <l§\ %( x

=

< VARN
K AN
S < K-

N\
7
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~ 612 " <z MmF

Wir wéhlen eine Zahl a € ]0;4].
Betrachte die Funktion f: [0;1] - R mit f(z) =a-z- (1 —z).

a) Erkldre, weshalb 0 < f(z) <1 fiir alle 2 € [0;1].
b) Fiir welche z € [0;1] gilt f(x) = z?

C) Fiir welche z € [07 1] gllt f( f(l') ) =a? Hinweis: Zwei Losungen kennst du schon.

6.13 S¢-MmF

Zeige, dass xy eine Losung der gegebenen Gleichung ist.

\

-

Vereinfache anschlieend den gegebenen Ausdruck fiir x.

a) B3 4+3-2-14=0,20=V7+5-V2+ V752

b) 23 +9-2—-10=0,29=v5+2-VI3+ /5 —2-/13

6.14 <z MmF

Seien a, b € R. Unter welcher Bedingung an a und b gibt es Zahlen u, v € R, sodass

-

a 3
u-vz—(§> und u+v=—-0b?
Zeige: o = ¢/u + /v ist Losung der Gleichung 23 +a -z + b= 0. Es folgt die Cardanische Formel.
s ¢ MmF
Seien vy, vo, ..., v, € R nicht alle null und wy, ws, ..., w, € R.

In dieser Aufgabe interessieren wir uns fiir die folgende Funktion:

F:R—R, F(x):Z(Ui-x—i—wi)Q

i=1

a) Erkldre mit wenigen Worten, weshalb . ..
. F eine quadratische Funktion ist. Es gibt also a, b, ¢ € R mit a # 0, sodass F(z) =a-22+b-z +c.
. F keine negativen Werte annimmt.

. F einen kleinsten Wert annimmt.
b) Zeige: Der Scheitel der Funktion F liegt an der Stelle

D1V W
Z?:l %2‘

c) Berechne den Scheitelwert yg = F(zs).

rs =

d) Fiige die Ergebnisse der vorigen Schritte zusammen, um folgende Ungleichung zu zeigen:

(zz:;vzwzfé(zn:v?)(i:wf) (1)

1= 1=

e) Weshalb gilt (1) auch, wenn alle v; = 07 Das ist die Ungleichung von Cauchy-Schwarz.
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6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8

6.9
6.10

6.11

6.12

6.13
6.14

a) St =(21]5), S2=(—6|—7) b) Entfernung: 14,42...

a) S1=(7|4), S2=(2|—1) b) Entfernung: 7,071...

a) S1 = (4]2), S2 = (15| —9), Entfernung: 15,55...cm  b) ¢ =34

S1 =(—-2]-2), So = (4| 1), Entfernung: 6,708...

a) Sy =(—4]3), So=(4]3) b)F=11,18...

Die Schnittpunkte S; = (4 | 2) und Sz = (11 | 5) haben die Entfernung v/58 = 7,615....

a) arsinh(z) = In(z + Va2 + 1)  b) arcosh(z) = In(z + V22 — 1) c) artanh(z) = 4 -In (H’I)

1—=x

a) x=1

b) z=2

c) ze{Z+k-2-m:keZ}U{ +k-2-n:keEL}

d) z€{-5+k-2-m:k€cZ}

a) (z—13)-(z+7) b)z-(z+2)-(z+1) ) (z—-1)-(x-2)-(z-3)-(x—4) d)(xz-1% - (x+1)-(2-z-1)

a) (x—8)-(z+5) b)(2-z—-1)-3-z+1)

c)(a—8-b)-(a+5-b) d)(2-a—b)-(3-a+0b)

a) {B1-4), (718} B){(512), (=7]-6)}

) {15, @ IN} A){(TI[3),(7T]-3), (=713), (=7]-3)}

e) {(1212), (121 -2)} ) {(12]4), (12| —4)}

g) {2 =5/2), (5/2| =3/2)}  h) {(27 | —125), (125 | —27)}

i) {(218), (=%/4,-3)} ) {(=2]-5), (=5]~-2), (3+2-V3|3-2-V3), (3-2-V3,3+2-V3)}
Obere Reihe: c), g), a), ), e) Untere Reihe: j), h), b), d), i)

a) a, z und 1 — z sind nicht negativ. Also ist auch f(xz) > 0.
Der Scheitel von f ist an der Stelle z = 0,5. Also ist f(z) < a0,52 < 1.

b) z=0undz=1-1/a

¢) Ound 1—1/a. Falls a > 3, dann auBerdem 2+EfVe-=2-a=3 Vg‘lf‘:m

a) zop = 2 b) zo =1

27 b2 4+4-a®>>0
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7. ANALYTISCHE GEOMETRIE

AV MmF

Die Seiten eines ebenen Dreiecks liegen auf den folgenden Geraden:
by 3-x+4-y=42, by —4-2+4+3-y=19, by 1 T-x—24-y=98

Bestimme die Eckpunkte des Dreiecks und seine Seitenlingen. Weise mit einem Argument aus der Unterstufe

nach, dass dieses Dreieck rechtwinkelig ist und berechne seinen Fldcheninhalt.

S T B MmF

Felix schneidet Geraden im R? in Parameterdarstellung mit einer Ebene.

Dabei tritt das folgende Gleichungssystem auf:
I: r=—-4-—-2-1
II: y=6+t¢
II: z=a+b-t
IV: 4.2—-5.-y—3-2=-1

a) Wenn a =4 und b =2 gilt, dann schneidet die Gerade die Ebene in einem Punkt S = (z |y | 2).

Lose das Gleichungssystem, um diesen Schnittpunkt zu ermitteln.

b) Wenn das Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat, ist die Gerade in der Ebene enthalten.

Berechne a und b so, dass die Gerade in der Ebene enthalten ist.

-

73 ° MmF

Fiir die Geraden g und h, im R? gilt:
g: X = (55) Yt (};) mit t € R
-5 -2 ,
ha:X:(6)+s-(1) mit s € R
5 a
a) Begriinde, warum es keinen Wert a € R gibt, fiir den die beiden Geraden g und h,, parallel sind.

b) Berechne jenen Wert a € R, fiir den die Geraden g und h, einander in genau einem Punkt P schneiden, und
berechne diesen Schnittpunkt P.

" 74 * MmF
Fiir welches ¢t € R ist das Quadrat des Abstands vom Punkt
P = (5 | -3 | 13) zum Punkt (4 —2-t | 3-t | 3 + 4. t) am kleinsten? Hinweis: Ergidnze quadratisch.

Erklire anschaulich, wie du mit dieser Uberlegung den auf der Geraden £ = {(4 —2-t|3-t|3+4-t) |t € R}
nichsten Punkt an P findest. Dieser ndchste Punkt wird manchmal auch als Lotpunkt bezeichnet. Ein Lot hat
immer etwas mit einem rechten Winkel zu tun. Kannst du erkliaren, warum diese Bezeichnung sinnvoll ist? Der
Abstand zwischen dem Punkt P und seinem Lotpunkt auf der Geraden ist dann der Abstand von P zur Geraden.

Berechne den Lotpunkt und den Abstand des Punkts von der Geraden in den folgenden Fallen:

a) (={(4—5-t |7T—5-t]12-10-1) [t R}, P=(5]0]0)
b) (={(-4+10-t|—t|6+3-t)|tcR}, P=(4]1]-2)
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-

\

7.5 MmF

Die beiden Punkte L = (3] =5 | 1) und X = (z |y | 2) liegen in der Ebene e.
Der Punkt P = (=5 | =9 | 7) liegt nicht in der Ebene e.
Der Vektor LP steht im rechten Winkel auf den Vektor LX .

a) Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein: P

b) Ermittle eine Ebenengleichung von ¢, das heifit: L
Berechne Zahlen a, b, ¢, d € R so, dass

a-r+b-y+c-z=d

genau fiir jeden Punkt X = (z | y | 2) in der Ebene ¢ gilt.

Fiir eine andere Ebene 7 gilt: 3-x —5-y+2-2=—-32

c) Ermittle eine Parameterdarstellung jener Gerade g, die durch P verlduft und normal auf 7 steht.
d) Berechne den Schnittpunkt dieser Gerade g und der Ebene .

e) Berechne den Abstand von P zu .

J

-

MmF

7.6

Durch den Punkt P ist eine Gerade, die normal auf die Ebene 7 steht, zu legen. Schneide dann die Ebene mit dieser
Geraden. Der Schnittpunkt Py ist dann der Lotpunkt des Punktes P auf die Ebene w. Berechne den Lotpunkt in
den folgenden Fallen.

a) m: —2-24+3-y—6-2=—6, P=(—1]10]-10)

by n: 4-2—4-y—7-2=8 P=(-5|8]3)

c)rn: —l4d-z+5-y+2-2=-7 P=(-13]8|-2)

d)n: 4-2+4-y—-7-2=1,P=(9|9]| -13).

Der Lotpunkt hat die ausgezeichnete Eigenschaft, dass jeder andere Punkt auf der Ebene noch grofleren Abstand
zu P hat. Erkldre, weshalb ausgerechnet der Lotpunkt diese besondere Eigenschaft hat.

Hinweis: Sei X irgendein Punkt auf der Ebene w. Erklire, weshalb die Vektoren XP und Py P normal aufeinander stehen. Argumentiere so, dass \)713|2 =

IXP5|2 + |PoP|2 > | Py P|? und damit, dass | XB| > |PoP|. Wann gilt denn Gleichheit?

7.7 MmF

Gegeben seien Punkte A, B, C, P und ) im Raum. Finde heraus, ob die Gerade durch P und @ einen Schnittpunkt
mit der Ebene hat, die A, B und C enthélt und berechne diesen Schnittpunkt, falls er existiert. Muss man dafiir
ein Gleichungssystem mit 3 Variablen betrachten, oder fiihrt die Normalvektordarstellung der Ebene zu einem

einfacheren Weg? Gibt es einen Fall, den man gesondert behandeln muss?

a) A=(1]2]3),B=(4[3]0),C=(5]4|1),P=(2]1]2),Q@=(6]7]10).

b) A=(-1]2]3),B=(7|4[1),C=(1[2]1),P=(1]1|-1),Q=3]5[1).

c) A=(4[-1]-2),B=3|0]-1),C=(=2]2]3), P=(2]2]1),Q=(|1]-1)
d) A=(2]|0[1),B=(1]-2[3),C=4]-1[-2),P=(1]-7[4),Q=(1]3]2)

25


https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://youtube.com/watch?v=v4BZQHkpQPo
https://mmf.univie.ac.at

PROJEKT MMF AS — TERMRECHNUNG

a T & MmPF

Betrachten wir 2 windschiefe Gerade g und h im Raum, also Geraden die weder parallel sind, noch einen Schnitt-
punkt besitzen. Finde einen Punkt P von g und einen Punkt ) von h, sodass die Verbindungsstrecke von P nach
Q normal auf beide Geraden steht. Erklire, warum fiir jeden Punkt P’ # P von g und jeden Punkt Q' # @Q von

h, der Abstand von P’ zu @’ grofer ist als der Abstand von P zu (. Was wiirde passieren, wenn man im Fall von

2 schneidenden Geraden analog rechnet?

a) g={(-4+2-¢| t|10-20)|teR}, h={(2+5|T—2-5|-12+5-5)|s R}
b) g={(-5+4-t|2-2-t|3+1)[teR}, h={(5+3-5]| 2+s|11+2-5)|seR}

\ J

AV rg MmF

Was kann damit gemeint sein, dass man einen Punkt P oder eine Strecke PQ im Raum an einer Ebene E spiegelt?
Bestimme die Spiegelungen in den folgenden Situationen explizit.

a) E={(246-s4+2-t|-34+2-5+3-t|6—s+2-t):s5,t R} P=(1]|-3]|2)

b) E={(z|y|z)eR’:2.2-y+2-2=-2}, P=(2]|1]1),Q=(-1]-2]0)

~ 710 © MmF

Sei 7 die Ebene mit der Gleichung —2 -2 +y + 2z = 14, P der Punkt (2 | 1 | 3) und ¢ die Gerade durch den
Punkt (—1 | 1 | 2) mit Richtungsvektor (1 | 2 | —1). Finde einen Richtungsvektor fiir eine Gerade durch P, die

parallel zu 7 ist und die ¢ schneidet. Uberlege, warum es nur eine solche Gerade gibt.
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7.1 Das Dreieck hat die Eckpunkte (2 ]9), (14 | 0) und (—10 | —7) sowie die Seitenlédngen 15, 25 und 20. Aus der Umkehrung vom Satz des
Pythagoras (152 +20% = 252) folgt, dass das Dreieck rechtwinkelig ist und damit den Flacheninhalt 150 hat.
7.2 a) S=(2]3]-2) b)a=-15b=—-12

7.3 a) Damit die angegebenen Richtungsvektoren der beiden Vektoren parallel sind, miisste

(2)=+(¥)

fiir eine bestimmte Zahl k € R gelten.

Aus der ersten Komponente folgt, dass diese Zahl k = % sein misste.

Aus der zweiten Komponente folgt aber gleichzeitig, dass diese Zahl k = 3 sein miisste.
Also konnen die beiden Geraden nicht parallel sein.

b) a=4 P=(-1]4]-3)
7.4 siehe auch Video Po=(23]|7),|PoP|=9

a) Po=(—1]2]2), |PoP|=+Vai=2-11
b) Po= (1] -4 |%), |RP|=/22

7.5 a)LB-LX =0 b)—8-z—4-y+6-2=2 c)g:X:(%g)th-(—Zs) d) S=(=11]1]3) e) VvI52=12,32...
(

7.6 siche auch Video a) Pp=(3|4]2) b)Py=(-1]4|—-4) c)Py=(1]|3|-4) d)Py=(1]1]1)
7.7 a) S=(10]13]18)
b) S= (31319
c) Der Vektor 7t = AB x AC steht normal auf den Vektor P—Cj und P bzw. Q liegen nicht in der Ebene, die von A, B und C aufgespannt

wird. Daher sind Gerade und Ebene parallel. Alternativ kann man die Parameterform der Gerade in eine Ebenengleichung in
Normalvektorform einsetzen und feststellen, dass die resultierende Gleichung keine Lésung besitzt.

d) Der Vektor i = AB x AC steht normal auf den Vektor PQ und P bzw. Q liegen in der Ebene, die von A, B und C aufge-
spannt wird. Daher liegt die Gerade in der Ebene. Alternativ kann man die Parameterform der Gerade in eine Ebenengleichung in
Normalvektorform einsetzen und feststellen, dass die resultierende Gleichung immer erfillt ist.

7.8 siehe auch Video

a) P=(51-% | 5) wd Q= (5| 5| 55)
b) P=(F | -8 H) wd =G [-F%

7.9 a) Schnittpunkt S der Ebene mit jener Gerade berechnen, die normal auf die Ebene steht und durch P verlauft: S = (29—6 | 7% | %)
Gespiegelter Punkt P’ = P+ 2. PS = (42 -9 50)
b) Gespiegelte Strecke hat die Endpunkte P’ = (=32 | 23 | -2y und Q' = (-4 | -3 | -§)
-1
7.10 Zum Beispiel: T = ( 4
-3
Die gesuchte Gerade muss in jener Ebene liegen, die parallel zu 7 ist und durch den Punkt P verlduft.
Diese Ebene hat einen eindeutigen Schnittpunkt mit der Gerade £.

Die gesuchte Gerade ist also tatsédchlich eindeutig, weil sie durch diesen Schnittpunkt und P verlaufen muss.
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