Koordinatengeometrie 3D

Aufgabensammlung

Gerhard Pillwein

René Descartes (1596 — 1650) verknlpfte Geometrie und Algebra und wurde so zu einem Wegbereiter der
Analytischen Geometrie: Hier werden geometrische Aufgaben rechnerisch mit Hilfe von Koordinaten geldst.
Vektoren sind ein unverzichtbares Hilfsmittel.

Die Analytische Geometrie ist zu einem riesigen und verzweigten Gebiet angewachsen. Um keine (ber-
bordende Erwartung zu wecken, wurde als Titel der Aufgabensammlung nicht ,Analytische Geometrie 3D“
gewabhlt, sondern ,Koordinatengeometrie 3D*. Gearbeitet wird mit Punkten und Vektoren sowie mit Geraden
und Ebenen; die analytische Darstellung von Kurven und Flachen wird nicht behandelt.

Die Aufgaben richten sich vor allem an Studierende des Lehramts Mathematik und sollen eine vertiefte
Auseinandersetzung mit raumgeometrischen Inhalten ermdglichen, die tiber das an Schulen oft Gbliche
formale Arbeiten mit Methoden und Formeln der Vektorrechnung hinausgeht. Die Grundlagen der Vektor-
rechnung werden als bekannt vorausgesetzt (im Ausmal} des Lehrplans fiur Mathematik an Realgymnasien).
Sie sind im Abschnitt Grundlagen zusammenfassend aufgelistet.

Die Aufgaben sind nach Inhalten geordnet, die naturgemaf verzahnt sind. Die Orthogonalitat spielt dabei
eine zentrale Rolle, entsprechend ihrer Bedeutung in der Euklidischen Geometrie. Die Aufgaben werden
anhand von korrekt konstruierten Angabebildern gestellt (also nicht blo3 anhand symbolischer Skizzen),
welche die Verortung im Koordinatensystem klar erkennen lassen und so unmittelbar die Raumvorstellung
ansprechen. Die Bandbreite der Aufgaben reicht von ganz leicht bis recht schwierig.

Mehrere Aufgaben wurden (adaptiert) dem Lehrwerk Raumgeometrie (Pillwein, Asperl, Wischounig; Verlag
OBV; approbiert fur ,Darstellende Geometrie* und ,Angewandte computergestitzte Geometrie) enthommen,
wo sie mit Methoden des CAD geldst werden.

Inhaltsverzeichnis

Grundlagen.....2

Rechnen mit Vektoren.....2

Punkte und Vektoren.....6

Messen.....7

Geraden und Ebenen.....8

Parallele, schneidende und windschiefe Lage.....9
Orthogonale Lage.....11

Aufgaben.....12

Lage im Koordinatensystem.....13
Lageaufgaben.....15

Normale und Normalebenen.....18 Diese Aufgabensammlung wird unter einer Creative Commons
Abstandsaufgaben..... 20 BY-NC-ND 4.0 Lizenz bereitgestellt. Die Aufgaben stehen
Winkelaufgaben 23 kostenfrei zur Verfugung und dirfen fir nicht-kommerzielle

Zwecke (wie Lehre, Ubungen, Priifungen) verwendet werden.

Pyramiden und Quader.....26

Hauptgeraden und Fallgeraden.....28
Symmetrieebenen.....31
Drehung.....33

Reflexion.....35

Schlusse.....40

Losungen und Hinweise.....41 7.5.2021

Gerhard Pillwein, Aufgabensammlung Koordinatengeometrie 3D  1/59



Grundlagen

Vektoren

Ein Vektor v wird durch einen Pfeil festgelegt. Alle anderen Pfeile, die parallel, gleich lang und gleich
orientiert sind, legen denselben Vektor fest. Ein Vektor besteht also aus unendlich vielen Pfeilen.

Andert man die Orientierung der Pfeile eines Vektors v, erhdlt man den zu v entgegengesetzten Vektor -v.

Zu jedem Pfeil gehdrt ein Quader, dessen Kanten
parallel zu den Koordinatenachsen sind. Die Langen
der Kanten sind die Betrage der Pfeilkoordinaten.
Bewegt man sich vom Pfeilanfang entlang eines
Koordinatenwegs (er besteht aus drei Kanten) zur
Pfeilspitze, so erhalten die Pfeilkoordinaten ein Vor-
zeichen. Das Bild zeigt jeweils den Koordinatenweg
xyz fur entgegengesetzt orientierte Pfeile.

Da alle Pfeile eines Vektors v dieselben Koordinaten haben, bezeichnet man
sie als Vektorkoordinaten und schreibt (in Spaltenform oder Zeilenform):

Wenn v die Koordinaten (x/y/z) hat, so hat -v die Koordinaten (-x/-y/-z).
Zwei Vektoren v1 und vz sind genau dann gleich, wenn ihre Koordinaten gleich sind.

Betrag eines Vektors, Einheitsvektor

Der Betrag |v| eines Vektors v ist die Lange seiner Pfeile. Die Berechnung des Betrags erfolgt mit dem Satz
von Pythagoras. Ein Vektor v mit |v| = 1 wird Einheitsvektor genannt.

v[=yX*+y?*+2°
Rechnen mit Vektoren
Ein Vektor hat eine geometrische Definition und eine Koordinatendarstellung. Bei den Rechenoperationen
ist das genauso. Diese ,Parallelitdt von Geometrie und Arithmetik“ ermoglicht den erfolgreichen Einsatz der
Vektorrechnung in der Analytischen Geometrie.
Addition und Subtraktion
Die Skizzen definieren die Addition
und die Subtraktion zweier Vektoren

v1 und vz aus geometrischer Sicht.

Die Subtraktion v1 — v2 kann als
Addition v1 + (-v2) aufgefasst werden.

Der geometrischen Definition entspricht die Addition bzw. Subtraktion der Koordinaten von v1 und va:
Vit ve=(x1+x2/y1+y2/zi+2z2) Vi—V2=(X1—X2/y1—Yy2/ 21— 22)

Die Addition zweier entgegengesetzter Vektoren v und -v fiihrt auf den Nullvektor o = (0/0/0). Er hat keine
Richtung und keine Orientierung.
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Die Addition zweier gleich langer Vektoren v1 und vz ergibt einen Summenvektor vi + vz, der den Winkel
zwischen v1 und vz halbiert. Der Differenzvektor v1 — vz ist hier orthogonal zum Summenvektor v1 + v2.

Die Addition ist kommutativ und assoziativ, die Subtraktion natiirlich nicht.

Vi+V2=V2+ Vi Vi + (V2 +Vv3) = (Vi +V2)+ Vs

Multiplikation mit einem Skalar

Wenn sich zwei Vektoren nur in ihrer Lange oder Orientierung unterscheiden (ihre Pfeile also parallel sind),
nennt man sie kollinear oder parallel. Man kann den einen Vektor durch Multiplizieren mit einer geeigneten
Zahl in den anderen Vektor Uberfihren.

Das Produkt a-v eines Vektors v mit einem Skalar a (einer reellen Zahl) ist geometrisch wie folgt definiert:

Richtung: Der Vektor a-v ist parallel zum Vektor v
Lange: Der Vektor a-v ist |al-mal so lang wie der Vektor v

Orientierung: Der Vektor a-v hat fir a > 0 dieselbe Orientierung wie der Vektor v,
fur a < 0 die entgegengesetzte Orientierung

Der geometrischen Definition entspricht die Multiplikation der Koordinaten des Vektors v mit dem Skalar a:
av=(ax/aylaz)
Fur a = -1 ergibt sich der zu v entgegengesetzte Vektor -v, fir a = 0 der Nullvektor o.

Multipliziert man zwei oder mehr Vektoren mit Skalaren und addiert die Produkte, so bezeichnet man den
Vektor v = a1-v1 + a2'v2 + ... + an-vn als Linearkombination der Vektoren v1, vz, ..., vn.

Fur die Multiplikation mit einem Skalar und die Addition bzw. Subtraktion gelten folgende Rechenregeln:
a:(vitvz)=avitav (a1t az2)v=arv+azv

a-(a1-vi + azv2) = (a-a1)-vi + (a-a2)-vz

Skalares Produkt
Das skalare Produkt v1-v2 zweier Vektoren ist geometrisch durch
V, -V, =|v,|-|v,| - cosa

definiert, wobei a der Winkel zwischen v1 und vz ist (0° < a < 180°).

Bezeichnet man die Lange der Projektion des Vektors vz auf den Vektor vi mit p, so gilt:

v1~v2=4_r|v1|~p

Fur spitze Winkel (0° < o < 90°) ist das skalare Produkt positiv, fur stumpfe Winkel (90° < o, < 180°) ist das
skalare Produkt negativ. Fir a = 90° ist das skalare Produkt 0.

Multipliziert man einen Vektor v mit sich selbst, so erhalt man seinen quadrierten Betrag: v-v = v2 = |v|?

Wenn beide Vektoren die Lange 1 haben, so gilt: vi-v2 = cos a
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Fur die Berechnung des skalaren Produkts mit Hilfe von Koordinaten gilt:
ViV = Ya || Yo [=X X+ Y Yo+ 2402,

Auf der geometrischen Definition des skalaren Produkts und seiner einfachen Berechnung mit Koordinaten
beruhen viele Anwendungen der Vektorrechnung. Die Koordinatenformel folgt aus dem Kosinussatz.

IV, =V, [* = vy +|v,[ = 2:|v,| - |v,| -cosa

=
1 2 2 2
v1~v2:\vw\-\v2\~003a:§~(\v1\ A A ):
V,—V
1 2 2 2 v
:E'(X12+y12+Z1Z+X2Z+Y22+Z227(X17X2) *(y1*y2) 7(21722) ): v
)

(2% %, +2-y,-Y,+2-2,-2,)

N| =

Fir das skalare Produkt, die Multiplikation mit einem Skalar und die Addition bzw. Subtraktion gelten folgen-
de Rechenregeln:

V-V, =V,-V, V- (v,tv,)=Vv-v,tV.v,
(a,-vy)-(a,-vy)=(a,-a,)-(v,-V,) v-(a,-v,+a,-v,)=a,-(v-v,)+a, - (v-V,)

Das skalare Produkt kann nicht distributiv sein, da der Term v1-v2-v3 sinnlos ist. Wenn man Klammern setzt,
haben die Malpunkte verschiedene Bedeutungen. Die Ergebnisse sind offensichtlich verschieden.

V1-(V2-V3)¢(V1'V2)~V3

Die Orthogonalitét spielt in der Geometrie eine zentrale Rolle. Zwei ortho-
gonale Vektoren v1 und v2 werden als Normalvektoren bezeichnet. Wenn
ein Vektor v1 gegeben ist, dann sind alle Normalvektoren vz zu einer Ebene
parallel, die orthogonal zu v+ ist. Andert man die Lange oder die Orientierung
zweier Normalvektoren, so bleiben sie Normalvektoren.

Das rechnerische Kriterium fur die Orthogonalitat zweier Vektoren v1 und vz Vi
ist das Verschwinden des skalaren Produkts:

4

v,.v,=0v, 1lv,

Um einen beliebigen Normalvektor vz = (x/y/z) eines gegebenen Vektors

v1 = (3/-4/5) zu ermitteln, muss man die Gleichung 3x — 4y + 5z = 0 I6sen.
Zwei Koordinaten von vz kdnnen also frei gewahlt werden. Man kann auch
zwei Bedingungen an v: stellen, wie etwa ,parallel zu xy-Ebene® und ,Lange
ist 2. Man erhalt in diesem Fall die Normalvektoren v2 = (1,6/1,2/0) und -va.

Die aus der analytischen Geometrie der Ebene bekannte Kippregel zum Ermitteln von Normalvektoren
(Koordinaten vertauschen und ein Vorzeichen andern) lasst sich in gewissem Sinn in den Raum Ubertragen:
Die Vektoren (-y1/x1/0), (-z1/0/x1), (0/-z1/y1) sind jene Normalvektoren des Vektors v1 = (x1/y1/z1), die zu einer
Koordinatenebene parallel sind.

Gibt man zwei Vektoren vor, etwa v1 = (3/-4/5) und vz = (6/7/-2), so muss ein gemeinsamer Normalvektor
vs = (x/y/z) zwei Gleichungen erfillen: 3x — 4y + 5z = 0 und 6x + 7y — 2z = 0. Hier kann nur mehr eine Koor-
dinate frei gewahlt werden. Wahlt man z = t und 16st das Gleichungssystem, erhalt man alle gemeinsamen
Normalvektoren vs = (-0,6t/0,8t/t) von v4 und v2. Sie haben die gleiche Richtung, sind also parallel zu einer
Geraden. Diese Uberlegungen leiten zu einem weiteren Produkt zweier Vektoren (iber.
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Vektorielles Produkt

Das vektorielle Produkt vixvz zweier Vektoren ist ein Vektor, der geometrisch
wie folgt definiert ist:

Richtung: Der Vektor vixvz ist ein Normalvektor von v1 und vz

Lange: Der Betrag |vixvz| entspricht dem Flacheninhalt F des von v1 und vz
festgelegten Parallelogramms

Orientierung: Die Vektoren v1, v2, vixvz bilden in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem

Hinweis: Ein Rechtssystem kann mit den ersten drei Fingern der rechten Hand gebildet werden.

Wenn keiner der beiden Vektoren der Nullvektor ist, so gilt:

V,XV,=0 & Vi und vz sind kollinear

Wenn die beiden Vektoren orthogonale Einheitsvektoren sind, so hat auch der Produktvektor die Lange 1.
Mit diesen drei Vektoren kann ein lokales Koordinatensystem definiert werden, in dem diese Vektoren die

Koordinaten (1/0/0), (0/1/0) und (0/0/1) haben.

Fir die Berechnung des vektoriellen Produkts mit Hilfe von Koordinaten gilt:

det[Y1 yz}
Z, 7,

Vi Z,-Y,°2Z
X, X, 172, Y224
VXV, =|Y; x| Y, |=|—det 72 2 |17 ~(X42, =%, -2)
1 2y
z,) \z, Xp Y =Xy Y4

det[x1 XzJ
Yi Y,

Die Herleitung der Formel ist rechnerisch aufwandig. Sie beruht auf der Lésung des Gleichungssystems

[x1-x + y1y + z1-z= 0, x2:x + y2:y + z2:z = 0], die alle gemeinsamen Normalvektoren v = (x/y/z) von v1 und vz
liefert. Unter diesen Normalvektoren wird jener ausgesucht, dessen Betrag gleich F ist und der mit v1 und v2

ein Rechtssystem bildet.

Fir das vektorielle Produkt, die Multiplikation mit einem Skalar und die Addition bzw. Subtraktion gelten
folgende Rechenregeln:

VXV, =—(V,xV,) VX (V, £V,) =V, XV, £V, XV,
(a,-vy)x(a,-v,)=(a,-a,) (v, xV,) vx(a,-v,+a,-v,)=a,-(vxv,)+a, - (VxV,)

Das vektorielle Produkt ist nicht assoziativ, wie das Gegenbeispiel v1 = (1/0/0), v2 = (0/1/0), va = (0/1/0)
erkennen lasst.

VX (V, X V;) # (V, XV, )XV,
Da der Vektor vix(vaxvs) orthogonal zu vaxvs ist, liegt er in der von vz und vs aufgespannten Ebene und
kann daher als Linearkombination von vz und vs dargestellt werden. Die entsprechende Formel ist als

Entwicklungssatz von GraBmann bekannt.

vV, x(V,xV,)=a-v,-b-v, mta=v,.v,und b=v, v,
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Punkte und Vektoren

Ortsvektoren

Der Pfeil vom Ursprung O zu einem Punkt P(x/y/z) legt den Ortsvektor P von P fest. Er hat dieselben
Koordinaten wie der Punkt P.

Eigentlich ist jeder Vektor ein Ortsvektor, da jeder Vektor aus unendlich vielen Pfeilen besteht und einer
davon im Ursprung angehangt ist. Wenn also ein Vektor v die Koordinaten v = (2/3/4) hat, so kann er als
Ortsvektor des Punktes P(2/3/4) aufgefasst werden.

Da ein Punkt P und sein Ortsvektor P dieselben Koordinaten haben, werden sie gerne identifiziert: P = P
Verbindungsvektoren, Anhangen eines Vektors

Der Pfeil von einem Punkt P zu einem Punkt Q legt den Verbindungsvektor v = PQ von P und Q fest.
Addiert man diesen Vektor zum Ortsvektor P, so erhdlt man den Ortsvektor Q. Daraus ergibt sich:

PQ=Q-P
Einen Vektor v an einen Punkt P anhangen bedeutet, jenen
Punkt Q zu berechnen, fiir den PQ = v gilt:
Q=P+v
Analog kann ein k-faches des Vektors v (also der Vektor k-v)

an P angehangt werden. Ebenso kann der Vektor v vor dem
Anhangen auf eine gewlinschte Lange s gebracht werden.

Q:P+k'v Q:P+i.v
[v]

Halbieren und Teilen einer Strecke

Um den Halbierungspunkt H einer Strecke PQ zu berechnen, wird der
Vektor PQ halbiert und an P angehangt:

1 1 1 1
H—P+E(Q—P)—P+EQ—EP—E(P+Q)

H=%(P+Q)

Um den Teilungspunkt T einer Strecke PQ mit PT:QT = 3:8 zu berechnen, wird der Vektor PQ mit 3/11
multipliziert und an P angehangt:

T:P+£-(Q—P):P+3-Q—£-P:§~P+1~Q
11 11 11 11 11

Allgemein erhalt man fir PT:QT = u:v bzw. fur PT:QT = p:(1-p) die folgenden Formeln:

v u
P+
u+v u+v

T= Q T=(1-p)-P+p-Q

Man kann also den Halbierungspunkt H als arithmetisches Mittel der Punkte P und Q deuten, den Teilungs-
punkt T als gewichtetes Mittel.
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Messen

Lange einer Strecke

Die Lange einer Strecke PQ ist der Betrag des Vektors v = PQ.
GroBe eines Winkels

Ein Winkel o = <QPR wird von den Vektoren vi = PQ und v2 = PR eingeschlossen. Er kann durch Umfor-
men des skalaren Produkts von v1 und v2 berechnet werden:

Flacheninhalt eines Dreiecks

Ein Dreieck PQR wird von den Vektoren vi = PQ und v2 = PR festgelegt. Der Flacheninhalt F des Dreiecks
ergibt sich unmittelbar aus der geometrischen Definition des vektoriellen Produkts von v1 und v2:

1
F:§'|V1XV2|

Alternativ kann der Flacheninhalt auch mit dem skalaren Produkt berechnet werden:

2-F=|v,|-h=]|v,|-|v,|-sina

4 v [ vl sinta =y vl (1-costa)-

- |v1|2 .|v2|2 —|v1|2 .|v2|2 .cos’a=v v} —(V1 'V2)2 = ."
Q
v

F:%-\/w2 V2= (v, v,)

Dass der Ausdruck unter der Wurzel nicht 0 ist, mag auf
den ersten Blick verwirren ©

Rauminhalt eines Tetraeders

Ein Tetraeder PQRS wird durch die Vektoren vi = PQ, v2 = PR und vs = PS festgelegt. Das Volumen V
kann mit Hilfe des vektoriellen und skalaren Produkts berechnet werden.

Die Skizze illustriert die geometrische Interpretation des skalaren
Produkts von vixvz und vs:

(Vi xV,) Vs = |V, x V|- |v,|-cosa = F - (+h)

Die Vorzeichen zeigen an, ob der Winkel a. spitz oder stumpf ist.

Die Ubliche Volumenformel fir Pyramiden (,Grundflache mal Héhe
durch 3%) zieht nach sich, dass F-h = 6-V ist. Daher gilt:

1
V=E-|(v1xv2)-v3|
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Geraden und Ebenen

Parameterdarstellung einer Geraden

Wenn eine Gerade g durch einen Punkt A und einen Richtungs-
vektor a festgelegt ist, so kann jeder Punkt X von g mit Hilfe eines
Parameters t € R wie folgt beschrieben werden:

X=A+t-a

Hinweis: Die Formulierungen ,ein Vektor ist ein Richtungsvektor von g*, ,ein Vektor
ist parallel zu g“ und ,ein Vektor liegt auf g“ sind gleichbedeutend.

Fur X(x/y/z), A(xalyalza) und a = (a1/az/as) ergibt sich die Koordinatenform der Parameterdarstellung:

X X, a, X=X, +t-a,
Y|=|Ya|tt]a, oder y—y,+t-a,
z z, a, z=2z,+t-a,

Um Punkte von g zu berechnen, wahlt man beliebige t-Werte und setzt sie in die Parameterdarstellung ein.

Um zu uberprifen, ob ein gegebener Punkt P(xr/yr/zr) auf g liegt, ist zu Uberprufen, ob es einen t-Wert gibt,
fur den die drei Gleichungen der Koordinatenform wahre Aussagen sind.

Parameterdarstellung einer Ebene

Wenn eine Ebene € durch einen Punkt A und zwei nicht
kollineare und zu ¢ parallele Vektoren a und b festgelegt ist,

so kann jeder Punkt X von ¢ mit Hilfe zweier Parameter
r,s € R wie folgt beschrieben werden:

X=A+r-a+s-b

Hinweis: Die Formulierungen ,ein Vektor ist parallel zu € und ,ein Vektor
liegt in € sind gleichbedeutend.

Fur X(x/y/z), A(xalyalza) und a = (a1/az/as), b = (b1/b2/bs) ergibt sich die Koordinatenform dieser Darstellung:

X X, a, b, X=X, +r-a,+s-b,
y|=|Y,|+r-|a, |+s-|b, oder y—y,+r-a,+sb,
z z, a, b, z=z,+r-a,+s-b,

Um Punkte von ¢ zu berechnen, wahlt man beliebige r-Werte und s-Werte und setzt sie in die Parameter-
darstellung ein.

Um zu Uberprifen, ob ein gegebener Punkt P(xp/ypr/zp) in € liegt, ist zu Uberprifen, ob es einen r-Wert und
einen s-Wert gibt, fiir den die drei Gleichungen der Koordinatenform wahre Aussagen sind.

Das Arbeiten mit Parameterdarstellungen von Ebenen kann also mihsam sein, wie schon die Uberpriifung
zeigt, ob ein Punkt in einer Ebene liegt. Auch die Uberpriifung, ob zwei durch Parameterdarstellungen fest-
gelegte Ebenen gleich sind, erfordert einigen Rechenaufwand.

Eleganter ist das Beschreiben von Ebenen durch Gleichungen, das dem Beschreiben von Geraden in der
zweidimensionalen analytischen Geometrie entspricht.
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Gleichung einer Ebene

Wenn eine Ebene ¢ durch einen Punkt A und einen Normalvektor n fest-
gelegt ist, so liegt ein Punkt X genau dann in g, wenn die Vektoren AX
und n orthogonal sind, also wenn gilt:

n-AX=n-(X-A)=n-X-n-A=0

Dies fuhrt zu folgender Gleichung der Ebene &:

n-X=n-A

Fur X(x/y/z), A(xalya/za) und n = (a/b/c) ergibt sich die Koordinatenform der Gleichung:

a) (x a) (X,
blly|=|bl|y, oder ax+by+cz=dmitd=axa+b-ya+cza
c)lz c)lz,

Um Punkte von € zu berechnen, kann man zwei Koordinaten frei wahlen und die dritte Koordinate aus der
Gleichung berechnen.

Um zu Uberpriifen, ob ein gegebener Punkt P(xr/ypr/zp) in € liegt, setzt man ihn in die Gleichung ein.

Die Umrechnung einer Parameterdarstellung einer Ebene in eine Gleichung kann durch Eliminieren der
Parameter erfolgen. Besser ist jedoch, einen Normalvektor der Ebene mit Hilfe des vektoriellen Produkts
der beiden Vektoren aus der Parameterdarstellung zu berechnen.

Die Umrechnung einer Gleichung einer Ebene in eine Parameterdarstellung kann mit Hilfe von drei beliebi-
gen Punkten der Ebene erfolgen. Zu beachten ist jedoch, dass sie ein Dreieck bilden missen, dass also
zwei ihrer Verbindungsvektoren nicht kollinear sind. Einfacher ist, einen Punkt und zwei der drei Vektoren

(-b/a/0), (-c/0/a), (0/-c/b) zu verwenden. Sie sind zum Normalvektor n = (a/b/c) der Ebene orthogonal und
liegen daher in der Ebene.

Parallele, schneidende und windschiefe Lage

Die Begriffe beziehen sich nicht auf Strecken oder ebene Flachen, sondern auf ihre unbegrenzten ,Verlan-
gerungen®, also auf Geraden und Ebenen. So kénnen zwei ebene Flachen nicht schneidend sein (keinen
gemeinsamen Punkt haben), obwohl ihre Tragerebenen schneidend sind. Der Begriff ,windschief bedeutet
»weder parallel noch schneidend” und kann nur auf zwei Geraden zutreffen.

Gerade — Gerade

Zwei Geraden g1 und gz kdnnen parallel, schneidend oder windschief sein.

g,: X=A,+r-a, g,:X=A,+s-a,

Parallele Lage liegt vor, wenn die Richtungsvektoren a1 und az kollinear sind (also az = k-a1). Wenn auf3er-
dem der Verbindungsvektor A A, zu as kollinear ist, so sind g1 und g2 identisch.

Wenn a1 und a2 nicht kollinear sind, so erhalt man durch Gleichsetzen der beiden Parameterdarstellungen
A +r-a,=A,+s-a,

drei Gleichungen in r und s, wenn man die Koordinaten dieser Vektorgleichung getrennt anschreibt. Dieses
Gleichungssystem ist in der Regel unldsbar (widerspriichlich); g1 und gz sind in diesem Fall windschief.

Wenn das Gleichungssystem losbar ist (Losung [ro,so]), so sind g1 und gz schneidend; der Schnittpunkt S
ergibt sich durch Einsetzen von ro bzw. so in die Parameterdarstellung von g1 bzw. g.
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Gerade — Ebene

Eine Gerade g und eine Ebene ¢ kénnen parallel oder scheidend sein. Zur Untersuchung der gegenseitigen
Lage ist es zweckmalRig, die Ebene durch eine Gleichung zu erfassen.

g: X=A+t-a g:n-X=d

Wenn der Richtungsvektor a von g orthogonal zum Normalvektor n
von ¢ ist (also a-n = 0), so ist g parallel zu e. Wenn auBerdem A in €
liegt, so liegt g in €.

Wenn a und n nicht orthogonal sind, haben g und € genau einen gemeinsamen Punkt S. Durch Einsetzen

der Parameterdarstellung von g in die Gleichung von ¢ erhalt man eine lineare Gleichung in t. Der Schnitt-
punkt S ergibt sich durch Einsetzen der Ldsung to in die Parameterdarstellung von g.

Ebene — Ebene

Zwei Ebenen g1 und &2 kénnen parallel oder schneidend sein. Zur Untersuchung der gegenseitigen Lage ist
es zweckmalfig, beide Ebenen durch Gleichungen zu erfassen.

g,n,-X=d, g, :n,-X=d,

Parallele Lage liegt vor, wenn die Normalvektoren n1 und n2 kollinear sind (also nz = k-n1). Wenn auflerdem
ein beliebiger Punkt von €2 in &1 liegt, so sind die Ebenen identisch.

Wenn n+1 und nz nicht kollinear sind, liegen alle gemeinsamen Punkte von €1 und &2 auf einer Geraden s.

Fur eine Parameterdarstellung von s bendtigt man zwei gemeinsame Punkte von €1 und €2. Man erhalt sie
etwa als Schnittpunkte von beliebigen Geraden der einen Ebene mit der anderen Ebene. Sie kénnen auch
als Lésungen des Gleichungssystems

a,-x+b,-y+c,-z=d,
a, X+b,-y+c,.-z=d,

ermittelt werden, wobei eine der drei Koordinaten jeweils frei wahlbar ist.

Ein Richtungsvektor von s kann auch mit folgender Uberlegung
ermittelt werden:

Da s in g1 liegt, sind s und n1 orthogonal. Ebenso sind s und n2
orthogonal. Daher ist der Produktvektor nixnz ein Richtungs-
vektor von s.
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Orthogonale Lage

Der Begriff bezieht sich auf Geraden und Ebenen, kann aber auf Strecken und ebene Flachen (ibertragen
werden. So haben etwa eine Strecke und eine ebene Flache orthogonale Lage, wenn die Tragergerade und
die Tragerebene orthogonale Lage haben.

Gerade - Gerade

Zwei Geraden g1 und g2 sind orthogonal (schneidend oder windschief), wenn ihre Richtungsvektoren ar
und az orthogonal sind. Die Uberprifung der orthogonalen Lage erfolgt mit dem skalaren Produkt:

a,-a,=0
Gerade — Ebene

Eine Gerade g und eine Ebene ¢ sind orthogonal, wenn es einen Vektor a gibt, der sowohl Richtungsvektor

von g als auch Normalvektor von ¢ ist. Die Uberpriifung der orthogonalen Lage erfolgt mit dem skalaren oder
dem vektoriellen Produkt:

e Uberpriife, ob ein Richtungsvektor a von g orthogonal zu zwei
Vektoren b und c ist, die in € liegen und nicht kollinear sind.

a-b=0und a-c=0

e Uberpriife, ob ein Richtungsvektor a von g kollinear ist zum
Produktvektor bxc der oben genannten Vektoren b und c.

bxc]la

Wenn eine Gerade g und eine Ebene ¢ orthogonal sind, dann ist jeder Richtungsvektor a von g orthogonal
zu jedem in ¢ liegenden Vektor v.

Ebene — Ebene

Zwei Ebenen g1 und &2 sind orthogonal, wenn ihre Normalvektoren n1 und nz orthogonal sind. Die Uberprii-
fung der orthogonalen Lage erfolgt mit dem skalaren Produkt:

n,-n,=0

Wenn zwei Ebenen g1 und &2 orthogonal sind, dann ist jeder
Normalvektor n1 von g1 parallel zu €2 und jeder Normalvektor nz
von g2 parallel zu &1.

Wenn ein Normalvektor n1 einer Ebene €1 zu einer Ebene &2
parallel ist, dann sind die beiden Ebenen orthogonal. ’.

/>

Zu jeder Ebene ¢ [a-x + b-y + ¢-z = d] mit allgemeiner Lage im Koordinatensystem (a-b-c = 0) gibt es drei aus
ihrer Gleichung abgeleitete Ebenen, die durch den Ursprung gehen und eine Koordinatenachse enthalten:
b-x—-ay=0,cx—-az=0,cy-b-z=0. Sie sind offensichtlich orthogonal zur Ebene ¢.
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Aufgaben

Die folgenden Aufgaben konnen nicht mit Formeln ,erschlagen® werden, sondern erfordern Raumdenken
(Zusammenwirken aus Raumvorstellung und logischem Denken). Die benétigten Methoden und Werkzeuge
zum Lésen der Aufgaben sind im vorhergehenden Abschnitt Grundlagen zusammengefasst.

Die Suche nach einem guten Losungsweg hat viel mit Kreativitat zu tun. Strukturen und Zusammenhange
mussen erkannt und in Beziehung zu den vorhandenen Werkzeugen gesetzt werden. Wenn ein Werkzeug
nicht zur Verfligung steht, muss man sich um einen ,work around” bemuhen.

Viele Wege fithren zum Ziel. Auch Umwege kénnen lehrreich sein.

Die Aufgaben werden anhand von Bildern gestellt. Sie geben die raumliche Anordnung korrekt wieder

und unterstltzen dadurch die Raumvorstellung. Den Bildern liegen die Gesetze der Parallelprojektion
zugrunde. Dies hat den Vorteil, dass parallele Raumstrecken auf parallele Bildstrecken abgebildet werden;
die Bilder sind also ,parallelentreu”. Aul3erdem bleibt das Verhaltnis der Langen paralleler Raumstrecken
erhalten. Die Lange einer Strecke und die GréRe eines Winkels bleiben hingegen in der Regel nicht erhalten.
Da oft auch die Losungen abgebildet sind, ist eine visuelle Kontrolle von Zwischenergebnissen maglich.

Neben 3D-Ansichten, welche die Raumvorstellung unmittelbar unterstitzen, werden auch die Ansicht
von oben (Grundriss, Projektion entgegen der z-Achse) und die Ansicht von vorne (Aufriss, Projektion
entgegen der x-Achse) verwendet. Bei den 3D-Ansichten (linkes Bild) werden auch Koordinatenwege
dargestellt, um die rdumliche Verortung zu vereinfachen. Bei den Ansichten von vorne (mittleres Bild) und
von oben (rechtes Bild) wird auf Koordinatenwege verzichtet; die x-Koordinaten bzw. die z-Koordinaten
erscheinen hier als Punkte.

AZ

Wenn in einem Angabebild keine Koordinatenachsen eingezeichnet sind, muss man selbst ein geeignetes
Koordinatensystem wahlen und die Koordinaten ,ablesen®.

Die Rechnungen kénnen im Kopf oder mit einem einfachen Taschenrechner durchgefiihrt werden. Die
Angaben sind so gewahlt, dass im Rechengang und bei den Ergebnissen mdglichst nur ,schéne Zahlen*
(ganze Zahlen, einfache Dezimal- bzw. Bruchzahlen) vorkommen. Dies ist zwar unrealistisch, erspart aber
exzessives Eintippen oder die Verwendung von CAS. Um die Zahlen klein zu halten, sollten Vektoren, bei
denen es nur auf die Richtung ankommt, immer ,gekirzt* werden.

Alle Aufgaben sind in Teilaufgaben gegliedert, die unterschiedliche Inhalte ansprechen und unterschiedliche
Handlungen erfordern. Die Kennzeichnung D markiert Aufgaben, die durch blolRes Nachdenken oder mit

einer kurzen Rechnung gelést werden kénnen. Die Kennzeichnung * weist auf hdhere Komplexitat oder
héhere Schwierigkeit hin.
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Lage im Koordinatensystem

Die Aufgaben in diesem Abschnitt betreffen die Lage von Geraden und Ebenen im Koordinatensystem. Fir
sie gibt es ausnahmsweise keine Angabebilder, da die Lage anhand von selbst gemachten Skizzen veran-
schaulicht und untersucht werden soll. Die Bilder der Koordinatenachsen kénnen beliebig skizziert werden.
Auch die Skalierungspunkte kénnen beliebig und voneinander unabhangig platziert werden.

Um Gerade und Ebenen im Raum zu verorten, sind Schnittpunkte und Schnittgeraden mit den Koordinaten-
ebenen zweckmaRig. Die Bilder zeigen dies fir die Ebenen 4x + 6y + 3z = 12 und 2y + z = 4 sowie fur die
Gerade X = (2/2/2) + t-(-1/1/2).

Die Schnittpunkte der Geraden mit der xy-Ebene und der yz-Ebene kdnnen mit Hilfe ihrer Projektion auf die
xy-Ebene leicht erganzt werden (rechtes Bild). Die Steigung des Vektors bzw. der orientierten Geraden wird
analog zur analytischen Geometrie der Ebene als Tangens des Neigungswinkels definiert.

Aufgabe 1

Skizziere die Geraden im Koordinatensystem und kreuze die zutreffenden Aussagen an.

parallel | schneidend | windschief

g [X = (1/0/0) + t-(0/1/1)]; h [X = (0/1/0) + r-(1/1/0)]

g [X = (1/2/2) + t-(-1/-2/-2)]; h [X = (1/2/0) + r-(0,5/1/0)]
gx=1-t,y=-1+2t,z=t;h[x=-r,y=1+r,z=1]
gx=1+t,y=2-t,z=-05t; h[x=-2r,y=2r,z=-1 +1r]

Aufgabe 2

Visualisiere die Ebenen im Koordinatensystem mit Hilfe von Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen.
Notiere die zu den Aussagen passenden Buchstaben. Es kann sein, dass Buchstaben gar nicht oder
mehrfach vorkommen.

Die Ebene ist parallel zur

A 6x +4y + 5z =6 x-Achse.

Die Ebene schneidet alle

B 6x -3y +2z=0 Koordinatenachsen.

Die Ebene geht durch den

C | X=(1/1/0) + u-(1/0/0) + v-(0/-1,5/1,5) Ursprung

Die Ebene ist orthogonal zu

D X=(171) + u-(1/1/1) +v-(0/011) einer Koordinatenebene.
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Aufgabe 3

Gegeben ist die Gerade g [A(2/3/2), B(-2/6/6)].

a) Skizziere die Gerade im Koordinatensystem.

b) Zeichne den Schnittpunkt S von g mit der yz-Ebene ein.

c) Zeichne den Schnittpunkt T von g mit der xy-Ebene ein. Schatze bzw. iberlege die Koordinaten von T
anhand der Skizze und Uberpriife das Ergebnis durch eine Rechnung.

d) Berechne die Steigung der von A nach B orientierten Geraden g.

Aufgabe 4
Gegeben ist das Dreieck PQR [P(2/0/6), Q(0/6/2), R(6/2/0)].
a) Skizziere das Dreieck im Koordinatensystem.

b) Zeichne den Schnittpunkt S der Geraden PQ mit der xy-Ebene ein. Schatze bzw. Gberlege die Koordi-
naten von S anhand der Skizze und Uberprife das Ergebnis durch eine Rechnung.

c¢) Gib einen Richtungsvektor der Schnittgeraden der Ebene PQR mit der xy-Ebene an (Kopfrechnung).

d) Skizziere jene auf dem Dreieck PQR liegende Gerade, die durch Q geht und parallel zur xy-Ebene liegt.
Sie schneidet die Seite PR im Punkt T. Schatze bzw. (iberlege die Koordinaten von T anhand der Skizze
und Uberprife das Ergebnis durch eine Rechnung.

e) Die Schnittpunkte der Ebene PQR mit den Koordinatenachsen bilden ein Dreieck XYZ. Skizziere dieses

Dreieck (ohne zu rechnen). Berechne dann die Punkte X, Y und Z.

Aufgabe 5

Die Ebene ¢ [4x + 6y + 3z = 12] ist durch eine Gleichung festgelegt, die Ebene ¢ [X = (0/1/0) + u-(3/0/4),
X =(0/0/-2) + v-(3/0/4)] durch zwei parallele Geraden.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung fiir die Ebene € und eine Gleichung flir die Ebene ¢.
b) Visualisiere die Ebenen im Koordinatensystem mit Hilfe von Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen.
c) Zeichne die Schnittgerade s der beiden Ebenen ein. Schatze die Koordinaten der Schnittpunkte von s mit

den Koordinatenebenen anhand der Skizze und Uberpriife die Schatzung durch eine Rechnung.

Aufgabe 6

Die durch drei Punkte festgelegte Ebene ¢ [A(1/10/-12), B(2/5/0), C(3/-5/24)] und die durch eine Parameter-

darstellung festgelegte Ebene ¢ [X = (-3/8/13) + u-(6/-5/-10) + v-(0/1/0)] haben spezielle Lagen im Koordina-
tensystem.

a) Ermittle Gleichungen fur die Ebenen € und o.
b) Visualisiere die Ebenen im Koordinatensystem mit Hilfe von Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen.

c) Zeichne die Schnittgerade s der beiden Ebenen ein. Uberleg_e die Koordinaten der Schnittpunkte von s mit
den Koordinatenebenen anhand der Skizze und Uberpriife die Uberlegung durch eine Rechnung.
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Lageaufgaben

Hier geht es um die gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen (also um parallel, schneidend, windschief

und orthogonal) sowie um die Berechnung von Schnittpunkten und Schnittgeraden.

Aufgabe 7

Der in der Skizze dargestellte Raster ist quadratisch.

a) Untersuche, ob die blaue Strecke parallel zum grauen

Dreieck ist.

b) Untersuche, ob die rote Strecke orthogonal zum
grauen Dreieck ist.

c¢) Untersuche, ob die Tragergeraden der blauen und der

roten Strecke orthogonal bzw. schneidend sind.

Aufgabe 8

Der in der Skizze dargestellte Raster ist quadratisch.

a) Zeige, dass die beiden Dreiecke nicht parallel sind.

b)* Beim héchsten Eckpunkt des hellgrauen Dreiecks
soll die z-Koordinate so geandert werden, dass die
beiden Dreiecke danach parallel sind. Untersuche, ob
das mdglich ist.

Aufgabe 9

Der in der Skizze dargestellte Raster ist quadratisch.
Die Punkte P und Q kdénnen nicht aus dem Raster
abgelesen werden.

a) Der Eckpunkt P des ebenen Vierecks liegt auf der
z-Achse. Berechne die z-Koordinate von P.

b)P Das Dreieck und das Viereck haben orthogonale
Lage. Gib einen Normalvektor des Dreiecks an (ohne
zu rechnen).

c) Berechne den Eckpunkt Q des Dreiecks.
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Aufgabe 10

Gegeben ist ein Warfel mit der Kantenlange 15. Die Punkte
A, B, D sind Halbierungspunkte von Wirfelkanten.

a) Zwei windschiefe Geraden kénnen in einem Bild einen
scheinbaren Schnittpunkt haben. Zeige, dass einer der
eingeringelten Punkte ein scheinbarer Schnittpunkt ist.

b) Berechne die beiden tatsachlich vorhandenen Schnitt-
punkte.

c)D Wenn zwei Geraden schneidend sind, dann haben sie
eine gemeinsame Tragerebene. Beschreibe die Lage dieser
Tragerebene fir jeden der beiden tatsachlich vorhandenen
Schnittpunkte (mit Bezug zum Wiirfel).

Aufgabe 11

Ein Quader ist mit einer Ebene ABC [A(0/0/4), B(0/4,8/0),
C(18/12/12)] zu schneiden.

a)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass das Schnittflinf-
eck parallele Seiten hat.

b) Berechne die beiden restlichen Eckpunkte P und Q
des Schnittfiinfecks.

c) Untersuche, ob die Gerade g und die Ebene ABC
orthogonale Lage haben.

d) Berechne den Schnittpunkt S der Geraden g und der
Ebene ABC.

Aufgabe 12

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 4. Die Punkte
B, D, E, F sind Halbierungspunkte von Wirfelkanten.

a)D Berechne den Schnittpunkt S.

b) Ermittle eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden g
der Ebenen ABC und DEF.

c) Untersuche, ob die Gerade g eine Wiirfelkante trifft.

d) Untersuche, ob die Dreiecke orthogonale Lage haben.
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Aufgabe 13

Gegeben ist eine gerade quadratische Pyramide mit der
Basiskantenlange 60 und der Hohe 40. Der Punkt P teilt
die Seitenflachenhéhe HS im Verhaltnis HP:SP = 18:7.

a) Untersuche, ob das graue Trapez orthogonal zum
Seitendreieck durch HS ist.

b)D Untersuche (ohne zu rechnen), ob das graue Trapez
orthogonal zum linken Seitendreieck ist.

Aufgabe 14

Gegeben ist ein Wiirfel.

a) Untersuche, ob die Raumdiagonale PQ orthogonal zum

Dreieck ABC ist.

b) Untersuche, ob der Schnittpunkt S die Raumdiagonale PQ

drittelt.

c¢) Untersuche, ob die Flachendiagonale UV orthogonal zur
Raumdiagonale PQ ist.

d)D Lése die Aufgaben a) und c) ohne zu rechnen.

e)* Lése die Aufgabe b) ohne Vektorrechnung (etwa mit Hilfe

des Rechtecks AQVP).

Aufgabe 15

Gegeben ist ein Wirfel mit der Kantenlange 6. Die Punkte P und Q
teilen Warfelkanten in den Verhaltnissen 1:3 und 1:1. Die Strecke
AB geht durch den Wirfelmittelpunkt M, die Strecke CD ist parallel

zur eingezeichneten Basisdiagonalen. 3

a) Ermittle die Position des Punktes B. Driicke dazu das Verhaltnis
RB:SB mit ganzen Zahlen aus.

b) Ermittle die Position des Punktes C. Driicke dazu das Verhaltnis
PC:QC mit ganzen Zahlen aus.

Aufgabe 16*

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 40. Die Punkte P
und Q teilen Warfelkanten in den Verhaltnissen 1:3 und 1:1. Die
Strecke AB ist waagrecht (parallel zur Basisflache des Wiirfels)

und orthogonal zu PQ.

a) Ermittle die Positionen der Punkte A und B. Driicke dazu die
Verhaltnisse PA:QA und RB:SB mit ganzen Zahlen aus.

b)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass AB und RS nicht ortho-

gonal sind.
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Normale und Normalebenen

Wenn eine Gerade g und eine Ebene ¢ orthogonale Lage haben, dann bezeichnet man g als Normale von ¢
und ¢ als Normalebene von g. Eine Normale g von ¢ wird durch einen zusatzlichen Punkt A festgelegt. Eine

Normalebene ¢ von g wird durch einen zusatzlichen Punkt B festgelegt.

Wenn zwei Ebenen ¢ und v orthogonale Lage haben, dann bezeichnet man v als Normalebene von ¢

und umgekehrt. Eine Normalebene v von ¢ wird durch eine zusatzliche Gerade g festgelegt, die zu ¢ nicht
orthogonal ist. Wenn g zu € orthogonal ist, gibt es unendlich viele durch g gehende Normalebenen von ¢.

Aufgabe 17

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 30. Die Punkte A, B
und C teilen Wiirfelkanten in den Verhaltnissen 1:9, 1:1 und 7:3.
Die Punkte U und V teilen Wirfelkanten in den Verhéltnissen 1:1
und 1:2.

a) Spiegle den Punkt P an der Ebene ABC.

b) Untersuche, ob der gespiegelte Punkt auf der Strecke UV liegt.

Aufgabe 18

Von einem Punkt P gehen drei paarweise orthogonale Strecken
mit den Langen a =20, b = 15 und ¢ = 12 aus. Die Gerade n ist
die durch P gehende Normale der Ebene ABC.

a) Wahle ein geeignetes Koordinatensystem und berechne den
FuBpunkt F.

b) Zeige, dass F der Héhenschnittpunkt des Dreiecks ABC ist.

Bemerkung: Die Aussage b) gilt fir beliebige Streckenlangen a, b, c.
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Aufgabe 19

Gegeben ist ein Warfel mit der Kantenlange 16. Die
Gerade g [A(12,5/0/2,5), B(8,5/16/z)] hat die Steigung

k =3/+17 ~0,73 . Die Verlangerung der Strecke PQ
[P(-12/0/16), Q(0/y/16)] schneidet die Gerade g.

a) Berechne den Punkt B.

b) Berechne den Punkt Q.

c) Spiegle den Punkt P an der Geraden g.

d) Gib die Richtung der an g gespiegelten Strecke PQ

durch einen Einheitsvektor an, ohne den Punkt Q zu
spiegeln.

Aufgabe 20

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 3. Die
Punkte B, F, P, Q sind Halbierungspunkte von Wiirfel-
kanten.

a) Untersuche, ob die Ebenen ABC und DEF Normal-
ebenen sind.

b) Das Viereck PQRS liegt in jener Normalebene von
ABC, die durch die Strecke PQ geht. Berechne die
Eckpunkte R und S.

c) Berechne einen Richtungsvektor von RS mit Hilfe
von Normalvektoren der Ebenen ABC und PQRS.

Aufgabe 21

Gegeben ist eine gerade quadratische Pyramide mit der
Basiskantenlange 4 und der Héhe 5. Die Punkte C und D
sind Halbierungspunkte von Seitenkanten. Die Vierecke

ABCD und EFGH liegen in Normalebenen.

a) Gib die Positionen der Eckpunkte G und H auf den
Seitenkanten durch ganzzahlige Verhaltnisse an.

b) Die Schnittstrecke der beiden Vierecke ist parallel zur

Basisebene. Berechne ihre Hohe Uber der Basisebene.
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Abstandsaufgaben

Die Bilder veranschaulichen die Abstéande ,Punkt — Gerade®, ,Punkt — Ebene“ und ,Gerade — Gerade®. Alle
Abstande werden auf Normalen gemessen; sie sind also Normalabstédnde. Sie sind auch die kiirzesten
Absténde, wie die rechtwinkligen Dreiecke in den Skizzen erkennen lassen.

Formeln fiir die Abstande ,,Punkt — Gerade®, ,Punkt — Ebene” und ,Gerade — Gerade” kdbnnen mit Hilfe des
skalaren und des vektoriellen Produkts hergeleitet werden.

P

Punkt P — Gerade g
A ist ein beliebiger Punkt auf g, g ein beliebiger Richtungsvektor von g. Da der Betrag von gx AP gleich dem

doppelten Flacheninhalt des von g und AP aufgespannten Dreiecks ist, gilt

_lo=AP

gl

Punkt P — Ebene ¢
A ist ein beliebiger Punkt von g, n ein beliebiger Normalvektor von . Wegen n- AP = |n|~AP~cosa und

AP-cosa =+d (a spitz) bzw. AP-cosa =-d (o stumpf), gilt

n-AP

d=
In|

Gerade g — Gerade h
A und B sind beliebige Punkte von g und h, g und h sind beliebige Richtungsvektoren von g und h. Wegen
(gxh)-AB =|gxh|-AB-cosa und AB-cosa =+d (o spitz) bzw. AB-cosa = —d (o stumpf), gilt

(gxh)-ﬁ
d=2""7 "
|gxh|
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Die FuBpunkte G und H beim Abstand ,Gerade g — Gerade h“ kbnnen mit dem skalaren Produkt berechnet
werden: G und H mit Parameterdarstellungen von g und h ausdriicken (G = A + u-g, H = B + v-h), Parameter

u und v durch Ldsen des Gleichungssystems @g -0 und GH-h=0 berechnen.

Die FuBpunkte bei den Abstanden ,Punkt P — Gerade g“ bzw. ,Punkt P — Ebene &“ kdnnen mit Hilfe einer
Normalebene bzw. einer Normalen berechnet werden. Analog zum Abstand ,Gerade g — Gerade h“ kann

aber auch das skalare Produkt herangezogen werden:

.Punkt P — Gerade g“: G mit Parameterdarstellung von g ausdriicken (G = A + t-g) und Parameter t durch

Lésen der Gleichung GP-g =0 berechnen.

.Punkt P — Ebene ¢“: E mit Parameterdarstellung von € ausdriicken (E = A + r-e1 + s-e2), Parameterrund s

durch Lésen des Gleichungssystems ﬁ~e1 =0 und EﬁP-e2 =0 berechnen.

Aufgabe 22

Gegeben ist ein Tetraeder ABCD [A(10/3/3), B(6/9/7),
C(0/0/4), D(5/7/1)].

a) Berechne die Hohe h mit der Abstandsformel.
b) Berechne die Hohe h mit Hilfe des Tetraedervolumens.

c) Berechne die Hohe h mit Hilfe des HohenfuRpunktes F.

Aufgabe 23

Gegeben ist eine gerade quadratische Pyramide (a = h = 6).
a) Berechne den Abstand d mit der Abstandsformel.

b) Berechne den Abstand d mit Hilfe eines Flacheninhalts.

c) Untersuche, ob der FuRRpunkt F die Kante BS drittelt.

d)D Begriinde, dass der Abstand von A zur Ebene des Seiten-

dreiecks BCS kleiner als d ist, ohne den Abstand zu berechnen.

Aufgabe 24"

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 10. Der Punkt A
halbiert eine Wirfelkante.

a) Zeige, dass es genau einen Punkt P auf der Wirfelkante CD
gibt, fir den der Abstand zur Geraden g gleich 5 ist.

b) Ermittle die Position des zugehdrigen FuRpunktes F. Driicke
dazu das Verhaltnis AF:BF mit ganzen Zahlen aus.
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Aufgabe 25

Gegeben ist ein Warfel mit der Kantenlange 6. Der Punkt D
halbiert eine Wrfelkante.

a) Berechne den Abstand d mit der Abstandsformel.

b) Berechne den Abstand d mit Hilfe der FuBpunkte G und H.

c) Berechne die Steigung des Vektors GH.

d)P Begriinde (ohne zu rechnen): ‘ﬁ:x@‘ :‘ﬁ)‘-d

Aufgabe 26"

Ein Drehzylindermantel mit der Achse a [P(22/18/0),
Q(7/3/20)] beriihrt die Tangente t [U(5/25/6), V(-4/-2/6)].

a) Berechne den Beruhrpunkt T von t und den Radius
des Drehzylinders.

b) Der Mittelpunkt M des Basiskreises teilt die Strecke
PQ im Verhaltnis 1:4. Der BerUhrpunkt T teilt die durch T
gehende Mantelstrecke im Verhaltnis 2:1. Berechne den
Eckpunkt A des durch T gehenden Achsenschnitts.

Aufgabe 27*

Ein Wirfel ist durch die beiden windschief-orthogonalen
Tragergeraden PQ [P(0/0/25), Q(-12/20/-7)] und RS
[R(-28/42/25), S(8/38/9)] zweier Flachendiagonalen
festgelegt.

a) Uberpriife, dass die Angabe zuléssig ist.

b) Berechne die Mittelpunkte M und N der entsprechenden
Begrenzungsflachen des Wiirfels.

c) Berechne die Eckpunkte des Quadrats ABCD.

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)
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Winkelaufgaben

Der Winkel ,Gerade — Gerade* (schneidend oder windschief) wird als Winkel zwischen den Richtungsvek-
toren der Geraden gemessen. Je nach Orientierung ist der Winkel zwischen den Richtungsvektoren spitz

oder stumpf (oder 90° bei orthogonalen Richtungsvektoren). Die beiden Winkel sind supplementar. Es ist

Ublich, den spitzen Winkel anzugeben.

Die Bilder veranschaulichen die Winkel ,Gerade — Ebene® und ,Ebene — Ebene”. Der Winkel o wird jeweils
in einer Normalebene v gemessen.

Gerade g — Ebene ¢

Der Winkelschenkel e liegt auf der Schnittgeraden von € mit der durch g gehenden Normalebene v von &.
Die Berechnung von e kann entfallen, da der leicht zu berechnende Winkel zwischen n und g komplementar

zum Winkel o ist. Wenn die Berechnung des Winkels zwischen einem Normalvektor n von € und einem
Richtungsvektor g von g einen stumpfen Winkel o ergibt, so gilt: 90° — a + ® = 180°, also a = @ — 90°.

Ebene ¢ — Ebene ¢
Die Winkelschenkel e und f liegen auf den Schnittgeraden der Ebenen € und ¢ mit einer beliebigen Normal-
ebene v der Schnittgeraden s von ¢ und ¢. Auch hier kann die Berechnung entfallen. Die Skizze zeigt, dass

der Winkel o zwischen € und ¢ gleich bzw. supplementér zum Winkel zwischen den Normalen n; und n, ist.
Es ist Ublich, den spitzen Winkel anzugeben.

Der spitze Winkel einer Geraden bzw. einer Ebene zur xy-Ebene wird als Neigungswinkel bezeichnet.

Um den Winkel zweier Ebenen zu messen, darf man nicht zwei beliebige Winkelschenkel verwenden, die
von einem Punkt der Schnittgeraden s ausgehen. Die Winkelschenkel miissen orthogonal zu s sein.

Beachte auch, dass die Ubereinkunft, den spitzen Winkel anzugeben, nur bei unbegrenzten Ebenen sinnvoll
ist. Wenn man ein Heft um 120° aufschlagt, dann schlieRen die beiden Rechtecke 120° ein, und nicht 60°.

Aufgabe 28
Gegeben ist ein Warfel. Der Punkt H halbiert die Diagonale AB.
a)D Ermittle die Winkel € und & (ohne zu rechnen).

b) Berechne den Winkel .

c)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass ¢ jener Winkel ist, den die
beiden grauen Dreiecke einschlief3en.
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Aufgabe 29

Das Walmdach hat zwei Symmetrieebenen. Die
Seiten des Basisrechtecks sind 10 m und 6 m lang.
Alle Dachflachen haben den Neigungswinkel 45°.
a) Berechne den Neigungswinkel der Kante AB.

b) Berechne den Winkel, den die von der Kante AB
ausgehenden Dachflachen einschlief3en.

c)* Berechne den Rauminhalt zwischen dem Basis-

rechteck und den Dachflachen.

Aufgabe 30*

Das Antiprisma wird von acht Dreiecken und zwei gleich groRen
Quadraten begrenzt. Das obere Quadrat ist um 45° verdreht. Die
Basiskantenlange a und die Héhe h sind gleich.

a) Berechne den Winkel zwischen einem Quadrat und einem
Dreieck, die entlang einer Kante zusammenhangen.

b) Berechne den Winkel zwischen zwei Dreiecken, die entlang
einer Kante zusammenhangen.

c) Ermittle eine Formel fir den Rauminhalt des Antiprismas in

Abhangigkeit von a.

Aufgabe 31

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 2. Die Punkte S
und B sind Halbierungspunkte von Wiirfelkanten.

a) Die Strecken SA und SB schlieRen mit der yz-Ebene die
Winkel o und B ein. Berechne o und § mit und ohne Vektoren.

b) Berechne den Winkel, den die Strecke SF mit der yz-Ebene

einschlieft.

c)* Der Winkel o ist gréRer als 60°, der Winkel B ist kleiner
als 60°. Daher muss es (mindestens) einen Punkt P auf der
Strecke AB geben, fiir den der Winkel der Strecke SP zur
yz-Ebene gleich 60° ist. Berechne alle Punkte P, fiir die das

zutrifft.
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Aufgabe 32

Uber dem Dreieck ABC [A(-8/3/0), B(10/3/9), C(0/13/14)] ist ein
Tetraeder der Hohe 12 zu errichten. Der HohenfuRpunkt ist der

Hohenschnittpunkt H(2/8/10) des Dreiecks.

a) Uberprife, dass H der Héhenschnittpunkt des Dreiecks ist.

b)D Ermittle den Winkel zwischen den Seitenkanten CD und AB.

c) Berechne den Eckpunkt D.

d) Berechne den Winkel, den die Seitenkante CD mit dem Seiten-

dreieck ABD einschlief3t.

Bemerkung: Errichtet man die Hohe eines Tetraeders iber dem Hohenschnittpunkt
des Basisdreiecks, so spricht man von einem Orthotetraeder. Fiir solche Tetraeder
sind gegentiberliegende Seitenkanten stets orthogonal. Die Orthotetraeder sind auch
die einzigen Tetraeder, deren vier Kérperhohen sich in einem Punkt schneiden. Die

Treffnormalen gegeniberliegender Kanten (Tragergeraden der kiurzesten Abstande)

gehen auch durch diesen Punkt.

Aufgabe 33

Eine Ebene ¢ und eine Gerade g gehen durch einen

Punkt S(2/-5/2), wobei € durch einen Normalvektor
n = (-3/6/6) und g durch einen Richtungsvektor
g = (-8/1/13) festgelegt sind.

a) Der Vektor e entsteht durch Projektion des Vektors g
auf die Ebene €. Berechne e und den Winkel o, den g
und ¢ einschliel3en.

b)* Berechne e mit Hilfe einer Linearkombination von g
und n unter Verwendung des skalaren Produkits.

c)* Leite analog zu b) eine allgemeine Formel her, mit
der man e aus g und n berechnen kann (also ohne
Verwendung der gegebenen Koordinaten).

d)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass die Vektoren
nx(nxg) und e parallel sind.

Aufgabe 34

Bei Solarzellen ist die Energieausbeute proportional zum
Sinus des Winkels zwischen der Solarzelle und den Sonnen-
strahlen.

Eine rechteckige Solarzelle ABCD [A(5]0]4), B(0|8]4),
C(x|13]13)] und eine Lichtrichtung PQ [P(6]-8|17), Q(8]0]|12)]
sind gegeben.

a) Berechne die Eckpunkte C und D der Solarzelle.

b) Berechne den Neigungswinkel der Solarzelle.

c) Berechne den Neigungswinkel der Lichtrichtung.

d) Berechne, wie viel Prozent der maximalen Energieaus-
beute bei der gegebenen Lichtrichtung erreicht werden.

Az

J

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)
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Pyramiden und Quader

Bei diesen Aufgaben sind Pyramiden und Quader unter vorgegebenen Bedingungen in das Koordinaten-

system einzupassen. Dazu missen geometrische Eigenschaften beachtet werden, wie etwa:

e Bei einer geraden quadratischen Pyramide ABCDS liegen die Spitze S und der Basismittelpunkt M in

den Normalebenen der Basiskanten durch den jeweiligen Halbierungspunkt H.

e Bei einem geraden quadratischen Prisma ABCDEFGH ist die Basisdiagonale AC orthogonal zur

Verbindungsebene der Seitenkanten BF und DH.

Aufgabe 35

Von einer geraden quadratischen Pyramide kennt man die
Basiseckpunkte A(0/1/13) und C(8/15/3). Die Spitze S liegt
auf der x-Achse.

a) Berechne S und den Eckpunkt B des Basisquadrats.

b) Berechne den Winkel, den die Seitendreiecke mit dem
Basisquadrat einschlie3en.

c)D Das Basisquadrat hat eine spezielle Lage im Koordi-
natensystem. Begriinde, warum die Basisdiagonalen wegen
dieser Lage den gleichen Neigungswinkel haben.

d)* Die Pyramide soll um die lotrechte Achse a so gedreht
werden, dass SM nach der Drehung parallel zur yz-Ebene
liegt. Berechne den Drehwinkel und die neue Lage von M.

Aufgabe 36

Von einer geraden quadratischen Pyramide kennt man die
Spitze S(0/-4/3) und den Basismittelpunkt M(-8/0/11); die
Tragergerade der Seitenkante SA verlauft durch den Punkt
P(-19,5/8/4,5).

a) Berechne die Eckpunkte A und B des Basisquadrats.

b) Ermittle das Verhaltnis von Basiskantenlange und Héhe.

C)D Uberpriife, ob gegeniiberliegende Seitendreiecke einen
Winkel von 60° einschlie3en, ohne den Winkel zu berechnen.

d)P Die rechts zu sehende Ansicht der Pyramide entsteht durch

Normalprojektion auf die yz-Ebene. Bei Normalprojektionen

werden Quadrate in der Regel als Parallelogramme abgebildet,

nur ausnahmsweise als Rechtecke. Uberpriife, ob hier eine
solche Ausnahme vorliegt.

Gerhard Pillwein, Aufgabensammlung Koordinatengeometrie 3D

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)

26/59



Aufgabe 37

Von einem geraden quadratischen Prisma sind die
Seitenkante AE [A(4,5/9/-3), E(-4,5/-9/3)] und ein
Punkt P(-2,5/9/11) der gegenuberliegenden Seiten-
kante CG bekannt.

a) Berechne die Eckpunkte C und G.
b) Berechne die Eckpunkte D und F.
c) Berechne den von den Dreiecken BDA und BDG

eingeschlossenen Winkel, ohne Normalvektoren
ihrer Tragerebenen zu verwenden.

Ansicht von oben (Blick entgegen der z-Achse)

Aufgabe 38"

Von einem Wiirfel kennt man den Mittelpunkt M(23/27/14)
und die Tragergerade PQ [P(28/0/32), Q(16/20/0)] der
Flachendiagonale AC.

a) Uberpriife, dass der Wiirfel die Kantenlange 28 hat.

b) Berechne die Eckpunkte A und C.

c) Berechne die Eckpunkte B und F.

d)D Die Eckpunkte A, C, F, H legen ein Tetraeder fest. Gib
das Tetraedervolumen als Bruchteil des Wirfelvolumens an
(ohne Vektorrechnung).

F

Ansicht von oben (Blick entgegen der z-Achse)

Aufgabe 39

Von einem Wiirfel ist die Kante AE [A(0/0/10), E(9/12/30)]
gegeben. Vier Kanten des Wiirfels sollen waagrecht sein
(parallel zur xy-Ebene).

a) Berechne die Eckpunkte B, D und G.

b) Die Strecke DS liegt in der Seitenflache DCGH und ist
waagrecht. Berechne den Punkt S. A

c)D Die waagrechte Ebene durch die Kante AD schneidet
aus dem Wirfel ein Viereck aus. Begriinde (ohne zu
rechnen), dass ein Rechteck vorliegt. A
B O
d)D Die waagrechte Ebene durch die Kante AD teilt den
Wairfel. Gib das Verhaltnis der beiden Rauminhalte so
einfach wie moglich an.

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)
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Hauptgeraden und Fallgeraden

Diese Begriffe beziehen sich auf eine Ebene €. Die Hauptgeraden sind waagrecht (parallel zur xy-Ebene)
und sind gewissermalen die Héhenschichtlinien von €. Die Fallgeraden sind die ,steilsten Geraden von ¢g;

sie haben den gréRten Neigungswinkel (Winkel zur xy-Ebene) aller in € liegenden Geraden und sind ortho-
gonal zu den Hauptgeraden.

Hauptgeraden und Fallgeraden kénnen als Schnittgeraden ermittelt werden:

e Schneidet man die Ebene € mit einer Ebene w, die parallel zur xy-Ebene ist, so erhdlt man eine Haupt-
gerade h (linkes Bild).

e Schneidet man die Ebene € mit einer Ebene A, die orthogonal zu einer Hauptgeraden h von ¢ ist, so
erhalt man eine Fallgerade f (mittleres Bild). Die Ebene A ist parallel zur z-Achse und parallel zu jeder
Normalen n von g, sie ist also eine lotrechte Normalebene von ¢.

Richtungsvektoren von Haupt- und Fallgeraden kdnnen mit dem vektoriellen Produkt berechnet werden
(rechtes Bild). Aus den Orthogonalitdten h L z und h L n sowie f L h und f L n folgt (unter Verwendung des
Einheitsvektors e; = (0/0/1) der z-Achse):

h=e,xn f=hxn

Wenn ¢ durch eine Gleichung a-x + b-y + c-z = d festgelegt ist, dann hat die Schnittgerade mit der xy-Ebene
die Gleichung a-x + b-y = d. lhr Richtungsvektor h = (-b/a/0) ist parallel zu den Hauptgeraden h von €. Die
Ebene A ist orthogonal zu h und wird daher durch die Gleichung -b-x + a-y = e festgelegt. Die Schnittgerade f
von A und ¢ ist parallel zum vektoriellen Produkt der Normalvektoren von A und &; also gilt:

h = (-b/al0) f = (-b/al0) x (alb/c) = (ac / bc / —a2 — b?)

Aufgabe 40

In einem Bergwerk flihren von einem Punkt A(5]5|1) aus zwei

z
C.
Stollen zu den Punkten B(1|-5|2,2) und C(0|0|4). Von B aus soll
ein waagrechter Gang gegraben werden, der AC im Punkt H B F H
A}A
-

trifft. Von C aus soll ein maglichst kurzer Gang zu BH gegraben
werden; er trifft BH im Punkt F.

a) Die Nordrichtung ist durch (-1/0/0) festgelegt, die Ostrichtung
durch (0/1/0). Ermittle die Himmelsrichtung des Ganges BH.
Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)

b) Gib die Steigung des Ganges FC in Prozent an.
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Aufgabe 41

U
Eine waagrechte Ebene (z = 0) geht langs der Kante a in eine /B‘/V
Gelandeflache Uber, die durch 2x + y + 6z = 120 modelliert

wird. Der direkte Weg von A(30/60/0) nach B soll mit dem
Umweg Uber U verglichen werden.

<y

a) Berechne die Neigungswinkel der Wege AB und AU.

b) Der direkte Weg von A nach B soll mit dem Umweg liber U /v X
verglichen werden. Gib die Wegverlangerung in Prozent an.

Ansicht von oben (Blick entgegen der z-Achse)

Aufgabe 42

Ein auf der xy-Ebene stehender Drehkegel mit der Spitze
S(-2,6/8,2/10) bertihrt die Ebene 1 [6x + 8y — 5z = 0] entlang
der Mantellinie SB.

a)D Begriinde, dass SB auf einer Fallgeraden von T liegt.

b) Berechne den Punkt B.

c) Berechne den Offnungswinkel des Drehkegels.

d) Uberpriife, dass der Punkt P(-1/7/6) auf dem Kegelmantel
liegt.

e) Ermittle eine Gleichung der Tangentialebene im Punkt P.

Aufgabe 43*

Eine Kugel (r = 85) wird von drei paarweise orthogonalen
Ebenen geschnitten. Die Schnittkreise sind farbig einge-
zeichnet. Der vom Punkt A(45/0/0) ausgehende Vektor

f = (-75/40/z) liegt auf einer Fallgeraden der Ebene des
roten Kreises und hat die Steigung k = 4/3.

a) Berechne den Kugelmittelpunkt M.

b)D Begriinde, dass die Tangente des roten Kreises im
Punkt A in der xy-Ebene liegt.

c) Berechne die Schnittpunkte B und C.

d)D Gib die Steigung des Vektors MC an (Kopfrechnung).
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Aufgabe 44

Ein Quadrat (s = 170) mit dem Mittelpunkt M liegt in einer
Normalebene der Strecke MP [M(0/0/30), P(32/-24/105)]. P
Zwei Quadratseiten liegen auf Hauptgeraden. \ TZ

a) Berechne den Halbierungspunkt H der Seite AB und den

Eckpunkt A.

M
b)D Der Inkreis des Quadrats schneidet die Strecke MB im
Punkt T. Berechne, um wieviel Prozent die Strecke MB 7 -
verkurzt werden muss, um die Strecke MT zu erhalten. A y
c)* Projiziert man den Kreis in z-Richtung auf die xy-Ebene Ansicht von vome (Blick entgegen der x-Achse)

(Ansicht von oben), so ist die Verkiirzung der Kreisdurch-
messer verschieden. Das Bild des Kreises ist eine Ellipse.
Berechne ihre Halbachsenlangen a und b.

Aufgabe 45

Dem Dreieck ABC [A(20/0/10), B(20/20/0), C(0/20/6)] ist
ein gleichschenkliges Dreieck PQR einzuschreiben. Der
Eckpunkt P halbiert die Seite BC, die Seite PR liegt auf
einer Hauptgeraden.

a) Berechne die Eckpunkte des Dreiecks PQR.

b)P Das Dreieck PQR wird in z-Richtung auf die xy-Ebene
projiziert. Untersuche, ob das projizierte Dreieck P1Q1R«
ebenfalls gleichschenklig ist.

C)D Untersuche, ob der Neigungswinkel des Dreiecks ABC
und der Neigungswinkel der Strecke HQ gleich sind.

Aufgabe 46"

Eine Ebene ¢ ist durch ein Dreieck ABC [A(9]-2|5),
B(5|-11|7), C(5]1|3)] festgelegt. In dieser Ebene
liegt ein Rechteck (Seitenldangen 9 und 13), dessen
langere Seiten auf Fallgeraden liegen.

a) Berechne die Eckpunkte P und Q.

b) Berechne einen Richtungsvektor der Tangente t
des Umkreises im Eckpunkt Q.
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Symmetrieebenen

Die Symmetrieebene einer Strecke AB ist die Normal-
ebene o von AB durch den Halbierungspunkt H (linkes

Bild). Jeder Punkt P von ¢ hat von A und B jeweils den
gleichen Abstand.

Die Symmetrieebene einer Strecke ist gewissermalien
die Ubertragung der Streckensymmetrale in den Raum.
Analog kann die Winkelsymmetrale Ubertragen werden:

Die Symmetrieebene eines Winkels <ab ist die

Normal-ebene c der Ebene ab, die durch die
Winkelsymmetrale w geht (rechtes Bild). Jeder Punkt

von ¢ hat von a und b jeweils den gleichen Abstand.

Eine weitere Ubertragung der Winkelsymmetrale in
den Raum ist die Symmetrieebene eines raumlichen

Winkels <af3; sie halbiert den von den Halbebenen a
und [ festgelegten rdumlichen Winkel.

Schneidet man die Halbebenen a und 3 sowie die

Symmetrieebene ¢ mit einer beliebigen Normalebene v
der gemeinsamen Schnittgeraden s, so halbiert die
Schnittgerade w den Winkel zwischen den Schenkeln a

und b. Daher kann o als Verbindungsebene von s und w
ermittelt werden. Einfacher ist es jedoch, zwei gleich

lange (und richtig orientierte) Normalvektoren von o und
B zu addieren. Der Summenvektor halbiert den Winkel
zwischen den Normalvektoren und ist orthogonal zu G.

Jeder Punkt P von o hat von a und 3 jeweils den
gleichen Abstand.

Aufgabe 47

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 8. Der Punkt Q ist
ein Halbierungspunkt einer Wurfelkante. Die Symmetrieebene
der Strecke PQ schneidet aus dem Wiirfel ein Sechseck aus.

a) Beschreibe die Positionen der Eckpunkte A und B auf den

Woirfelkanten durch méglichst einfache Verhaltnisse.

b)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass die Verlangerungen der
beiden rot hervorgehobenen Seiten des Schnittsechsecks
einander auf der Verlangerung einer Wirfelkante schneiden.

C)D Beschreibe eine Eigenschaft, die das Schnittsechseck mit

einem regelmafigen Sechseck gemeinsam hat.

d)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass ein regelmaRiges Schnitt-
sechseck entsteht, wenn man fir PQ eine Raumdiagonale des

Wiirfels verwendet.
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Aufgabe 48

Gegeben ist die Strecke AB [A(-2/1/5), B(6/3/7)]. Das
hellgraue Rechteck hat die Eckpunkte P(4,5/0/0) und
Q(0/9/6). Die Lage des dunkelgrauen Rechtecks ist dem
Angabebild zu entnehmen.

a) Berechne die Endpunkte der blauen Schnittstrecke.

b) Berechne die Steigung der blauen Schnittstrecke.

c) Zeige, dass die blaue Schnittstrecke in der Symmetrie-
ebene der Strecke AB liegt.

d)* Aus c) folgt, dass fiir jeden Punkt X der blauen Schnitt-
strecke das Dreieck ABX gleichschenklig ist. Ermittle das
Dreieck mit dem kleinsten Flacheninhalt.

Aufgabe 49*

Das Tetraeder ABCD ist symmetrisch zur Ebene c. Es wird
von zwei gleichschenkligen und zwei rechtwinkligen Drei-
ecken begrenzt. Die Verlangerungen der von A(-50/201/0)
ausgehenden Seitenkanten AB und AC gehen durch die
Punkte P(-170/81/210) und Q(90/166/280). Der Eckpunkt
D liegt auf der z-Achse.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Ebene .

b) Berechne den Eckpunkt D.

c) Berechne die Eckpunkte B und C.

Aufgabe 50*

Die Dreiecke ABC [A(0/0/0), B(36/27/60), C(62/9/-10)]
und ABD [A, B, D(38/66/10)] legen zwei Halbebenen
fest.

a) Ermittle eine Gleichung der Symmetrieebene ¢ der
beiden Halbebenen.

b) Die Symmetrieebene ist durch einen Halbkreis dar-
gestellt, dessen Mittelpunkt M die Strecke AB halbiert.
Berechne den héchsten Punkt P des Halbkreises.

c)D Ermittle auch den tiefsten Punkt des Halbkreises.

d)D Untersuche, ob der Punkt C durch Spiegeln an G in
den Punkt D Ubergeht.
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Kreise und Kugeln

Ein Kreis k ist durch seinen Mittelpunkt M, seinen
Radius r und seine Ebene ¢ festgelegt.

Errichtet man in M die Normale n von € und tragt von
M aus einen beliebigen Abstand d auf, so hat der
Punkt M* von allen Punkten von k den Abstand

r*=+r? +d

Daher liegt k auf einer Kugel mit dem Mittelpunkt M*
und dem Radius r*.

Umgekehrt ist jeder ebene Schnitt einer Kugel ein
Kreis. Der Mittelpunkt M des Kreises ist der Ful3punkt
der aus den Mittelpunkt M* der Kugel auf die Schnitt-

ebene ¢ errichteten Normalen n.

Wenn ein Kreis durch Punkte und Tangenten festgelegt ist, so ist zu beachten:

e Der Mittelpunkt M liegt in der Symmetrieebene von je zwei Kreispunkten und in der Normalebene von
jeder Tangente durch den Berthrpunkt.

o Die Tangentenstrecken, die man von einem Punkt an einen Kreis legen kann, sind gleich lang.
Wenn eine Kugel durch Punkte, Tangenten und Tangentialebenen festgelegt ist, so ist zu beachten:

o Der Mittelpunkt M* liegt in der Symmetrieebene von je zwei Kugelpunkten, in der Normalebene von
jeder Tangente durch den Beriihrpunkt und auf der Normalen von jeder Tangentialebene durch den
Beruhrpunkt.

o Die Tangentenstrecken, die man von einem Punkt an eine Kugel legen kann, sind gleich lang.

¢ Die Symmetrieebene der beiden von einer Geraden ausgehenden Tangentialhalbebenen geht durch
den Kugelmittelpunkt.

Aufgabe 51
Gegeben ist ein Dreieck ABC [A(1/2/12), B(10/20/12), C(15/10/2)].
a) Die Normale n der Ebene ABC durch den Umkreismittelpunkt U A B

des Dreiecks kann als Schnittgerade von zwei Symmetrieebenen
ermittelt werden. Gib eine Parameterdarstellung von n an.

b)D Begriinde, warum man den Umkreismittelpunkt U nicht als
Schnittpunkt von drei Symmetrieebenen berechnen kann. z
c) Berechne den Umkreismittelpunkt U. Yy C

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)
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Aufgabe 52

Eine Kugel wird durch die Punkte A(3/1/7), B(-5/9/7),
C(6/13/11) und eine Tangente t [X = A + u-(-33/1/24)]
im Punkt A festgelegt.

a) Der Schnittkreis k der Kugel mit der Ebene AtB geht
durch A, B und berlhrt t in A. Ermittle eine Parameter-
darstellung der Geraden n, die durch die Mittelpunkte
M und M* des Kreises und der Kugel geht.

b) Berechne den Mittelpunkt M des Kreises.
c) Berechne den Mittelpunkt M* der Kugel.

d) Berechne den Winkel, den die Tangentialebenen
in A und B einschlief3en.

Aufgabe 53*

Die Tangentialebene [ dieser Kugel ist durch ihren
Berthrpunkt B(11/12/7) sowie die Vektoren u = (6/12/0)
und v = (-8/4/10) festgelegt. Die Gerade PQ [P(29/-2/2),
Q(-13/4/17)] ist eine Tangente dieser Kugel.

a) Berechne den Berthrpunkt T von PQ und den Mittel-
punkt M der Kugel.

b) Berechne den Winkel zwischen der Tangente PQ
und der Tangentialebene 3.

C)D Die zur Festlegung von 3 verwendeten Vektoren u
und v sind gleich lang und haben eine spezielle Lage in

der Ebene [. Beschreibe diese Lage.

d)D Die Tangentialebene P ist durch eine Kreisflache
mit dem Mittelpunkt B und dem Radius |u| dargestellt.
Berechne den tiefsten Punkt der Kreisflache.

Aufgabe 54"

Von einer Kugel kennt man die beiden Tangentialebenen
B [2x—y+ 2z =24]und 7 [x + 2y + 2z = 29] sowie den
Berihrpunkt T(15/0/7) von t. Der Mittelpunkt M der Kugel
liegt oberhalb von t.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden s

von 3 und .

b) Berechne den Mittelpunkt M der Kugel.

c) Berechne den Beriihrpunkt B von [3.

d) Die Tangentialebenen sind durch zwei Halbkreisflachen

(r= 2.65 ) dargestellt. Berechne die Punkte P und Q.

e)D Ermittle den Winkel zwischen den Geraden PQ und TB.

Ansicht von vorne (Blick entgegen der x-Achse)
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Drehung

In diesem Abschnitt geht es nicht um die Ermittlung der Endlage eines Objekts, wenn die Anfangslage, die
Drehachse und der Drehwinkel gegeben sind (dazu wirde man orthogonale Matrizen benétigen), sondern

um die Ermittlung von Bahnkreisen, Drehachsen und Drehwinkeln.

Die Bahnkurve eines Punktes P bei der Drehung um eine Achse a ist ein Kreis (linkes Bild). Seine Ebene
ist orthogonal zu a, sein Mittelpunkt M liegt auf a. Zwei Drehlagen P1 und P2 von P haben von jedem auf a

liegenden Punkt X jeweils denselben Abstand. Daher liegt a in der Symmetrieebene ¢ der Sehne P1P2 und

ist orthogonal zu P1P-.

Zwei gleichlange Strecken P1Q1 und P2Q2 mit windschiefen Tragergeraden kdnnen stets durch eine Drehung
ineinander Ubergefiihrt werden. Da die Achse a der Drehung in den beiden Symmetrieebenen cp und cq der

Sehnen P1P2 und Q1Q: liegt, ist sie die Schnittgerade von or und ca (rechtes Bild).

Beachte, dass der Drehwinkel in der Ebene eines Drehkreises zu
messen ist. Die Strecke SP+ wird durch die Drehung zwar in die
Strecke SP2 Ubergefiihrt, der Winkel <P1SP: ist aber kleiner als
der Drehwinkel <P1MP2.

Aufgabe 55

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 9. Die Punkte B und H
sind Halbierungspunkte von Wirfelkanten. Der Punkt P rotiert um
die Achse AB. Sein Bahnkreis hat den Mittelpunkt M.

a) Gib das Verhaltnis MA:MB mdglichst einfach an.

b) Zeige, dass der Wiirfeleckpunkt Q auf dem Kreis liegt.

C)D Untersuche, ob Q der tiefste Punkt des Kreises ist.

d)D Untersuche, ob der Kreis die Strecke PH zweimal schneidet.
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Aufgabe 56

Der Punkt P(-10/10/14) rotiert um die Gerade AB [A(-6/3/5),
B(10/15/21)] und durchlauft dabei einen Kreis.

a) Berechne den Mittelpunkt und den Radius des Kreises.

b) Ermittle eine Parameterdarstellung der Tangente tin P.

c)* Der Punkt T ist der tiefste Punkt des Kreises. Berechne

den Drehwinkel ® = <PMT und die Hohe von T Uber der
xy-Ebene.

Aufgabe 57

Die Gerade g [P(-7/0/6), Q(12/57/6)] rotiert um die Achse a
[R(60/45/0), S(15/0/60)]. Dabei durchlauft jeder Punkt von g
einen Kreis. Der Punkt G durchlauft den kleinsten Kreis.

a) Berechne den Punkt G sowie den Mittelpunkt M und den
Radius dieses Kreises.

b)D Berechne jenen Punkt P* von g, der einen gleich groRen
Kreis wie der Punkt P durchlauft.

Aufgabe 58

Der Eckpunkt A eines Wiirfels (Kantenlange 10) soll durch eine

Drehung in den Seitenflachenmittelpunkt B verlagert werden,
wobei die Achse a in der Deckflache des Wiirfels liegen soll.
Der Bahnkreis liegt also in einer lotrechten Ebene.

a)D Untersuche (ohne zu rechnen), ob die Achse a durch den

Mittelpunkt der Deckflache des Wiirfels geht.

b) Beschreibe die Positionen der Punkte P und Q auf den Wiirfel-

kanten durch maoglichst einfache Verhaltnisse.

c) Beschreibe die Position des Bahnkreismittelpunktes M auf der

Strecke PQ durch ein mdglichst einfaches Verhaltnis.
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Aufgabe 59

Die Dreiecke OA1B+ [A1(56/0/17), B1(56/0/62)] und

OA:2B:2 [A2(-20/55/0), B2(16/82/0)] sind kongruent. B,
Sie kénnen durch eine Drehung um eine Achse a zur
Deckung gebracht werden.

a) Uberpriife, dass die Angabe zuléssig ist.

b) Ermittle eine Parameterdarstellung der Achse a.

c) Berechne den kleineren der beiden Drehwinkel.

d) Berechne die Drehlage P2 des Punktes P1. P,

e)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass die Winkel der
Achse a zur y-Achse und z-Achse gleich groR sind.

Aufgabe 60*

Gegeben ist ein Wirfel mit der Kantenlange 33. Die Punkte
Q1 und Q2 sind Halbierungspunkte von Wiirfelkanten. Die
Strecken P1Q1 und P2Qz2 sind gleich lang und kénnen daher
durch eine Drehung um eine Achse a zur Deckung gebracht
werden.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Achse a.

b)D Begriinde (ohne zu rechnen), dass die Achse a durch den
Mittelpunkt des Wrfels geht.

c) Berechne die Punkte A und B.

d) Berechne die Mittelpunkte Mp und Mq der Drehkreisbdgen.

e) Uberpriife, dass die Winkel <P1MpP2 und <Q1MaQ2 gleich
grof sind.

Aufgabe 61*

Das Ausfahren des Fahrgestells eines Flugzeugs kann
durch Drehen um eine im Flugzeugrumpf untergebrachte
Achse a erfolgen. Die durch M1A1 [M1(0/0/8), A1(0/0/11)]
festgelegte Ausgangslage eines Rads und die durch M2A:
[M2(18/12/2), A2(18/9/2)] festgelegte Endlage sind gegeben.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Achse a.

b) Berechne den Mittelpunkt M des Bahnkreisbogens, der
die Radmittelpunkte M1 und M2 verbindet.

c) Berechne einen Richtungsvektor der Tangente des Bahn-
kreisbogens in M.

d) Berechne den Drehwinkel a.

e) Berechne den Halbierungspunkt des Bahnkreisbogens.
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Reflexion

Fur die (idealisierte) Reflexion eines Lichtstrahls an einer Spiegelebene gilt, dass der Einfallswinkel und der

Ausfallswinkel gleich grof3 sind.

Praziser muss gesagt werden, dass die Ebene, die den einfallenden und ausfallenden Lichtstrahl verbindet,
eine Normalebene der Spiegelebene ¢ ist. Daraus folgt, dass die Winkelsymmetrale w zwischen dem

einfallenden und ausfallenden Lichtstrahl eine Normale von o ist.

Die Reflexion hangt mit der Spiegelung an einer Ebene bzw. an einer Geraden zusammen:

e Spiegelt man einen Punkt P des einfallenden
Lichtstrahls an der Spiegelebene G, so liegt der
gespiegelte Punkt P* auf der Verlangerung des
ausfallenden Lichtstrahls.

e Spiegelt man P an der Flachennormalen w im
Auftreffpunkt S, so liegt der gespiegelte Punkt P#
auf dem ausfallenden Lichtstrahl.

Analoge Aussagen gelten fiir die Punkte des ausfallen-
den Lichtstrahls.

Um den Auftreffpunkt S eines von P ausgehenden und

nach Q reflektierten Lichtstrahls zu ermitteln, schneidet
man die Gerade P*Q mit der Spiegelebene.

Aufgabe 62

Der Lichtstrahl s [A(3/5/9), B(3/4/5)] wird an der Ebene XYZ
[X(12/0/0), Y(0/6/0), Z(0/0/4)] reflektiert.

a) Berechne den Einfallswinkel.

b) Berechne einen Richtungsvektor des ausfallenden Licht-
strahls durch Spiegeln von s an der Ebene XYZ.

c) Berechne einen Richtungsvektor des ausfallenden Licht-
strahls durch Spiegeln von s an der Flachennormalen im
Auftreffpunkt von s.

Aufgabe 63

Ein kreisformiger Spiegel (Radius 3) liegt in einer Diagonal-
ebene eines Wiirfels (Kantenlange 10). Alle eingeringelten
Punkte sind Halbierungspunkte.

a) Untersuche, ob der Punkt B zu sehen ist, wenn man vom
Punkt A aus auf den Spiegel blickt.

b) Untersuche, ob man sich selbst sieht, wenn man vom
Punkt B aus auf den Spiegel blickt.

c)D Untersuche (ohne zu rechnen), ob der Lichtstrahl PM
nach der Reflexion eine Wiirfelkante trifft.
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Aufgabe 64

Das Bild zeigt jenen Bereich eines in der yz-Ebene liegenden
Rechtecks, der vom Eckpunkt A(0/-8/10) aus im rechteckigen
Spiegel PQRS [P(5/-2/0), Q(3/2/0), R(x/3,4/3,5), S] zu sehen ist.
a) Berechne die Eckpunkte R und S des Spiegels. A/
b) Gib die Steigung des Spiegels in Prozent an.

c) Berechne den Eckpunkt R1.

d)P Berechne den Schnittpunkt Y (Kopfrechnung).

—

e)D Begriinde, dass man den Punkt A nicht sehen kann, wenn

man vom Punkt B(0/8/5) aus auf den Spiegel blickt. /

Aufgabe 65*

Zwei kreisférmige Spiegel o und B haben die Schnittkante
PQ [P(1,4/1,7/2,4), Q(-4,6/4,7/2,4)]. Ihre Ebenen werden

durch die Normalvektoren n, = (2/4/5) und ng = (3/6/-10)
festgelegt.

a) Uberpriife, dass die Angabe zuléssig ist.

b) Der Mittelpunkt M von a hat von PQ den Abstand 2,4.
Berechne den Mittelpunkt M.

c¢) Ein vom Punkt B(-3,9/8,6/6,4) ausgehender Lichtstrahl
trifft nach Reflexion in den Punkten F und E den Punkt

A(1,8/0/5,4). Berechne den Einheitsvektor des Vektors FE.

d)P Der von B nach A gehende Lichtstrahl BFEA liegt nicht Ansicht von oben (Blick entgegen der z-Achse)
in einer Ebene. Fir zwei andere Punkte B1(0/y/12) und

A1(-4,3/0/10) soll dies jedoch der Fall sein. Berechne den

Punkt B1.

Aufgabe 66"

Von einem Punkt A(250/0/40) aus soll durch einen Blick
auf einen quadratischen Spiegel (Seitenlange 100) die
nicht direkt einsehbare Umgebung eines Punktes
B(70/240/40) beobachtet werden. Der Spiegel ist mit
seinem Mittelpunkt so im Punkt M(0/0/190) zu befesti-
gen, dass B von A aus genau in M zu sehen ist, und
dass zwei Kanten des Spiegels waagrecht sind.

a) Ermittle eine Gleichung der Spiegelebene.

b) Untersuche, ob der Punkt P(70/190/0) vom Punkt A
aus im Spiegel zu sehen ist.

c) Berechne den Eckpunkt R des Spiegels.
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Schlusse

Aufgabe 67

Rechts ist die Verschneidung zweier Zylinder-
flachen zu sehen. Die Basiskurve p ist ein zur
z-Achse symmetrischer Parabelbogen (Breite
240, Héhe 187,5) mit dem Scheitel S. Die
Basiskurve k ist ein Viertelkreis (Radius 200)
mit dem Mittelpunkt M(200/280/0). Das graue
Rechteck liegt in der Ebene z = 120.

a) Berechne den Punkt P der Schnittkurve der
beiden Zylinderflachen.

b) Die Tangente t der Schnittkurve im Punkt P

liegt in den Tangentialebenen t und 3. Ermittle
eine Parameterdarstellung von t.

Aufgabe 68"

Wenn eine Strecke PQ um eine windschiefe
Achse a rotiert, so Uberstreicht sie eine Zone
eines einschaligen Drehhyperboloids. Die
Drehlagen P1Q1 [P1(36/12/6), Q1(55/69/6)] und
P2Q2 [P2(0/0/42), Q2(57/19/42)] sind gegeben.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung von a.
b) Der Kehlkreis (rot) des Hyperboloids ist der
Bahnkreis mit dem kleinsten Radius. Berechne

den Mittelpunkt M und die Punkte K, Ko.

c) Ermittle eine Parameterdarstellung der Kehl-
kreistangente t im Punkt Ko.

d)D Untersuche (ohne zu rechnen), ob der
Winkel zwischen P2Qz und der Kehlkreisebene
gleich dem Winkel zwischen P2Q2 und t ist.

Aufgabe 69"

Eine Raumecke besteht aus drei paarweise orthogona-
len Ebenen. Sie wird hier von Viertelkreisen begrenzt.

a) Begriinde mit Hilfe des blauen Koordinatensystems,
dass die Tragergeraden e und a des einfallenden und
ausfallenden Lichtstrahls symmetrisch zum Ursprung U

liegen und daher parallel sind.

b) Die Raumecke ist durch U(22/0/10), A(26/28/20),
B(0/-4/30), C(42/-10/30) festgelegt. Uberprife, dass die

Angabe zuldssig ist.

c) Der einfallende Lichtstrahl ist durch P(40,8/16,6/44,5)
und Q(38/12/36) festgelegt. Berechne den letzten Auf-

treffpunkt vor dem Austritt aus der Raumecke.
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Losungen und Hinweise

In diesem Abschnitt werden alle Ldsungen angegeben und viele Loésungswege stichwortartig beschrieben.
Ob diese Losungswege die einfachsten sind, ist subjektiv: Einfach ist, was man verstanden hat. Viele Wege

fihren zum Ziel.

Vor allem bei den mit © gekennzeichneten Teilaufgaben sind Begrindungen angegeben. Sie sind im Gegen-
satz zu den nur skizzierten Lésungswegen ausfuhrlich formuliert.

Aufgabe 1

Az

1: windschief 2: schneidend 3: schneidend 4: parallel
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Aufgabe 2

<
<

1:C 2:A,B,D

Aufgabe 3

c) T(4/1,5/0)

ahnliche Dreiecke bzw. Strahlensatz fur
Uberlegung der Koordinaten von T

d)k=0,8
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Aufgabe 4

AZ
b) S(-1/9/0) 10

ahnliche Dreiecke bzw. Strahlen-
satz fur Uberlegung der Koordi-
naten von S

c) RS = (-7/7/0)

d) T(/4/2)

éhnliche_.Dreiecke bzw. Strahlen-
satz fir Uberlegung der Koordi-
natenvon T

e) X(8/0/0), Y(0/8/0), Z(0/0/8)

Aufgabe 5

a) € [X = (0/0/4) + u-(3/0/-4) + v-(0/1/-2)],
¢ [4x + 6y — 3z = 6]

c) P(E/0/1), QO/3/1)
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Aufgabe 6
a) e [12y + 52 = 60], ¢ [5x + 3z = 24]

c) P(4,8/5/0), Q(0/%/8), R(-2,4/0/12)

ahnliche Dreiecke bzw. Strahlensatz fiir Uberlegung
der Koordinaten von Q und R

Aufgabe 7

a) ja
Richtungsvektor der blauen Strecke und Normalvektor des Dreiecks orthogonal

b) nein

Richtungsvektor der roten Strecke und Normalvektor des Dreiecks nicht parallel

c) nein, nein

Richtungsvektoren nicht orthogonal, Gleichungssystem zur Berechnung des Schnittpunktes widerspruchlich

Aufgabe 8
a) Normalvektoren der Dreiecke nicht parallel

b)* ja, Az = -1

Die Anderung ist méglich, da die dem héchsten Eckpunkt gegeniiberliegende Seite des hellgrauen Dreiecks
parallel zum dunkelgrauen Dreieck ist.

Aufgabe 9
a)z=1
P(0/0/z) in Gleichung der Vierecksebene [5x — 2y + 8z = 8] einsetzen

b)P (2/5/0)

Da das Dreieck parallel zur z-Achse und orthogonal zum Viereck ist, ist die in der xy-Ebene liegende Seite
des Vierecks orthogonal zum Dreieck. Die Koordinaten des Normalvektors kdnnen abgelesen werden.

¢) Q(2,759/2,897/0)

untere Seite des Vierecks mit Dreiecksebene schneiden
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Aufgabe 10

a) AB, FE windschief

b) (2,5/10/5), (6/3/12)

C)D AB, CD: Die Ebene verbindet die lotrechte Kante durch B mit der lotrechten Strecke AD.

CD, EF: Die Ebene ist die durch DF gehende Diagonalebene des Wiirfels.

Aufgabe 11

a)P Die Seiten AP und QC sowie BQ und PC sind parallel, da sie auf Schnittgeraden der Fiinfecksebene mit

parallelen Begrenzungsflachen des Quaders liegen.

b) P(8/0/12), Q(6/12/0)
P(x/0/12) und Q(x/12/0) in Ebenengleichung [6x — 5y — 6z = -24] einsetzen

c) nein

Richtungsvektor von g nicht orthogonal zu AB

d) S(8,1/6,6/6,6)

Aufgabe 12

a)P s(3/0/1)
S ist Halbierungspunkt von DE

b) g [X =S + t(-1/4/3)]
fir weiteren Punkt auf g etwa BC mit Ebene DEF schneiden, ergibt (2,4/2,4/2,8)

c)ja

g mit einzig moéglicher Wirfelkante schneiden, ergibt (2/4/4)

d) nein
Normalvektoren nicht parallel

Hinweis: Die orthogonale Lage der Strecken AC und ED reicht fiir die orthogonale Lage der Ebenen nicht aus.

Aufgabe 13
a) ja

HS parallel zu Normalvektor der Trapezebene

b)D nein

Alle durch die Spitze S gehenden und zum Trapez orthogonalen Ebenen gehen durch SP.

Aufgabe 14

a), b), c) jeweils ja

Gerhard Pillwein, Aufgabensammlung Koordinatengeometrie 3D

45/59



d)D Da die Tetraeder ABCP und ABCQ jeweils gleich lange Seitenkanten haben, gehen ihre Héhen durch
das Zentrum des gleichseitigen Dreiecks ABC.

Die Raumdiagonale PQ liegt in der durch die Wirfelkante PB gehenden Diagonalebene des Wirfels. Da die
Flachendiagonale UV orthogonal zu dieser Ebene ist, sind PQ und UV (windschief) orthogonal.

e)* Rechteck AQVP skizzieren, P und Q verbinden, A und Halbierungspunkt von PV verbinden, @hnliche
Dreiecke beachten

Aufgabe 15

a) 3.5
RS mit Ebene PQM schneiden

b) 7:2

Richtungsvektor der Basisdiagonalen in R anhéngen, Verbindungsebene mit RS ermitteln, mit PQ schneiden

Aufgabe 16"

a) PA:QA = 5:3, RB:SB = 23:9

A und B mit Parameterdarstellungen von PQ und RS ansetzen, ,waagrecht” und ,orthogonal® durch
Gleichungen beschreiben, unbekannte Parameter von A und B berechnen

b)D Alle waagrechten Geraden, die zur Flachendiagonalen RS orthogonal sind und RS schneiden, sind
parallel zur Wirfelkante durch Q.

Aufgabe 17

a) P*(24/18/30)
Normale der Ebene ABC durch P mit Ebene schneiden, ergibt S(27/9/15), P an S spiegeln

b) ja

Aufgabe 18
a) F(3,6/4,8/-6) (Ursprung P und Koordinatenachsen x, y, z durch A, B, C)

b) Orthogonalitaten FC L AB und FA L BC Uberpriifen

Aufgabe 19

a) B(8,5/16/14,5)

z-Koordinate von B mit Steigungsdreieck ermitteln

b) Q(0/10,8/16)
Schnittpunkt T der Geraden PQ und g liegt in Ebene z = 16, ergibt T(8/18/16)

c) P*(32/20/4)
Normalebene von g durch P mit g schneiden, ergibt S(10/10/10), P an S spiegeln

d) (-0,892/-0,074/0,446)
Einheitsvektor von P*T berechnen
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Aufgabe 20

a) ja
Normalvektoren von ABC und DEF orthogonal

b) R(2,4/0/0,6), S(2/2/2)

Normalebene mit PQ und Normalvektor von ABC festlegen, mit CA und CB schneiden

c) (-2/10/7)

Produktvektor von Normalvektoren der beiden Ebenen berechnen

Aufgabe 21

a) 24:13

Ebene EFGH mit EF und Normalvektor von ABCD festlegen, mit Seitenkante SA (oder SB) schneiden,
t-AS = AG, Verhaltnis AG:SG = t:(1 — t) vereinfachen

b) z~ 1,967
FG und AD schneiden

Aufgabe 22
a)h = 4,583

b) Tetraedervolumen und Flacheninhalt des Dreiecks ABC mit Vektorformeln berechnen, dann ,Volumen ist
Grundflache mal Héhe durch 3“ verwenden

c) F(6/5/5)

Aufgabe 23
a)d=5,477

b) Flacheninhalt des Dreiecks ABS mit Vektorformel berechnen, dann ,Flacheninhalt ist Grundlinie mal Héhe
durch 2 verwenden

c)ja

F mit Parameterdarstellung von BS ansetzen, Orthogonalitit von BS und AF mit Gleichung ausdriicken,
unbekannten Parameter von F berechnen

d)D Da die Geraden AF und BC nicht orthogonal sind, ist AF nicht orthogonal zur Ebene BCS, und daher ist
d groRer als der Abstand von A zur Ebene BCS.

Aufgabe 24"

a) P und F mit Parameterdarstellungen von CD und AB ansetzen, Orthogonalitét von PF und AB sowie
Abstand von P und F durch Gleichungen ausdriicken, unbekannte Parameter von P und F berechnen,
zweite Losung fir P auRerhalb der Strecke CD (P ist Halbierungspunkt von CD)

b) AF:BF = 1:2
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Aufgabe 25
a)d = 4,243

b) G und H mit Parameterdarstellungen von AB und CD ansetzen, Orthogonalitat von GH zu AB und CD
durch Gleichungen ausdriicken, unbekannte Parameter von G und H berechnen

c)k ~ 0,243

d)D Die Gleichung ergibt sich, wenn man den Flacheninhalt des Dreiecks GCD auf zwei Arten berechnet: mit
dem Produktvektor und mit ,Grundlinie mal Héhe durch 2“.

Aufgabe 26*

a) T(1/13/6), F(13/9/12),r = 14

FuBpunkte T und F des kilirzesten Abstands von t und a berechnen

b) M(19/15/4), M*(10/6/16), A(22/2/22)

F teilt Achsenstrecke MM* im selben Verhaltnis wie T die Mantelstrecke

Aufgabe 27*
a) Orthogonalitat von PQ und RS Uberprifen

b) M(-9/15/1), N(-1/39/13)
FuBpunkte M und N des kiirzesten Abstands von PQ und RS berechnen

c) A(9/13/-7), B(-15/25/-15), C(-7/49/-3), D(17/37/5)

halbe Flachendiagonale von M auf PQ und von N auf RS nach unten auftragen, ergibt B und D
MN an B anhangen und entgegengesetzten Vektor an D anhdngen, ergibt C und A

Aufgabe 28

aPe=58=90°

Begriindung fiir €: Die Kante BD und die obere Begrenzungsflache des Wiirfels sind orthogonal.
Begriindung fiir 3: analog

b) ¢ = 125,26°

c)D Die Winkelschenkel HC und HD sind orthogonal zur Schnittstrecke AB, da sie Hohen in einem
gleichseitigen bzw. gleichschenkligen Dreieck sind.

Aufgabe 29

a) 35,26°

b) 120°

Winkel mit Normalvektoren der beiden Ebenen berechnen (Winkel ist stumpf)

c)" 72 m3

Kérper als Vereinigung eines dreiseitigen Prismas mit zwei rechteckigen Pyramiden auffassen, oder als
Differenz eines dreiseitigen Prismas und zwei dreiseitigen Pyramiden
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Aufgabe 30*

a) 101,70°

Winkelschenkel: Halbierungspunkt einer Quadratseite mit Mittelpunkt des Quadrats und gegentber-
liegendem Eckpunkt des Dreiecks verbinden

b) 129,56°

Winkel mit Normalvektoren der beiden Ebenen berechnen (Winkel ist stumpf)

©) V=2a°/3:(2++2)

Korper als Differenz eines achtseitigen Prismas und acht dreiseitigen Pyramiden auffassen

Aufgabe 31
a) o = 63,43°, B = 54,74°

b) F(2/0,8/1,6), Winkel 77,40°

F mit Parameterdarstellung von AB ansetzen, Orthogonalitit von AB und SF durch Gleichung ausdriicken,
unbekannten Parameter von F berechnen

Winkel zwischen SF = (2/-0,2/-0,4) und (0/-0,2/-0,4) messen

c)* P(2/1,752/1,124)

P mit Parameterdarstellung von AB ansetzen, Winkelbedingung durch Gleichung ausdriicken, unbekannte
Parameter von P berechnen, zweite L6sung auRerhalb der Strecke AB

Aufgabe 32

a) zu Uberprifen: Punkt H in Ebene ABC, Orthogonalitaten CH 1. AB und AH L BC

b)P 90°

Wegen AB L HD und AB L HC ist die Gerade AB eine Normale der Ebene HCD. Daher ist AB orthogonal zu
allen in der Ebene HCD liegenden Geraden, also auch orthogonal zu CD.

c) D(-2/0/18)

d) 58,41°

Winkel zwischen DC und Normalvektor von ABD messen, Komplementirwinkel berechnen

Aufgabe 33

a) e = (-4/-7/5), a. = 51,67°
Spitze von g in Richtung von n auf ¢ projizieren, ergibt F(-2/-12/7)

b)* e als Linearkombination e = g — t-n ansetzen, unbekannten Skalar t aus e-n = 0 berechnen

g-n

+
C) e=g- n2 .

n

d)D Da die Vektoren n und g die Ebene des griinen Dreiecks festlegen, ist das Kreuzprodukt nxg ein
Normalvektor der Ebene; also gilt nxg L e. Da auch n L e ist, sind die Vektoren nx(nxg) und e parallel.
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Aufgabe 34
a) C(8/13/13), D(13/5/13)

b) 43,65°

Neigungswinkel der Solarzelle gleich Neigungswinkel der Seite BC
c) 31,23°

d) 80%

Winkel zwischen PQ und Normalvektor der Solarzelle messen, Komplementérwinkel berechnen, ergibt
53,13°; sin(53,13°) ~ 0,80

Aufgabe 35

a) S(8/0/0), B(-4/9/3)

Orthogonalitat von MS und AC beachten

MB hat Liange von MA und ist parallel zum Kreuzprodukt MA xMS , Orientierung von MB beachten
(z-Koordinate negativ gemaf Angabebild)

b) 60,79°

Winkel zwischen HM und HS messen (H ist Halbierungspunkt einer beliebigen Basiskante)

c)D Da die Seite BC waagrecht ist (parallel zur xy-Ebene), liegt das Rechteck symmetrisch zu einer
lotrechten Ebene (Normalebene von BC durch M). Die Neigungswinkel der Diagonalen gehen durch
Spiegeln an der lotrechten Ebene ineinander uber.

d)* 26,57°, (8/4/5/8)
Winkelscheitel Giber S in Hohe von M, also (8/0/8); zweiter Winkelschenkel durch Vektor (0/1/0) festgelegt

Aufgabe 36

a) A(-13/4/4), B(-3/8/12)

SP mit Normalebene von SM durch M schneiden

MB hat Lange von MA und ist parallel zum Kreuzprodukt MA xMS, Orientierung von MB beachten
(z-Koordinate positiv gemafll Angabebild)

b)ah = 5:2

c)D nein

Bei einem Winkel von 60° misste das Verhaltnis aus Basiskantenlange a und Hoéhe h gleich 2: J3 sein.
d)° ja

Die Punkte M, A und B werden bei der Normalprojektion auf die yz-Ebene auf die Punkte (0/11), (4/4) und
(8/12) abgebildet. Da die projizierten Strecken MA und MB gleich lang sind (/65 ), liegt ein Rechteck vor.
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Aufgabe 37

a) C(0,5/15/9), G(-8,5/-3/15)

Normalebene von AE durch A mit Tragergerade von CG schneiden, ergibt C

b) D(-3,5/14/0), F(-0,5/-8/12)

Basismittelpunkt M(2,5/12/3), MD hat Lange von MA und ist parallel zum Kreuzprodukt AE x AC,
Orientierung von MD beachten (x-Koordinate negativ gemaR Angabebild)

F=M-MD +AE

c) 108,43°

Winkel zwischen MA und MG messen

Aufgabe 38"
a) Abstand von M zu PQ berechnen, ergibt14

b) A(25/5/24), C(13/25/-8)

FuRpunkt N(19/15/8) der Normalen von M auf PQ ist Halbierungspunkt von AC, halbe Diagonalenlange
1442 auf beide Seiten auftragen

c) B(37/13/0), F(45/37/12)

NB hat Lange von NA und ist parallel zum Kreuzprodukt NA x NM, Orientierung von NB beachten
(x-Koordinate positiv gemafll Angabebild)

F=B+2-NM
d)P1/3

Das Tetraeder kann als Differenz des Wiirfels und vier dreiseitigen Pyramiden aufgefasst werden. Die
dreiseitigen Pyramiden haben jeweils drei Wiirfelkanten als Seitenkanten. Das Volumen jeder Pyramide ist
daher 1/6 des Wrfelvolumens.

Aufgabe 39

a) B(12/16/-5), D(-20/15/10), G(1/43/15)

AD hat Lange von AE und ist parallel zum Kreuzprodukt von AE mit dem Einheitsvektor der z-Achse,
Orientierung von AD beachten (y-Koordinate positiv gemaR Angabebild)

AB hat Lange von AE und ist parallel zum Kreuzprodukt AE x AD, Orientierung von AB beachten
(z-Koordinate negativ gemaf Angabebild)

G=A+AE+AD+AB

b) S(-1,25/40/10)

CG mit Ebene z = 10 schneiden

C)D Das Viereck ist ein Parallelogramm, da gegeniiberliegende Seiten in parallelen Ebenen liegen. Da die
Kante AD orthogonal zur Seitenflache CDHG ist, sind die Viereckseiten AD und DS orthogonal.

d)P 3:5

Da die beiden Koérper Prismen mit der Hohe a sind (a ist die Kantenlange des Wiirfels), verhalten sich die

Rauminhalte wie die Flacheninhalte der Basisflachen. Wegen GS = (-2,25/-3/-5) und EA = (-9/-12/-20) ist
GS =1/4-EA; also gilt CS = 3/4-a. Daher verhalten sich die Flacheninhalte der Grundflachen der beiden

Prismen wie (3/8-a2):(5/8-a2) = 3:5.
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Aufgabe 40

a) N104°0
CA mit waagrechter Ebene z = 2,2 schneiden, ergibt H(3/3/2,2)
b) 82,5%

Normalvektor n von Ebene ABC berechnen, FC ist parallel zum Kreuzprodukt HB xn, Steigung von HBxn
berechnen

Aufgabe 41

a) 20,44° (AU) und 16,60° (AB)

Kante a hat Richtungsvektor a = (-1/2/0), AU ist parallel zum Kreuzprodukt von a mit Normalvektor
n = (2/1/6) der Ebene, z-Koordinate von AU ist 20, ergibt U(-18/36/20)

b) 39,3%

Aufgabe 42

a)D Die Schnittgerade t der Tangentialebene t mit der xy-Ebene ist die Tangente des Basiskreises in B. Die
Normalebene von t durch B enthalt den Basismittelpunkt M und die lotrechte Gerade durch M, also auch die

Spitze S. Daher ist SB orthogonal zu t, also eine Fallgerade von t, da t eine Hauptgerade von 7 ist.
b) B(-5,6/4,2/0)

in xy-Ebene Normale auf Tangente t [3x + 4y = 0] durch M(-2,6/8,2) legen und mit t schneiden

c) 53,13°

d) SP mit xy-Ebene schneiden, ergibt Q(1,4/5,2/0), Radius Uberprifen (r = 5)

e)-8x + 6y — 5z =20

in xy-Ebene Radiusvektor MQ um 90° drehen, ergibt Tangentenvektor (3/4/0); Tangentialebene in P wird
von SQ und Tangentenvektor festgelegt

Aufgabe 43*
a) z = 340/3, M(0/24/68)

b)D Da MA auf einer Fallgeraden der Kreisebene liegt, ist die Schnittgerade der Kreisebene mit der
xy-Ebene orthogonal zu MA.

c) B(-40/-51/68), C(60/-8/119)

MB ist parallel zum Kreuzprodukt von MA mit Einheitsvektor (0/0/1), Orientierung von MB beachten
(y-Koordinate negativ gemaf Angabebild)

MC ist parallel zum Kreuzprodukt MB x MA , Orientierung von MC beachten (z-Koordinate positiv geméag
Angabebild)

d)P k = 3/4

Die Kreisebene MAC ist lotrecht. Da der Vektor f die Steigung 4/3 hat, hat der Vektor MA die Steigung -4/3
und der zu MA orthogonale Vektor MC die Steigung 3/4.
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Aufgabe 44

a) H(51/68/30), A(111/23/-10)

MH ist parallel zum Kreuzprodukt von MP mit Einheitsvektor (0/0/1), Orientierung von MH beachten
(y-Koordinate positiv gemafll Angabebild)

HA ist parallel zum Kreuzprodukt MP x MH , Orientierung von HA beachten (z-Koordinate negativ geman
Angabebild)

b)P 29,29%
MB:MT = /2 :1

c)fa=85b=75

Der auf der Hauptgeraden durch M liegende Durchmesser wird als einziger Durchmesser unverkiirzt
abgebildet (also auf die Hauptachse der Ellipse), der auf der Fallgeraden durch M liegende Durchmesser
wird am starksten verkirzt abgebildet (also auf die Nebenachse der Ellipse). Die Langen der Projektionen
der Strecken MH und HA sind also die gesuchten Halbachsenlangen.

Aufgabe 45

a) P(10/20/3), Q(10,5/9,5/8,1), R(20/14/3)

AB mit Ebene z = 3 schneiden, ergibt R

Q mit Parameterdarstellung von AC ansetzen, Orthogonalitit von HP und HQ durch Gleichung ausdriicken,
ergibt Q

b)° ja
Die Projektionen der Vektoren HP = (-5/3/0) und HQ = (-4,5/-7,5/5,1) auf die xy-Ebene sind orthogonal.
c)Pja

Die Strecke HQ liegt auf einer Fallgeraden des Dreiecks ABC.

Aufgabe 46*

a) P(16,2/-4,1/7,5), Q(9/-9,5/7,5)

Richtungsvektor h der Hauptgeraden ist parallel zum Produktvektor aus Normalvektor n = (3/-4/-12) von ¢
und Einheitsvektor (0/0/1); Richtungsvektor f der Fallgeraden ist parallel zum Produktvektor nxh; P und Q
mit Linearkombinationen aus h und f berechnen, dabei Orientierungen gemal Angabebild beachten

b) t = (40/3/9)

Tangentenvektor t ist parallel zum Produktvektor nx AQ

Aufgabe 47
a) 7:1 (A), 5:3 (B)

b)D Die Tragergeraden der durch A gehenden roten Seite und der durch Q gehenden Wiirfelkante liegen in
einer Ebene (rechte Begrenzungsebene des Wiirfels) und haben daher einen Schnittpunkt S. Dieser Punkt S
liegt in drei Ebenen (Symmetrieebene von PQ, rechte und untere Begrenzungsebene des Wiirfels), ist also
der Schnittpunkt der drei Ebenen. Da die Tragergerade der unteren roten Seite die Schnittgerade der Sym-
metrieebene von PQ und der unteren Begrenzungsebene des Wiirfels ist, geht sie durch S.

c)D Gegeniberliegende Seiten sind parallel, da sie auf Schnittgeraden der Symmetrieebene von PQ mit
parallelen Ebene liegen.
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d)D Es gibt drei von P und drei von Q ausgehende Kanten. Die Halbierungspunkte der sechs anderen
Kanten haben von P und Q den gleichen Abstand (a\/§/2), liegen also in der Symmetrieebene von PQ. Das
von diesen Halbierungspunkten gebildete Schnittsechseck hat gleich lange Seiten (aﬁ/2 ). Da auch die
Diagonalen gleich lang sind (a\/E ), ist das Schnittsechseck regelmaRig.

Aufgabe 48

a) U(3,5/2/0), V(1/7/5)

gemeinsame Punkte der Ebenen 2x + y = 9 (hellgrau) und y — z = 2 (dunkelgrau) mit den z-Koordinaten 0
und 5 berechnen

b) k = 0,894
c) U und V in Gleichung der Symmetrieebene [4x + y + z = 16] einsetzen

d)* X(2/5/3)

Hohe des Dreiecks ABX ist Abstand von X zum Halbierungspunkt H von AB; HX minimal fur HX L UV;

X mit Parameterdarstellung von UV ansetzen und Orthogonalitat von HX und UV durch Gleichung
ausdricken

Aufgabe 49*

a) o [X =A+r(0/-1/3) + s:(-5/12/4)]
o durch Vektor auf Winkelsymmetrale von AP und AQ sowie Normalvektor von APQ festlegen

b) D(0/0/203)

¢) B(-150/101/175), C(50/176/200)

B mit Parameterdarstellung von AP ansetzen, Orthogonalitat von DB und AP durch Gleichung ausdriicken,
ergibt B
Lange von AB auf AQ auftragen, ergibt C

Aufgabe 50"

a) o [3x -4y =0]

Normalvektoren n1 = ABx AC und n2 = ABx AD der Ebenen ABC und ABD berechnen (Orientierung
wichtig), Vektor auf Winkelsymmetrale von n1 und nz ist Normalvektor von ¢

b) P(42/31,5/70)
CD mit ¢ schneiden, ergibt S(50/37,5/0); Radius MS (50) auf MB auftragen

c)P T(18/13,5/-20)

Da die Symmetrieebene G lotrecht ist, liegt der tiefste Punkt T genau unter M.
d)D nein

Der Punkt S ist zwar der Halbierungspunkt von CD, aber CD ist nicht orthogonal zur Symmetrieebene .
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Aufgabe 51
a) n [X = (27,5/0/29,5) + t-(2/-1/2)]

b)D Die Schnittgerade n der Symmetrieebenen der Strecken AB und BC besteht aus allen Punkten, die von
A, B und B, C gleich weit entfernt sind. Also geht auch die Symmetrieebene der Strecke AC durch n.

¢) U(7,5/10/9,5)

Normale n mit Ebene ABC schneiden

Aufgabe 52

a) n [X = (-2/4/0) + t-(3/3/4)]

Normalebene von t durch A [-33x + y + 24z = 70] mit Symmetrieebene von AB [-x + y = 6] schneiden

b) M(1/7/4)

Normale n mit Ebene AtB [3x + 3y + 4z = 40] schneiden

c) M*(2,5/8,5/6)

Normale n mit Symmetrieebene von AC [3x + 12y + 4z = 133,5] schneiden

d) 83,51°
Winkel supplementar zu Winkel <AM*B

Aufgabe 53*

a) T(15/0/7), M(19/8/15)

Tangente t = PQ mit Tangentialebene B schneiden, ergibt S(1/2/12); Lange von Tangentenstrecke SB von S
aus auf t auftragen (Position von S auf PQ beachten, Orientierung von ST geméaR Angabebild), ergibt T
Normalebene von t durch T mit Normale von 3 durch B schneiden, ergibt M

b) 26,39°
C)D Der Vektor u liegt auf einer Hauptgeraden. Wegen u L v liegt der Vektor v auf einer Fallgeraden.

d)P (19/8/-3)

Da v auf einer Fallgeraden liegt und |u| = |v| ist, ergibt sich der tiefste Punkt durch B — v.

Aufgabe 54"
a) s [X = (15,4/6,8/0) + t.(6/2/-5)]

b) M(19/8/15)

Symmetrieebenen 1 und o2 von § und t ermitteln: Normalvektoren ng = (2/-1/2) und n. = (1/2/2) gleich lang,
also sind ng + n; und ng — n; Normalvektoren von 1 und G2, ergibt 61 [3x + y + 4z = 53] und &2 [x — 3y = -5];
Normale von 1 durch T mit 61 und o2 schneiden, Schnittpunkt mitz > 7 ist M

c) B(11/12/7)

Normale von 3 durch M mit 3 schneiden
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d) P(-5/0/17), Q(19/8/-3)

s mit xz-Ebene schneiden, ergibt P
Richtungsvektor s auf Lange von PQ bringen, dabei Orientierung beachten (z-Koordinate negativ geman
Angabebild), ergibt Q

e)P 90°

Die Ebene MPQ ist eine Symmetrieebene der Kugel. Durch Spiegeln an dieser Ebene geht T in 3 und daher
T in B Uber. Da TB orthogonal zur Symmetrieebene ist, ist TB auch orthogonal zu PQ.

Aufgabe 55

a) MA:MB = 4:5

Normalebene von AB durch P mit AB schneiden
b) zu Gberprifen: Q in Kreisebene, MP und MQ gleich lang
c)Pja

Da der Tangentenvektor in Q parallel zum Produktvektor MQxMA ist, reicht der Nachweis, dass die
z-Koordinate von MQxMA gleich 0 ist.

d)Pja

Es reicht der Nachweis, dass H in der Kreisebene liegt (etwa mittels PH L AB).

Aufgabe 56

a) M(-2/6/9), r = y105

Normalebene von AB durch P mit AB schneiden

b) t [X = P + u-(1/52/-40)]

Tangentenvektor in P ist parallel zum Produktvektor MP x MB

c)" ® =128,67°,z=0,998

MT genau unter MB, daher MT als Schnittgerade der lotrechten Ebene durch MB [3x — 4y = -30] mit der
Kreisebene [4x + 3y + 4z = 46] ermitteln, ergibt Richtungsvektor (16/12/-25) von MT

Aufgabe 57

a) G(6/39/6), M(42/27/24), r = 42

G und M mit Parameterdarstellungen von g und a ansetzen, Orthogonalititen GM L PQ und GM L RS
durch Gleichungen ausdriicken, unbekannte Parameter von G und M berechnen

b)P P*(19/78/6)

Durch Spiegeln an der Geraden MG gehen die Achse a und die Gerade g in sich Uber. Da der Abstand von
P zu a in den gleich grof3en Abstand von P* zu a Ubergeht, erhalt man P* durch Spiegeln von P an G.

Aufgabe 58

a)D ja

Der Mittelpunkt der Deckflache hat von A und B den gleichen Abstand (a\/§/2); daher liegt er in der
Symmetrieebene von AB.
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b) 3:1 bzw. 1:3

a ist Schnittgerade der Symmetrieebene von AB mit oberer Begrenzungsebene des Wiirfels

c) MP:MQ = 3.7

M ist Schnittpunkt von a mit Normalebene von a durch A (oder B)

Aufgabe 59
a) Langengleichheit entsprechender Seiten verifizieren

b)a [X = t-(1/2/2)]

a ist Schnittgerade der Symmetrieebenen von A1Az und B1B2; beide Symmetrieebenen enthalten O

c) 143,13°
Schnittpunkt von a mit Normalebene von a durch B1 berechnen, ergibt Ms(20/40/40); alternativ Ma(10/20/20)

d) P2(-33,6/44,8/0)

B2A2 um Lange von A1P+ verlangern

e)D Bei der Drehung wird die Normale des Dreiecks OA1B1 durch O (y-Achse) in die Normale des Dreiecks
OA:2B:2 durch O (z-Achse) Ubergefiihrt.

Aufgabe 60*

a) a [X = (33/-33/0) + t-(1/-3/-1)]

a ist Schnittgerade der Symmetrieebenen von P1P2 und Q1Qz

b)P Der Mittelpunkt M des Wiirfels hat sowohl von P+ und P2 den gleichen Abstand (halbe Raumdiagonale)
als auch von Q1 und Q2 (a\/§/2). Er liegt daher sowohl in der Symmetrieebene von P1P2 als auch von Q1Qa.

c) A(11/33/22), B(22/0/11)

d) Mpr(12/30/21), Ma(19,5/7,5/13,5)

Schnittpunkte von a mit Normalebenen von a durch P+ und Q1 berechnen, ergibt Mp und Ma

e) 146,44°

Aufgabe 61*

a) a [X = (-2/20/0) + t-(1/-1/1)]

a ist Schnittgerade der Symmetrieebenen von M1M2z und A1A2

b) M(8/10/10)
Schnittpunkt von a mit Normalebene von a durch M+ berechnen, ergibt M

c)t = (1/3/2)

Richtungsvektor t ist parallel zum Kreuzprodukt MM, x a

d) o = 120°
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e) H(10/2/0)

H auf Winkelsymmetrale von <M1MMz2

Aufgabe 62
a) 65,16°

b) (2/3/2)
s mit Ebene XYZ [x + 2y + 3z = 12] schneiden, ergibt S(3/3/1); A an Ebene XYZ spiegeln, ergibt A*(-1/-3/-3)

c) (2/3/2)
A an Flachennormale n [X = S + t(1/2/3)] spiegeln, ergibt A#*(7/9/5)

Aufgabe 63
a)ja
Der Auftreffpunkt des von B nach A gehenden Lichtstrahls hat von M den Abstand 2,45.

b) nein

Der Auftreffpunkt des von B nach B gehenden Lichtstrahls (also der Fupunkt der von B ausgehenden
Normalen der Spiegelebene) hat von M den Abstand 3,06.

c)Pja
Spiegelt man P an der Diagonalebene, so ist der gespiegelte Punkt P* der Halbierungspunkt einer lotrechten

Wairfelkante (im Bild verdeckt). Die Gerade P*M frifft die gegeniberliegende lotrechte Wirfelkante ebenfalls
im Halbierungspunkt.

Aufgabe 64

a) R(5,8/3,4/3,5), S(7,8/-0,6/3,5)

b) 111,8%

Tangens des Winkels zwischen Ebene PQRS und xy-Ebene oder Steigung von QR berechnen

c) R1(0/5,333/8,902)
A an Ebene PQRS spiegeln, ergibt A*(16/0/-6); Gerade A*R mit yz-Ebene schneiden

d)P Y(0/8/0)

Die Verlangerung von PQ geht durch Y, da man die untere Seite des grauen Bereichs als Projektion von PQ
aus A* auf die yz-Ebene auffassen kann. Auf PQ entspricht der Anderung Ay = 2 die Anderung Ax = -1.

e)D Der Punkt B liegt auf der z-parallelen Geraden durch Y. Da B au3erhalb des Sichtbereichs von A liegt,
kann B von A aus nicht gesehen werden. Also kann auch A von B aus nicht gesehen werden.

Aufgabe 65"

a) zu Uberpriifen: PQ orthogonal zu n, und ng

b) M(-2,4/1,6/4)

HM (H ist Halbierungspunkt von PQ) ist parallel zum Produktvektor P_Q.xna, Orientierung von HM beachten
(y-Koordinate negativ gemaf Angabebild)
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¢) (0,352/-0,933/-0,082)

A an o und B an [ spiegeln, ergibt A*(1/-1,6/3,4) und B*(-3,3/9,8/4,4); E und F sind Schnittpunkte von A*B*
mit o. und B (Berechnung nicht erforderlich); Einheitsvektor von FE mit Hilfe von B* und A* berechnen

d)P B1(0/8,6/12)

Die Ebene des von B1 nach A1 gehenden Lichtstrahls muss die Normalvektoren auf die Spiegelebenen
enthalten, also muss sie orthogonal zu PQ sein. Daher muss auch A1B+ orthogonal zu PQ sein.

Aufgabe 66"

a) € [16x + 12y — 15z = -2850]

Spiegelebene ¢ ist Normalebene der Winkelsymmetrale von <AMB durch M
b) ja

P an ¢ spiegeln, ergibt P*(-250/-50/300); AP* mit € schneiden, ergibt S(0/-25/170);
wegen MS =+/1025 < 50 liegt S im Inneren des Spiegels

c) R(-6/58/230)

Richtungen der Hauptgeraden und Fallgeraden von & ermitteln, ergibt h = (3/-4/0) und f = (12/9/20);
MR als Linearkombination von h und f darstellen (unter Beachtung der Orientierung gemaRk Angabebild),
ergibt MR = 2:f — 10-h = (-6/58/40)

Beim Schlusse werden keine Lésungswege skizziert ©

Aufgabe 67*
a) Parabel [z = —a-x? + 187,5 mit a = 5/384], Ppar(72/0/120), Pkreis(200/120/120), P(72/120/120)

b) t,. = (-8/0/15), T [15x + 82 = 2040]; t,__ = (0/3/4), B [4y — 3z = 120]; t [X = P + u(-32/45/60)]

Kreis

Aufgabe 68"

a) op [3x + y — 32 = -12], Ga [x — 25y + 182 = -612], a [X = (-12/24/0) + t-(3/3/4)]
b) M(6/42/24), K1(42/30/6), K2(18/6/42)

C) t[X = Kz + u-(-33/1/24)]

d)D Die Winkel sind gleich, da die Tangente t in Kz mit der Projektion von P2Q2 auf die Kehlkreisebene
Ubereinstimmt.

Aufgabe 69*

a) Drei aufeinanderfolgende Spiegelungen eines Punktes P(x/y/z) an den Koordinatenebenen ergeben den
Punkt P***(-x/-y/-z) und entsprechen daher der Spiegelung am Ursprung U.

b) zu Uberprifen: Orthogonalitat und Langengleichheit von UA, UB, UC

c) (17,2/6,4/18)
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