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GRUNDLAGENBLATT — ELLIPSENGLEICHUNG

Fragen & Antworten auf diesem Grundlagenblatt
e e J-MmF

v Was bedeuten Exzentrizitdt und Nebenachsenldnge einer Ellipse?
v" Wie sind Ellipsen in erster und zweiter Hauptlage charakterisiert?

v' Wie lautet die Ellipsengleichung fiir Ellipsen in erster bzw. in zweiter Hauptlage?

Wie wir vom GB — Ellipsendefinition wissen, ist die Ellipse als Punktmenge
{P; PF, + PF, = 2a}

definiert, wobei F; und F, die Brennpunkte der Ellipse sind, und a die Hauptachsenlange. Wir
haben dort auch schon festgestellt, dass die Verbindungsgerade FiF5 und die Streckensymmetrale
von FiF, Symmetrieachsen der Ellipse sind. Die Ellipsenpunkte A und B auf der Hauptachse FjF3
haben wir als die Hauptscheitel der Ellipse bezeichnet, und die Ellipsenpunkte C' und D auf der
Streckensymmetrale von FjF,, also der Nebenachse der Ellipse, haben wir als Nebenscheitel der

Ellipse bezeichnet.

In nebenstehender Figur haben wir die beiden Punkte F; und F; v
in ein Koordinatensystem eingebettet, wobei wir die Koordinaten ¢

Fi(—e/0) und F3(e/0) annehmen. Die Zahl e > 0 bezeichnen wir

als Exzentrizitat der Ellipse. Dadurch liegen die Punkte A, B, a\ A o B 5w
F} und F, auf der z-Achse und die Punkte C' und D auf der

y-Achse.

Der Mittelpunkt der Ellipse ist auch der Mittelpunkt der Strecke F}F, und liegt daher im Koordi-

natenursprung. Da die Abstinde der Hauptscheitel vom Mittelpunkt gleich a sind, erhalten wir die
Koordinaten A(—a/0) und B(a/0) fur die Hauptscheitel.

Nebenachsenlidnge

mF
Da C' und D symmetrisch beziiglich des Ellipsenmittelpunkts liegen, gibt es eine positive Zahl b
mit C'(0/b) und D(0/ —b). Fir diese Zahl b, die wir als Nebenachsenlédnge bezeichnen, konnen

wir auch sofort einen Zusammenhang zu den bisher eingefithrten Gréflen ableiten.
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Charakterisierung ,,erste Hauptlage* Q—MI“F

Vom GB — Ellipsendefinition wissen wir bereits, dass der Abstand von F, zu C' gleich a ist, und
im rechtwinkeligen Dreieck OF,C' gilt daher

OC? = F,C? — OF? += V' =a*— ¢

Diese Lage der Ellipse relativ zu den Koordinatenachsen bezeichnen wir als erste Hauptlage
der Ellipse.

J

Nun nehmen wir an, ein allgemeiner Punkt P der Ellipse sei eingezeichnet, wobei seine Koordinaten

mit P(x/y) als variabel angenommen werden.

In der nebenstehenden Figur haben wir 0 < z < e und 0 < y < b angenom-

men, aber die folgenden Uberlegungen gelten mit Vorzeichenidnderungen fiir

alle moglichen Lagen von P.

Der Hilfspunkt I sei der Punkt auf der z-Achse mit den Koordinaten I(z/0).
Die Dreiecke FiIP und IF;P sind dann rechtwinkelig, und ihre Kathetenldngen kennen wir mit

Fl=e+x, [IP=y und I[F,=¢—ux.
Nun wissen wir, dass P genau dann ein Punkt der Ellipse ist, wenn
F1P+F2P = 2a

gilt. Dies ist gleichwertig mit

VR + 1P+ \J1F} + 1P? = 2a

<:>\/e+:x )2+ y? +\/e—x )2+ y? =2a

< \/(e+x)2+y?2=2a— /(e —x)%+ >

Da der Term 2a — /(e — )2 + y2 > 0 ist, ist das Quadrieren dieser Gleichung eine Aquivalenzum-

formung. Also ist diese Gleichung gleichwertig mit

(e+2)? +9° =4a* —4a/(e — )2 + 32 + (e — 2)* + ¢
< e+ 2er + 2 +y? =4a® — day/(e — )2 + Y2 + e — 2ex + 27 + ¢

<= da\/(e — )2 — y? = 4a® — dex

> a\/(e —x)2+y2 =a® —ex.
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Abermals erhalten wir durch Quadrieren die gleichwertige Gleichung

a*((e — 2)* + y*) = a* — 2a’ex + €*2°
> a*(e® —2ex + 2° +y°) = a' — 2a’ex + €*2”
= a’e? — 2a’ex + a*2”® + a*y* = a* — 2d’ex + *a?

= (a* — )2 + a*y? = a* — a*e? = a*(a® — €?).

Wir nutzen nun in der Gleichung (a? — €?)z* + a?y? = a*(a® — €?), dass fiir eine Ellipse in erster
Hauptlage der Zusammenhang a? — e? = b? gilt.
Wir erhalten somit die zur Ausgangsgleichung F} P + F5, P = 2a dquivalente Gleichung

b2r? + a2y2 = a’h?.

Gleichung der Ellipse in erster Hauptlage Q—M
W mF

Wir erkennen also, dass ein Punkt mit den Koordinaten P(x/y) genau dann auf der Ellipse in

erster Hauptlage mit Achsenldngen a und b liegt, wenn
02?4 a2y? = a2b?

gilt. Dividiert man diese Gleichung durch den Faktor a?b?, erkennt man, dass dies gleichwertig
mit der Giiltigkeit der Gleichung

2 2
@ v
a?  b?
ist. Den Ausdruck
2.2 2,2 272 ? oy
b*x” + a”y” = a"b <:>?+b72:1
bezeichnet man als Gleichung der Ellipse in erster Hauptlage.
o /

Charakterisierung der Ellipse in zweiter Hauptlage
p mF

Vertauschen wir die Rollen der Koordinatenachsen und neh-
men an, dass die Brennpunkte durch F;(0/ — e) und F3(0/e)

gegeben seien, erhalten wir die Situation, die in nebenstehen-

der Figur abgebildet ist. Diese Lage der Ellipse relativ zu den

Koordinatenachsen bezeichnen wir als die zweite Hauptlage.

Da man die Ableitung der Ellipsengleichung in diesem Fall vollkommen analog zu der fiir die
erste Hauptlage, unter Vertauschung der Rollen von x und y, durchfiihren kann, erhalten wir in
diesem Fall die Ellipsengleichung

22 P
ar? + 0% =ad’ = S+ L =1
b2 a?

- J
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