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Fragen & Antworten auf diesem Grundlagenblatt ( l"lmF

v" Was ist eine harmonische Teilung?
v Wie konstruiert man den vierten harmonischen Punkt?
v" Wie konstruiert man beide Teilungspunkte bei gegebenem Teilungsverhaltnis?

v Warum fithren beide Konstruktionen zum gewiinschten Punkt?

Harmonische Teilung

p mF
Vier Punkte A, B, S und T liegen harmonisch, wenn S ein innerer Teilungspunkt der Strecke AB
und 7T ein duflerer Teilungspunkt der Strecke AB ist mit

AS:SB=AT: BT (1)

A S B T

/
Harmonische Teilung @—M mF

1) Erkldre, warum dann gleichzeitig der Punkt B bzw. der Punkt A auch innerer bzw. duferer
Teilungspunkt der Strecke ST ist.

2) Erkldre mit Gleichung (1), warum kein vierter harmonischer Punkt 7" existiert, wenn S der
Mittelpunkt der Strecke AB ist.

-

Konstruktion 1. Gegeben sind die Strecke AB und der innere Teilungspunkt .S, wobei .S nicht der
Mittelpunkt von AB ist.

A S B

Bestimme den vierten harmonische Punkt 7.

Losung.

1) Wakhle einen beliebigen Punkt C', der nicht auf der Geraden AB liegt und verbinde ihn mit A.
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2) Der Punkt D sei der Schnittpunkt der Geraden C'S mit der zu AC parallelen Geraden durch B.
C

A S B
D

3) Der Punkt D liege so auf der Geraden BD, dass die Strecken DB und BD gleich lang sind.

Da die Geraden AC' und BD parallel sind, gilt nach Strahlensatz einerseits

AS AC
SB~ BD
und da AC und BD ebenfalls parallel sind, auch
AT AC
BT BD
Da nach Konstruktion 1 BD = BD, folgt unmittelbar, dass
AT AS
BT 5B -
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Ist der duBere Teilungspunkt gegeben, so erhélt man den inneren Teilungspunkt, indem man die
Konstruktion in umgekehrter Reihenfolge durchfithrt: Man wéhlt einen beliebigen, nicht auf der
Gerade AB liegenden Punkt D, bestimmt den Punkt D, der von B denselben Abstand hat wie D.
Den Schnittpunkt der Geraden T'D mit der zu BD parallelen Gerade durch A nennen wir C. Der
Schnittpunkt von AB mit C'D ist der gesuchte innere Teilungspunkt S der Strecke AB.

Kennt man anstelle eines Teilungspunktes das Teilungsverhéaltnis m : n, so kann man zunachst einen
der beiden Teilungspunkte mit einer der beiden zu Beginn des Abschnitts beschrieben Konstrukti-
onsvorschrift bestimmen und danach die Konstruktion zur harmonischen Teilung anwenden, um den

vierten Punkt zu erhalten.

Wir wollen zum Abschluss eine weitere euklidische Konstruktion des vierten harmonischen Punktes

betrachten.

Konstruktion 2. Gegeben sind die Strecke AB und der innere Teilungspunkt .S, wobei .S nicht der
Mittelpunkt von AB ist.

A S B

Bestimme den vierten harmonische Punkt 7.

Losung.
1) Wir errichten einen Kreis mit Durchmesser AB und Mittelpunkt Mp.

Map
A S /B

2) Wir schneiden den Kreis mit der Normalen auf AB durch S. Einen dieser Punkte nennen wir C.

C

3) Wir konstruieren die Tangente an den Kreis durch C. (Die Tangente durch C' steht normal auf den
Radius M45C') Der Schnittpunkt der Tangente mit AB ist der gesuchte duflere Teilungspunkt 7.
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Wir kénnen mithilfe &hnlicher Dreiecke nachweisen, dass der mit dieser Methode konstruierte Punkt 7'

der vierte harmonische Punkt ist:

Wir wollen zeigen, dass
AS-BT =SB - AT (2)

Die Dreiecke MpSC und M4gCT sind ahnlich, da sie beide rechtwinkelig sind und den Winkel

in M4p gemeinsam haben.

Damit stimmen die Seitenverhaltnisse der einander entsprechenden Seiten der Dreiecke iiberein:
MupC  MupT

Wir nennen den Radius des Kreises r» und formen um?':

MupT - MapS = (MyC)* = r?

beziehungsweise

7,2

MppT = ——
AB MABS

Wir rechnen unter Verwendung dieser Beziehung die beiden in Gleichung (2) auftretenden Terme
AS - BT und SB - AT aus. Dabei gehen wir so vor, dass wir Strecken in Teilstrecken aufteilen. So
gilt zum Beispiel, dass AT = AMsp + MagT und AS = MupS + AMsp = MugS + r sind:

2
AS - BT = (r + MapS) - (MapT — 1) = (r + MapS) - [ ——— — ¢
3 3

= — — . M S =
ManS r+r r AB ManS

—T'MABS

IDie folgende Beziehung folgt auch unmittelbar aus dem Kathetensatz fiir das Dreieck MagCT
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2
SB-AT = (r — MapS) - (r + MagT) = (r — MapS) - (1 + —
MABS

3 3

.
—r - ManS —1r2=
Mags AR T T g

= 7’2 -+ —r-M ABS
Die beiden Terme AS - BT und SB - AT stimmen also iiberein, somit ist 7' der auflere Teilungspunkt
der Strecke AB.

Ist der auBere Teilungspunkt gegeben, so ist der innere Teilungspunkt S bestimmbar, indem man die
Tangente (und somit den Schnittpunkt C') von Punkt 7" aus an den Kreis mit Mittelpunkt M4p und
Durchmesser AB konstruiert. Dafiir benotigst du Inhalte vom KB — Gemeinsame Tangenten zweier Kreise.

Der Schnittpunkt der Normalen auf AB mit der Geraden AB ist dann der innere Teilungspunkt S.

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz.
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