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GRUNDLAGENBLATT - HYPERBELDEFINITION

Fragen & Antworten auf diesem Grundlagenblatt ( l".lmF

v" Was ist eine Hyperbel?

v" Wie sind die Begriffe Brennpunkt und Hauptachsenlange definiert?

v' Wie konstruiert man einen Punkt auf einer Hyperbel?

v" Wie sind die Begriffe Hauptachse, Nebenachse und Mittelpunkt definiert?

v' Wie konstruiert man den Hauptscheitel einer Hyperbel?
\_ /

~ Hyperbel gm mF

In der Euklidischen Ebene seien zwei Punkte F; und F5, sowie

eine Strecke der Lange 2a gegeben. Unter einer Hyperbel ver-
steht man die Menge aller Punkte mit der Eigenschaft, dass die
Differenz ihrer Absténde zu den beiden gegebenen Punkten Fj
und Fy gleich 2a ist.

- J

In obiger Figur sehen wir die Hyperbel p, die sich aus der Vorgabe der beiden abgebildeten Punk-
te F1 und F3 und der abgebildeten Streckenléinge 2a ergibt. Alle vier exemplarisch eingezeichnete
Punkte P;, P, P; und P, haben die Eigenschaft, dass die Differenz der Liangen ihrer jeweils strichliert
gezeichneten Verbindungsstrecke zu F; und ihrer jeweils strich-punktiert gezeichneten Verbindungs-
strecke zu F, gleich 2a ist. (Dies kann man durch Messung auch leicht bestatigen.) Wir bemerken
sofort die Analogie zur Ellipsendefinition, die sich nur dadurch unterscheidet, dass die Ellipsenpunkte
eine konstante Abstandssumme zu den beiden Punkten F; und Fy haben, wihrend Hyperbelpunkte
eine konstante Abstandsdifferenz haben. Es kann der Abstand eines Hyperbelpunkts zu F; gréfer
als jener zu F; sein (wie es hier der Fall fur P; und Py ist) oder umgekehrt (wie es hier der Fall fur
P und P, ist). Die Reihenfolge von F; und F; geht also bei der Differenz nicht ein.
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Brennpunkt und Hauptachsenlédnge

mF
Die beiden Punkte F; und F5 bezeichnet man, wie bei der Ellipse, als Brennpunkte der Kurve.

-

Die Streckenldnge 2a wird, ebenfalls wie schon bei der Ellipsendefinition, als Hauptachsenliange
bezeichnet. Wie man sich anschaulich iiberlegen kann, muss 2a kleiner als die Lénge der Strecke
F} F, sein, damit es tatsdchlich Punkte mit dieser Eigenschaft gibt.

Im Fall der Ellipse ist dies umgekehrt; 2a muss offensichtlich linger als Fj F> sein, damit es Punkte gibt, deren Abstands-

summe zu F; und F5 gleich 2a sein kann.

%

p mF
Bei Vorgabe der Punkte F; und F;, und der Streckenldange 2a kénnen wir die Menge der Hyper-

Hyperbel als Punktmenge und gleichzeitig als Kurve

belpunkte nun kurz als folgende Punktmenge in E? anschreiben:

Den Absolutbetrag benétigen wir hier, weil der Abstand PF5 der grofiere sein kann. Wirden
wir die Punktmenge ohne Verwendung des Absolutbetrags anschreiben, waren nur jene Hyper-
belpunkte in der Menge inkludiert, deren Abstande zu F} gréfer sind als jene zu F;. Die beiden
resultierenden Teile der Kurve bezeichnen wir als die Aste der Hyperbel.

Wieder verbinden wir zwei grundlegend unterschiedliche Ideen miteinander. Einerseits sprechen
wir von ,einer Hyperbel“, also einem einzigen Objekt, einer Kurve, wiahrend wir andererseits
von der Hyperbel als Punktemenge sprechen, also der (unendlich vielen) Punkte mit dieser Ei-
genschaft.

Im Gegensatz zur Ellipse, ist die Hyperbel unbegrenzt. Die Abstdnde von Punkten P der Hy-
perbel zu F; bzw. zu F, konnen beliebig grof} sein, und trotzdem die vorgeschriebene Differenz
haben.

Eine euklidische Konstruktion von Hyperbelpunk-
ten ergibt sich nun, ganz analog zu jener von El-
lipsenpunkten aus GB — Ellipsendefinition, unmit-
telbar aus der Definition. Wieder erkennen wir in
diesem Zusammenhang sofort, dass auch die Hy-
perbel zwei zueinander normale Symmetrieachsen

besitzt. Dies ist in der Figur nebenan abgebildet.
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Konstruktion 1. Konstruiere Punkte P der Hyperbel. Es sind die beiden Brennpunkte F; und Fb,

sowie die Hauptachsenlédnge 2a gegeben.

Lésung. In folgender Figur sieht man eine derartige punktweise Konstruktion dargestellt.

1) Mann zeichne eine Strecke der Lénge 2a ein.

2) Auf der gegebenen Strecke der Lange 2a
markiert man einen Punkt, dessen Abstédnde
zu den beiden Endpunkten der Strecke der

Lange 2a, r; bzw. r9 sind.

3) Der Punkt P ist als Schnittpunkt des Kreises
mit Mittelpunkt F; und Radius r; mit dem
Kreis mit Mittelpunkt F, und Radius ry kon-

struiert.

Da der Abstand von P zu F} gleich r; ist, und der Abstand von P zu F, gleich ry, ist die Differenz
der Abstande von P zu den beiden Brennpunkten gleich r; — r9 = 2a, womit P sicher ein Punkt der
Hyperbel ist. O

Mit dieser Konstruktion ergibt sich aber auch der Punkt P als zweiter Schnittpunkt der beiden
Konstruktionskreise. Da das Argument von P auf identische Art fiir P gilt, ist P auch ein Punkt
der Hyperbel. Wie wir es schon von der punktweisen Ellipsenkonstruktion kennen, liegen die beiden
Schnittpunkte zweier Kreise immer symmetrisch beziiglich der Verbindungsgeraden der beiden Kreis-
mittelpunkte, womit die Punkte P und P symmetrisch beziiglich der Verbindungsgeraden von Fj
und Fj liegen. Dies sind aber die Mittelpunkte aller derartigen Kreise, und wir sehen, dass es zu

jedem Punkt P der Hyperbel einen weiteren, beziiglich Fy Fy symmetrischen, Punkt P gibt.

Hauptachse
mF

Die Gerade FiF; durch die Brennpunkte der Hyperbel ist eine Symmetrieachse der Hyperbel. Wir

bezeichnen diese Gerade als Hauptachse der Hyperbel.

Da auch der Abstand eines Hyperbelpunkts zu Fy grofler als jener zu Fj sein kann, sind die Rollen
der beiden Brennpunkte F} und F5, in dieser Konstruktion austauschbar. In der Figur zu Konstruk-
tion 1 wurde zur Konstruktion von P die langere Strecke r; als Radius des Konstruktionskreises mit

Mittelpunkt F; verwendet, und die kiirzere ry als Radius des Kreises mit Mittelpunkt F5. Da dies
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auch umgekehrt durchgefithrt werden kann, ergeben sich auch die beiden abgebildeten Hyperbel-
punkte P’ und P’. Deren Konstruktionskreise sind symmetrisch zu denen von P und P beziiglich
der Streckensymmetrale von F|F,. Die Punkte P’ und P’ liegen daher symmetrisch zu P bzw. P
beziigich dieser Geraden. Da dies fiir alle auf diese Weise konstruierten Punkte der Hyperbel gilt, ist

die Streckensymmetrale von F} F, ebenfalls eine Symmetrieachse der Kurve.

N h
ebenachse m F

Die Punkt F; und F5 seien die Brennpunkte einer Hyperbel. Dann wird die Streckensymmetrale

von FiF, als Nebenachse der Hypebel bezeichnet.

Die beiden Symmetriachsen sind als Verbindungsgerade von F} und F3y bzw. Streckensymmetrale von

F\ F5 wie bei der Ellipse zueinander normal.

Da die Kurve zwei zueinander normale Symmetrieachsen besitzt, ist der Schnittpunkt der beiden
Achsen das Symmetriezentrum der Kurve, dies ist in der Figur zu Konstruktion 1 als M beschriftet.
Natiirlich folgt die Punktsymmetrie der Kurve mit diesem Symmetriezentrum auch wieder unmittelbar aus der Symmetrie der

Konstruktionskreise von P und P bzw. P’ und P’ beziiglich M.

Mittelpunkt
P mF

Die Punkt F| und F5 seien die Brennpunkte einer Hyperbel. Dann wird der Mittelpunkt von F} F3
als Mittelpunkt der Hyperbel bezeichnet.

Die drei Symmetrien sind in der Figur zu Konstruktion 1 durch das Rechteck PP’'P'P und seine

beiden Diagonalen angedeutet.

Nun stellt sich die Frage, ob es Hyperbelpunkte gibt, die auf den Symmetrieachsen liegen (sogenannte

Scheitel der Hyperbel), und wenn ja, wie man diese konstruktiv bestimmen kann.

Konstruktion 2 (Scheitel der Hyperbel). Gegeben sei eine Hyperbel mit Brennpunkten F; und F
und Hauptachsenlédnge 2a. Konstruiere Punkte, die sowohl auf der Hyperbel als auch auf der Haupt-

achse liegen.

Lésung. Punkte, die sowohl auf der Hyperbel als auch auf deren Nebenachse liegen gibt es offen-
sichtlich nicht. Alle Punkte der Streckensymmetrale haben ja den gleichen Abstand zu F; und zu
F5, womit die Differenz dieser Abstande immer 0 ist, und somit sicher nicht 2a. Wie bei der Ellipse,
ist es aber iiberraschend einfach, die Punkte der Hyperbel zu konstruieren, die auf der Hauptachse
F Fy liegen. Zu diesem Zweck miissen wir nur, die beiden Punkte der Hauptachse konstruieren, die
zum Mittelpunkt M den Abstand a haben.
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1) Wir schneiden also den Kreis mit Radius a und
Mittelpunkt M mit der Geraden F} F5. Auf die-

R @ - — o

se Weise erhalten wir zwei Punkte A und B. A B F
Warum liegen aber diese Punkte auf der Hy-
perbel? i
a a
2a

Um dies zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass sie der Hyperbeldefinition geniigen. Mit anderen
Worten, wir miissen zeigen, dass die Differenz ihrer Abstande zu den beiden Brennpunkten jeweils
gleich 2a = AB ist. Fiir den Punkt A, zum Beispiel, muss also nachgewiesen werden, dass AF,—AF; =

2a gilt.

Dies folgt aber unmittelbar aus der Tatsache, dass M einerseits als Schnittpunkt der Streckensym-
metrale von FyFy mit FiF, der Mittelpunkt der Strecke F)F3 ist, und andereseits als Mittelpunkt
des Kreises mit Durchmesser AB auch der Mittelpunkt von AB. Dies hat zur Folge, dass die bei-
den Strecken F} A und F3; B symmetrisch liegen beziiglich M, und daher gleiche Lénge haben. Wir
erhalten also fiir den Punkt A:

AF2 - AFl = AF2 + BF2
= AB
= 2a.
Der Punkt A geniigt also tatséchlich der Hyperbeldefinition, und ist somit ein Punkt der Kurve.
Dieses Argument gilt aus Symmetriegriinden auf vollkommen analoge Art auch fiir den Punkt B. Die
beiden Punkte A und B werden als Kurvenscheitel, die auf der Hauptachse liegen, als Hauptscheitel

der Hyperbel bezeichnet.

Wir bemerken, dass die Kurve keine Nebenscheitel hat, da sie keine Punkte auf ihrer Nebenachse besitzt. U

Darstellung der Hyperbel
~ g der Hyperbel (T MmF

Zusammenfassend sehen wir also die Kurve mit ihren beiden

P S

Symmetrieachsen, beiden Scheiteln, den beiden Brennpunkten .
und dem Mittelpunkt. Die Strecke AB hat die Lénge 2a.

=
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