PROJEKT MMF GB — WINKELKONSTRUKTIONEN

GRUNDLAGENBLATT - WINKELKONSTRUKTIONEN

Fragen & Antworten auf diesem Grundlagenblatt ( Nlml"'

Zwei Winkel o und f sind gegeben.

v' Wie konstruiert man a« + 8 und o« — 87

v Wie konstruiert man $ 7

v' Wie konstruiert man Winkel mit Gréle 180° bzw. 60°7

v' Wie konstruiert man regelmaflige Fiinfecke bzw. Winkel mit Grofle 72°7
v Wie konstruiert man Winkel mit Grofle 3°7

v" Welche Winkel mit ganzzahligem Gradmaf sind konstruierbar?
\_ /

ADDITION, SUBTRAKTION UND HALBIERUNG VON WINKELN

Konstruktion 1. Gegeben sind zwei Winkel mit den Groen o (mit Scheitel A) und 5 (mit Scheitel
B und o > f).

A B

Konstruiere mit euklidischen Mitteln Winkel der Gréflen oo + 8 bzw. o — 5.

Losunyg.

1) Dazu zeichnen wir zuerst zwei Kreisbogen mit gleichem (beliebigem) Radius r und Mittelpunkten
in A bzw. B:

Der Kreisbogen mit Mittelpunkt A
schneidet die Schenkel des Winkels «
in den beiden Punkten A; und A,.

Ay
B,

Der Kreisbogen mit Mittelpunkt B
o B schneidet die Schenkel des Winkels

A T—— A B —— By in den beiden Punkten B; und Bs.
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2) Zeichnen wir nun den Kreis mit Radius b = By By und Mittelpunkt A;, so schneidet dieser Kreis
den zuvor gezeichneten Bogen mit Mittelpunkt A in den beiden Punkten B; und Bs.

Die Dreiecke AB{A;, AByA; und BB, B, sind nach dem Seiten-Seiten-Seiten-Satz (SSS) kongru-
th, weil AA1 = BBl = BB2 = AE = AFQ = r und AIE = AlBig = B1B2 =b gllt
Es gllt somit ZBQBBl = ZAlAFl = ZFQAAl = B

Wir haben somit erreicht, dass
ZAQAE = ZAQAAl + lAlAE =+ 5

gilt, sowie

ZAQAFQ = AAQAA:[ - AEAAl = — 5 [
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Konstruktion 2. Gegeben ist ein Winkel der Gréfle a mit Scheitel A.

A

Konstruiere mit euklidischen Mitteln einen Winkel der Grofie 5 -

Losung.

1) Wir zeichnen zuerst einen Kreisbogen mit einem beliebigen Radius r; und Mittelpunkt A.

Dieser schneidet die beiden Schenkel des Winkels « in den Punkten A; bzw. A,.
Ay

Anschlieflend zeichnen wir zwei Kreisbogen, beide mit dem
beliebigen (aber ausreichend grofien) Radius 7o und den
Mittelpunkten A; bzw. A,. Einen Schnittpunkt dieser bei-
den Kreisbogen bezeichnen wir mit B.

A A, /
2) Die beiden Dreiecke A1 AB und Ay AB mit gemeinsamer Seite AB sind nach dem SSS-Satz kon-
gruent, weil AA; = AA; =ry und BA, = BAy, = ry gilt.

Ay

A A,

3) Daraus folgt, dass die beiden Winkel ZA3AB und ZBAA; gleich grofl sind. Es gilt also:

JAAB = /BAA, = %
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WINKEL MIT GANZZAHLIGEM GRADMASS

Gestreckter Winkel Q—M mF

Ein Winkel, dessen Schenkel auf einer gemeinsamen Geraden liegen und vom Scheitel in entge-

gengesetzte Richtungen weisen, heifit gestreckter Winkel:

180°

Einem gestreckten Winkel wird das Gradmafl 180° zugewiesen.

Welche Winkel o € Z mit 0° < a < 360° konnen mit euklidischen Mitteln konstruiert werden?

Teilbarkeit durch 3 — Konstruierbarkeit @MmF

Auf den folgenden Seiten erklaren wir die folgende Aussage:

Jeder Winkel mit einem ganzzahligen Gradmaf, das durch 3 teilbar ist,

kann mit euklidischen Mitteln konstruiert werden.

Konstruierbarkeit — Teilbarkeit durch 3 mF

Mit Hilfe von Mitteln der Algebra, auf die hier nicht weiter eingegangen wird, kann man beweisen:
Jeder Winkel mit einem ganzzahligen Gradmaf}, das nicht durch 3 teilbar ist,

kann nicht mit euklidischen Mitteln konstruiert werden.

Konstruktion 3. Konstruiere einen Winkel mit Gradmaf§ ... 1) 90°.  2) 45°.

Losung.

1) Der Winkel 180° ist mit euklidischen Mitteln konstruierbar. Halbieren wir diesen Winkel (Kon-
struktion 2), erhalten wir zwei rechte Winkel mit dem Gradma8 § - 180° = 90°.

\/ﬂ ‘ I
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2) Halbieren wir mit Konstruktion 2 einen solchen rechten Winkel, erhalten wir zwei Winkel mit
dem Gradmaf 45°.

A,

90°

#45° A2

0

Natiirlich kann man diesen Halbierungsprozess weiter vorantreiben. Da aber 45 eine ungerade Zahl

ist, erhélt man nur mehr Winkel mit nicht-ganzzahligen Gradmaflen (also 22,5°, 11,25°, usw.).

Auf der Suche nach Konstruktionen, die Winkel mit ganzzahligen Gradmaflen liefern, die nicht Viel-

fache von 45° sind, konnen wir uns mit der Konstruktion spezieller regelmafliger Vielecke behelfen.

Konstruktion 4. Konstruiere einen Winkel mit Gradmaf ... 1) 60°. 2) 30°. 3) 15°.

Losunyg.

1) Die Winkelsumme in jedem Dreieck ist 180°.
In einem gleichseitigen Dreieck sind alle Innenwinkel gleich grof3, also % = 60°.
Jedes Dreieck mit gegebenen Seitenlangen ist euklidisch konstruierbar.

C
In der Figur links ist zuerst eine beliebige Strecke AB gezeichnet wor-

den. Der Kreisbogen mit Mittelpunkt A, der durch B geht, schneidet
den Kreisbogen mit Mittelpunkt B, der durch A geht, im Punkt C.
Aufgrund der gleichen Kreisradien sind die Strecken AB, AC und

60" BC alle gleich lang, und das Dreieck ABC' ist somit gleichseitig.

Al / B
2) Halbierung des Winkels mit GroBe 60° mit Konstruktion 2 liefert einen Winkel mit Groe 30°.
3) Halbierung des Winkels mit Grofie 30° mit Konstruktion 2 liefert einen Winkel mit Grofie 15°.

O
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Regelmaiafliges Fiinfeck
mF

Im links dargestellten Fiinfeck sind alle Seiten gleich lang und alle Innenwinkel gleich grof3.

Ein solches Fiinfeck heifit auch regelmafliges Fiinfeck.

Rechts wurde das regelméflige Fiinfeck mit zwei

Diagonalen in drei Dreiecke zerlegt.

1) Erklire damit, warum die Winkelsumme in
jedem regelmafBigen Fiinfeck 540° betragt.

2) Erklare, warum jeder Innenwinkel im regel-
mafigen Filinfeck die Grofle o = 108° hat.

In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich gro8.

3) Erklare damit, warum die rechts eingezeichneten Winkel 5 das
Gradmafl 36° haben.

4) Erklare damit, warum der rechts eingezeichnete Winkel ~ das
Gradmafl 72° hat.

Die Diagonalen im regelméfiigen Fiinfeck haben die gleiche Lange d.

5) Erkldre damit, warum der rechts eingezeichnete Winkel § das Gradmafl 36° hat.

Im folgenden Bild haben wir eine weitere Diagonale und den Schnittpunkt P eingezeichnet.

6) Erklire, warum Z/DBA = ZPBA = 72° gilt.

7) Erklére, warum Z/BAC = ZBAP = 36° gilt.

Die Dreiecke ABD und PBA sind somit zueinander
ahnliche gleichschenklige Dreiecke.

Sie haben beide die drei Winkel 72°, 36° und 72°.
8) Erklare, warum das Dreieck PC'D gleichschenklig ist.

Hinweis: Wie grof§ sind seine Winkel?

Es gilt also: BP = BD — PD =d—a

In dhnlichen Dreiecken stehen entsprechende Seitenldngen im selben Verhéltnis zueinander.

In den ahnlichen Dreiecken ABD und PBA gilt also ~ Arbeitsblatt — Strahlensatz
DA:AB=AB:BP < d:a=a:(d—a),

was gleichwertig ist mit d - (d —a) =a? und d®> —a-d —a? = 0.

Wir 16sen diese quadratische Gleichung nach d auf: Wegen d > 0 ist nur die positive Lésung relevant.
=%y /&2+a2:g+ /5~a2:g+&-\/5:a_1+\/3
2 4 2 4 2 2 2
- J
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Konstruktion 5. Konstruiere ein regelméfliges Flinfeck mit gegebener Seitenlédnge a.

1++5
;-

Lésung. Wir konstruieren zuerst aus der Seitenlange a die Diagonalenlange d = a -

1) Den Mittelpunkt M der unten dargestellten Strecke AB konnen wir euklidisch konstruieren.
Mit Konstruktion 3 konnen wir einen rechten Winkel mit Scheitel B konstruieren.

Dann schlagen wir die halbe Strecke mit Lénge § ab und erhalten damit den Punkt X:
X

]

M

(NS

Sy

A a
2

[\CRRS]

Nach dem pythagoriischen Lehrsatz gilt:

a\? 4-a2 a? NG
AX = VAB? + BX? = /a2 <> :\/ a_ V5
* \/a 3 L 1%

2) Nun schlagen wir mit dem Zirkel eine Strecke der Lange § von X aus auf der Verlingerung von
AX wie abgebildet ab:

Aus den Eigenschaften regelméfliger Fiinfe-
cke und dem SSS-Satz folgt, dass die Innen-
winkel 36° bzw. 72° betragen.

Auflerdem koénnen wir das Dreieck ABD
durch Ergénzen der gleichschenkligen Drei-
ecke BC'D und DEA mit Schenkellangen a

zu einem regelmafligen Fiinfeck ergénzen.

O
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Konstruktion 6. Konstruiere einen Winkel mit Gradmaf 3°.

Losunyg.

1) Zuerst konstruieren wir ein regelméfliges Fiinfeck mit be-
liebiger Seitenldnge und damit einen Winkel der Grofe 72°.
(Konstruktion 5)

Dann konstruieren wir ein gleichseitiges Dreieck mit glei-
cher Seitenldnge. (Konstruktion 4)
Die Differenz dieser beiden Winkel hat also die Grofie 12°.

A B

2) Halbierung des Winkels mit Grofle 12° mit Konstruktion 2 liefert einen Winkel mit Grofle 6°.
3) Halbierung des Winkels mit Grofle 6° mit Konstruktion 2 liefert einen Winkel mit Grole 3°. O

Mit Konstruktion 1 konnen wir schliellich jedes Vielfache von 3° euklidisch konstruieren.
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