ProJEKT MMF KB — GLEICHSCHENKELIGE DREIECKE

Losungsfille @M m F

Bei diesem Konstruktionsblatt beschéftigen wir uns mit der Konstruktion von gleichschenkeligen
Dreiecken. Da in jedem Fall die Information gegeben ist, dass zwei Dreiecksseiten die gleiche Léange
haben, geniigt es zur Konstruktion, zwei weitere Bestimmungsstiicke anzugeben. Wir miissen allerdings
bei der Suche nach einer Konstruktion beriicksichtigen, dass wir zunéchst nicht wissen, welche
zwei der drei Seiten gleich lang sind. Dies fithrt dazu, dass jeweils mehrere Félle zu unterschei-
den sind, die zu durchaus andersartigen Losungen fithren kénnen. Bei Aufgabe 1 sind alle moglichen
Falle angefiihrt, bei allen weiteren Aufgaben sollen die zu unterscheidenden Félle selbst iiberlegt werden.

-

Bei den Konstruktionen wird es haufig niitzlich sein zu berticksichtigen, dass ein gleichschenkeliges Drei-
eck immer eine Symmetrieachse besitzt, auf der sowohl der Hohenschnittpunkt als auch der Schwer-
punkt, der Inkreismittelpunkt und der Umkreismittelpunkt des Dreiecks liegen.
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Eine Seite und anliegender Winkel ,\%/ MmF
Aufgabe 1. Konstruiere fiir jeden der 3 Falle ein gleichschenkeliges Dreieck mit a = 6 cm und [ = 55°.

glsch. A\
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Lésung.

Als ersten Schritt zeichnen wir eine Strecke BC' mit der Léinge
6 cm. Im Eckpunkt B zeichnen wir den zweiten Schenkel des
Winkels g = 55°.

B a=6cm C

Nun gibt es drei mogliche Félle. Wir wissen, dass das Dreieck ABC' zwei gleich lange Seiten hat, aber wir
wissen nicht welche zwei Seiten gleich lang sind. In jedem Fall liegt aber der Eckpunkt A auf dem bereits
bestimmten zweiten Schenkel von .

Gilt a = ¢, so gilt BC = BA und wir erhalten den Eckpunkt A
auf dem Kreisbogen durch C' mit Mittelpunkt B.

Gilt a = b, so gilt CB = C A und wir erhalten den Eckpunkt A
auf dem Kreisbogen durch B mit Mittelpunkt C.

Gilt schliellich b = ¢, so gilt AB = AC. Der Eckpunkt A liegt
daher in diesem Fall auf der Streckensymmetrale spc von BC.

e @ s R e e

Wir erkennen, dass die drei Annahmen a = ¢, a = b und b = ¢ zu jeweils unterschiedlichen
Losungen fiithren, die durch teilweise unterschiedliche Losungswege ermittelt werden. Dies wird auch in den folgenden Aufgaben der Fall

sein. Allerdings wird es bei einigen Aufgaben geniigen, aufgrund der Symmetrie der Angabe, zwei Féalle zu betrachten.
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Eine Seite und zugehorige Hohe % M
MmF
n

Aufgabe 2. Konstruiere gleichschenkelige Dreiecke mit a = 6cm und hg = 5cm.

glsch. A\ C

Der Fall a = c liefert durch Vertauschung der Rollen von B und C' eine dazu kongruente Losung.
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Lésung.

Als ersten Schritt zeichnen wir eine Strecke BC' mit der Léan-
ge a = 6cm. Der Eckpunkt A liegt jedenfalls auf der Paralle-
len zu BC im Abstand h, = 5cm, und diese konstruieren wir,
wie iiblich, als Normale zur Normalen in einem beliebigen Punkt
von BC' im Abstand h,.

h, =5 cm

a=06cm

Nehmen wir nun an, dass b = ¢ gilt, so gilt auch AB = AC, und
der Eckpunkt A liegt auf der Streckensymmetrale spc von BC.

Gilt andererseits a = b, so gilt CB = C'A, und wir erhalten den
Eckpunkt A auf dem Kreisbogen durch B mit Mittelpunkt C.

)

B

a

c

Da der Fall a = ¢ aus diesem durch Vertauschung der Rollen von B und C' unmittelbar folgt, ergibt diese

Annahme eine symmetrische, und somit kongruente, Losung.

O
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Eine Seite und eine (nicht zugehérige) Hohe -
- MmF

Aufgabe 3. Konstruiere gleichschenkelige Dreiecke mit a = 6 cm und hy = 5cm.

glsch. A\ C

Im Fall a = ¢ ergibt sich die Losung Aj, im Fall a = b die Lésung Ag, und im Fall b = ¢ die Losung As.
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Lésung.

Als ersten Schritt zeichnen wir wieder eine Strecke BC' mit der
Lénge a = 6cm. Wir wissen, dass die Hohe durch B zur Sei-
te b normal steht. Der HohenfuBpunkt Hj liegt daher auf dem
Thaleskreis tiber die Strecke BC'. Andererseits hat aber H; den
Abstand hy von B, und liegt somit auch auf dem Kreis mit Mit-
telpunkt B und Radius h,. Wir erhalten also Hj als Schnitt-
punkt dieses Kreises mit dem Thaleskreis iiber BC, und der
Eckpunkt A liegt dann sicher auf der Geraden C Hj,.

Je nachdem ob a = ¢, a = b oder b = c gilt, liegt A auf dem Kreis-
bogen durch C mit Mittelpunkt B, auf dem Kreisbogen durch B
mit Mittelpunkt C bzw. auf der Streckensymmetrale von BC. In
nebenstehender Zeichnung sind alle drei Falle ausgefiihrt.

Im Fall a = c ergibt sich die Lésung A, im Fall a = b die
Losung Ao, und im Fall b = ¢ die Losung As.
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Eine Seite und Inkreisradius % MmF
1

Aufgabe 4. Konstruiere ein gleichschenkeliges Dreieck mit a = 6cm und p = 1,5cm.

glsch. A\ C
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Lésung.

Die Aufgabe, mit euklidischen Mitteln Dreiecke unter der Vorgabe zweier Seitenldngen und des Inkreisra-
dius ist im Allgemeinen unlosbar. Es ist daher zunéchst nicht selbstverstandlich, dass die Aufgabe in der
hier gestellten Version eine euklidische Losung hat. Im Fall, dass wir b = ¢ voraussetzen, liegt aber der
Inkreismittelpunkt auf der Hohe h,, die gleichzeitig Streckensymmetrale von BC' ist. Der Beriihrpunkt X,
des Inkreises mit der Seite a ist somit in diesem Fall der Mittelpunkt von BC.

Im ersten Konstruktionsschritt bestimmen wir also zunéchst eine
Strecke BC' mit der Lange a = 6 cm. Der Inkreismittelpunkt I s
liegt dann auf der Normalen zu BC durch den Mittelpunkt
von BC' im Abstand p = 1,5cm.

p=15cm

B a=6cm C

Da die Tangentialstrecken von B an den Inkreis des Dreiecks

gleich lang sind, erhalten wir den Bertihrpunkt X, von ¢ mit dem

Inkreis als Schnittpunkt des Inkreises mit dem Kreis durch X, X,
und Mittelpunkt B.

Der Eckpunkt A liegt nun sowohl auf der Geraden BX_, als auch,
aus Symmetriegriinden, auf der Geraden X, I, was die Konstruk-
tion abschlief3t.
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Ein Winkel und Inkreisradius % MmF
7

Aufgabe 5. Konstruiere gleichschenkelige Dreiecke mit o = 40° und p = 2cm.

glsch. A\ C

<

Der Fall a = c liefert durch Vertauschung der Rollen von B und C eine dazu kongruente Losung.

10
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Lésung.

Als ersten Schritt zeichnen wir einen Winkel o = 40° mit Schei-
tel A. Auf dessen Schenkeln liegen die Seiten b und ¢ des gesuch-
ten Dreiecks. Da der Inkreismittelpunkt I von beiden Schenkeln
den Normalabstand p hat, kénnen wir I entweder als Schnitt-
punkt der beiden Parallelen zu diesen Schenkeln im Abstand p
konstruieren, oder, wie in der Zeichnung, als Schnittpunkt einer
dieser Parallelen mit der Winkelsymmetralen wg,.

Nun gibt es zwei Moglichkeiten.

Wenn die beiden gleich langen Seiten von ABC' durch A gehen
(also, wenn b = ¢ gilt), ist w,, gleichzeitig die Hohe durch A. Die
Seite a steht also normal zu w, und geht durch den Punkt X4,
der im Schnittpunkt von w, mit dem Inkreis liegt. Dieser Fall
ist in folgender Zeichnung ausgefiihrt.

Ist aber die Seite a gleich lang wie eine der beiden anderen Sei-
ten (z.B., wie in der Zeichnung ausgefiihrt, a = b), so liegt I
aus Symmetriegriinden auf der Hohe durch den gemeinsamen
Endpunkt C' der gleich langen Seiten. Wir erhalten also C' als
Schnittpunkt der Normalen zu einem Schenkel von « durch [
mit dem anderen Schenkel.

Der Eckpunkt B liegt symmetrisch zu A beziiglich des Beriihr-
punktes X,.

11
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Ein Winkel und Umkreisradius »\%/ MmF
it
Aufgabe 6. Konstruiere gleichschenkelige Dreiecke mit a = 40° und R = 4cm.

glsch. A\ C

Der Fall a = «y liefert durch Vertauschung der Rollen von B und C eine dazu kongruente Losung.

12
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Lésung.

Wenn ein Winkel in einem gleichschenkeligen Dreieck gegeben ist, so kennen wir schon alle drei. Es gibt
dabei immer zwei Moglichkiten. Gilt a = § = 40°, so erhalten wir v = 180° — 2 - 40° = 100°, und gilt
B8 = 7, so erhalten wir § = v = % - (180° — 40°) = 70°. In beiden Féllen ist die Winkelsymmetrale des
Winkels, der von den gleich langen Seiten eingeschlossen wird, eine Symmetrieachse des Dreiecks, und der
Umkreismittelpunkt liegt auf dieser Symmetrieachse.

Wir betrachten zuerst den erstgenannten Fall « = g = 40°. Da
~v = 100° gilt, und die Seiten a und b symmetrisch beziiglich der
Geraden CU liegen, erhalten wir die Punkte A und B indem
wir dem Winkel % -y =50° in C von CU in beiden Richtungen
auftragen und die resultierenden Winkelschenkel mit dem Um-
kreis schneiden. Dabei konnen wir C' zunéchst beliebig auf dem
Umbkreis liegend auswahlen.

Der zweitgenannte Fall § = « ist ganz analog zu behandeln. Da
a = 40° gilt, und die Seiten b und ¢ symmetrisch beziiglich der
Geraden AU liegen, erhalten wir die Punkte B und C indem
wir dem Winkel % - =20° in A von AU in beiden Richtungen
auftragen und die resultierenden Winkelschenkel mit dem Um-
kreis schneiden. Analog zum ersten Fall kénnen wir A wiederum
beliebig auf dem Umkreis liegend auswéhlen.
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Eine H6he und Umkreisradius % MmF
1

Aufgabe 7. Konstruiere ein gleichschenkeliges Dreieck mit hy = 6cm und R = 4 cm.

glsch. A\ C

14
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Lésung.

Ahnlich wie schon in Aufgabe 4, ist es gar nicht selbstversténdlich, dass es zu dieser Aufgabe eine Losung mit
euklidischen Mitteln gibt. Nehmen wir aufgrund der Symmetrie im gleichschenkeligen Dreieck an, ist auch
diese Angabe auf die Angabe von zwei Hohen und dem Umkreisradius zuriickzufithren, und diese Angabe
hat im Allgemeinen keine euklidische Losung. Betrachten wir aber die Symmetrie so, dass die gegebene
Hohe auf der Symmetrieachse liegt, reduziert sich die Konstruktion im Wesentlichen auf dieselbe, wie wir
sie eben in Aufgabe 6 durchgefiirt haben.

Nehmen wir also an, es liege der Eckpunkt A des Dreiecks ABC
beliebig auf dem Umkreis und es seien die Seiten b und ¢ gleich
lang. Dann kénnen wir sofort die Héhe h, von A auf der Ge-
raden AU auftragen, und erhalten so den Mittelpunkt M, der
Seite a.

Da das Dreieck beziiglich AU symmetrisch ist, erhalten wir
nun BC normal zu AU durch M,. Da B und C auf dem Umkreis
liegen, ist die Konstruktion somit fertig.
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