MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

KOMPETENZHEFT — DIFFERENTIALRECHNUNG

INHALTSVERZEICHNIS

1. Mittlere Anderungsrate 2
2. Lokale Anderungsrate

3. Ableitungsregeln

4. Kurvenuntersuchungen 13
5. Steigungswinkel und Schnittwinkel 17
6. Umgekehrte Kurvenuntersuchungen 20
7. Physikalische Anwendungsaufgaben 21
8. Optimierungsaufgaben 26
9. Mittelwertsatz der Differentialrechnung 27
10. Newtonsches Néherungsverfahren 29

Kompetenzmaterialien — Differentialrechnung —: MAT""“::":(A“K

f ¥/ FREU(N)DE

In diesem Kompetenzheft wird ein moglicher Einstieg ins Thema , Differentialrechnung® vorgestellt.

Die mit ﬁ markierten Inhalte sind fiir besonders interessierte Personen gedacht.

Die folgenden Materialien sind fiir den Einsatz im Unterricht konzipiert:

Arbeitsblatt — Steigungsmessung von Geraden (Ausarbeitung)
Arbeitsblatt — Differentialquotient (Ausarbeitung)

Arbeitsblatt — Ableitungsregeln (Ausarbeitung)

Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen I (Ausarbeitung)

Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen II (Ausarbeitung)
Technologieblatt — Kurvenuntersuchungen (Ausarbeitung)
Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen (Ausarbeitung)
Arbeitsblatt — Optimierungsaufgaben (Ausarbeitung) (Ausarbeitung)
Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Ausarbeitung)
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Arbeitsblatt — Newtonsches Naherungsverfahren (Ausarbeitung)

In der Aufgabensammlung — Differentialrechnung befinden sich passende Ubungsaufgaben.

Wir freuen uns tUber Feedback an mmf@univie.ac.at.
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1. MITTLERE ANDERUNGSRATE

Beispiel 1.1. Die Hohe einer Sonnenblume wird téglich gemessen und aufgezeichnet.
t... Zeit in Tagen (¢t = 0 ist der Tag, an dem die Sonnenblume keimt.)

h(t)... Hohe in cm an Tag t
Es gilt h(30) = 70cm und h(50) = 150 cm.

1) Um wie viel cm ist die Sonnenblume an Tag 50 hoher als an Tag 307
2) Um wie viel Prozent ist die Sonnenblume an Tag 50 hoher als an Tag 307

3) Um wie viel cm ist die Sonnenblume von Tag 30 bis Tag 50 téglich durchschnittlich gewachsen?

Losung.

1) h(50) — h(30) = 80 cm. An Tag 50 ist die Sonnenblume um 80 cm hoéher als an Tag 30.

h(50) 150
2) Lésungsweg 1: hggo) = % = 27142 = 21472%
Losungsweg 2: h(50) — 1(30) _ 80 _ 1,142... = 114,2... %
gsweg 2: 7(30) = = b142. = ,2... /0

An Tag 50 ist die Sonnenblume wum 114,2... % hoher als an Tag 30.

h(50) — h(30) 80

=—=4
50 — 30 20

3)

Von Tag 30 bis Tag 50 ist die Sonnenblume durchschnittlich um 4 cm pro Tag gewachsen. (|

Anderungsmafe
Eine Funktion f ist auf dem Intervall [a;b] definiert.
1) Absolute Anderung von f in [a;b]: f(®) — f(a)
" b) —
2) Relative Anderung von f in [a;b]: w mit f(a) #0
a
" b) —
3) Mittlere Anderungsrate von f in [a;b]: w mit @ < b
—a
\_ J
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Beispiel 1.2. Die Fahrt einer U-Bahn zwischen zwei Stationen dauert 70 Sekunden.

Der Fahrtverlauf wird ndherungsweise durch eine Weg-Zeit-Funktion s beschrieben:

2 6 t... Zeit in Sekunden, 0 <t < 70
s(t) = —=— -3+ — - ) L
245 7 s(t) ... zuriickgelegter Weg zur Zeit ¢ in Metern

a) Berechne die Streckenlédnge zwischen den Stationen.

b) Berechne die mittlere Anderungsrate von s in [20;50], und interpretiere sie im Kontext.

Die zugehorige Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v hat die folgende Gleichung:

6 12 t... Zeit in Sekunden, 0 <t < 70
245 7 v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in m/s

¢) Berechne die Geschwindigkeit der U-Bahn nach 20 Sekunden.
d) Berechne die mittlere Geschwindigkeit der U-Bahn in den Zeitrdumen
1) [207 30], 2) [20, 21], 3) [20, 20,1], 4) [20, 20,01] Vergleiche die Werte mit ¢). Was fallt dir auf?

e) Berechne die mittlere Anderungsrate von v in [10; 30] und interpretiere sie im Kontext.

Losung.
a) Esist s(70) = 1400 m und s(0) = Om. §(t) in Metern
Die U-Bahn legt zwischen den beiden Stationen also 1400 m zuriick. 1400 s
b) Die mittlere Anderungsrate von s in [20; 50] ist 200
s(50) — s(20)  1122.4...—277,5... 844.8..m 1000
: 53 - 2(() - 50-20 30 oolG.m/s 800
Im Zeitraum [20;50] legt die U-Bahn pro Sekunde durchschnittlich 28,16...m 600
zuriick. 400
Oder: Die mittlere Geschwindigkeit der U-Bahn im Zeitraum [20;50] ist 200  / |
98,16... m/s. t in:Sekunden

0 10 20 30 40 50 60 70

c) Nach 20 Sekunden féhrt die U-Bahn mit der Geschwindigkeit v(20) = 24,48...m/s.
d) Die gesuchten mittleren Geschwindigkeiten sind

1) 5(30) — s(20)

30 —20
e) Die mittlere Anderungsrate von v in [10;30] ist
v(30) —v(10)  14,69..m/s

=2734...m/s,  2)2484.m/s,  3)2452.m/s, 4)2449..m/s.

- =0,734...m/s%
30— 10 205 0,734...m/s
Im Zeitraum [10; 30] steigt die Geschwindigkeit der U-Bahn pro Sekunde durchschnittlich um 0,734...m/s.
Oder: Die mittlere Beschleunigung der U-Bahn im Zeitraum [10; 30] ist 0,734... m/s?. |
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2. LOKALE ANDERUNGSRATE
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Arbeitsblatt — Steigungsmessung von Geraden »%/
)

CAH dieser Stelle bietet sich zur Wiederholung das Arbeitsblatt — Steigungsmessung von Geraden an.

Y
Arbeitsblatt — Differentialquotient —: MAT:::“:.ATIK
);

\Y FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Differentialquotient behandeln wir die folgenden Fragen:

Was ist die Linearisierung von f in einem Punkt auf dem Graphen?

Was ist die Sekante durch zwei Punkte A und B auf dem Graphen einer Funktion f?

Was ist die mittlere Anderungsrate von f in einem Intervall?

Was ist die Tangente in einem Punkt A auf dem Graphen?

Was ist die lokale Anderungsrate von f an einer Stelle zo?

Tangente

Zo 1 To 11 T

Welche Steigung hat die Funktion f mit f(z) = 22 an der Stelle x¢g = 1?7
Was ist die Ableitungsfunktion f’ von f?

f(z)

Was bedeutet Differenzierbarkeit geometrisch?

Wie kann eine Funktion nicht differenzierbar sein?

-2 -1 0 A 1 2
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Beispiel 2.1. Gegeben ist die Funktion f mit f(z) =4 22 -2 -2+ 3.
Der Graph von f verlduft durch die Punkte A = (z¢ | f(z0)) und B = (zo + h | f(xo + h)).

1) Ermittle die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B.
2) Ermittle die Steigung der Tangente im Punkt A.
3) Erstelle eine Gleichung der Ableitungsfunktion f’.
4) An welcher Stelle ist die Steigung der Tangente genau 07
An welchen Stellen ist die Steigung der Tangente positiv?
An welchen Stellen ist die Steigung der Tangente negativ?
5) Erstelle eine Gleichung der Tangente an der Stelle zy = 1.

Losung.

1) Wir ermitteln die Steigung der Sekante mit dem Differenzenquotienten:

f(zo+h)— flzg)  4-(xzo+h)?>—2-(xo+h)+3—(4-23—2-20+3)

(.To—l—h)—.%‘o h
47348 wg-h+4-h?—2a5—2-h+F—4-aF+2a5—-F
— : -
_h-B-ap+4-h-2) 8.mgt4-h—2

h

2) Wir ermitteln die Steigung der Tangente an der Stelle zp mit dem Differentialquotienten:
fl(.’E()) = lim (81’0+4h—2) :8'(E()—2
h—0

3) fl(zx)=8-z—2

1| Y
1 1 f 10
4) fllz)=0 <= 8 z2-2=0 <<= T =7
1 9
flz)>0 <= 8- z-2>0 < x> o
1
fz)<0 <= 8. 1-2<0 <+ T < 7
Die Tangente hat also an der Stelle % die Steigung 0. ®
Wenn x > % ist, dann ist die Steigung der Tangente positiv. °
Wenn x < i ist, dann ist die Steigung der Tangente negativ. 4
5) Die Steigung der Tangente an der Stelle 1 ist f/(1) =8-1—2 =6. 3
Der Punkt (1| f(1)) = (1| 5) liegt am Funktionsgraphen und damit auf der Tangente. 2
Damit berechnen wir eine Gleichung der Tangente: 1
x
y=6-(z—-1)+5 = y=6-z—1 -1 -050[/ 05 1 15 2
-1
|
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Beispiel 2.2. ﬁ Berechne die Ableitung der Funktion f(z) = ' = 1 an der Stelle ¢ # 0.

Warum nicht g = 07

Lisung. Steigung der Sekante durch die Punkte A = (g | f(z0)) und B = (xo + k| f(zo + h)):
f(ff()-ﬁ-h)_f(xo)_l'( 1 _1>:1.<$0—($0+h)): —h
To+h xo h (o +h)-xo h-(zo+h)-xo
v
(1‘0 + h) - o

h h

Steigung der Tangente an der Stelle z¢:

f/(xo) — }llim (_(1) — _iz =_1- va

=0 To+ h) -z x5

Die Ableitungsfunktion von f(z) = 2~ ist somit f'(z) = —1- 272 O

2

Ableitung von f(z) =~

FREU(N)DE

[Ubertrage die vorherigen Berechnungen auf die Funktion f(x) = 272

Beispiel 2.3. ﬁ Berechne die Ableitung der Funktion f(x) = +/z an der Stelle z > 0.

Lésung. Steigung der Sekante durch die Punkte A = (zo | f(2z0)) und B = (xo + h | f(xo + h)):

flxo+h) — f(xo) _ Vo +h — /T
h

h
= ( o + h = \/R) ' ( o + h + \/R) Rationalmachen des Zéhlers
h-(vVTo + B+ \/To) ‘
B (xo+h)—xo B 1
Ch-(Vmo+ h+ @) Vo + h+ T

Steigung der Tangente an der Stelle x:

(a—b)-(a+b)=a®—0b?

1 1
! = 1 =
f'(@o) hlg%) Vrg+h+rg 2-y/Zo

1
Die Ableitungsfunktion von f(z) = \/z = x2 ist somit f'(z) = =

1
2.z 2

X

o=
O

Ableitung von f(z) = ¥z

FREU(N)DE
Ubertrage die vorherigen Berechnungen auf die Funktion f(z) = ¢/z = x3.

Uberlege dir fiir die Berechnung, dass (a — b) - (a2 4+ a - b+ b2) = a® — b3 gilt.
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Schreibweisen g

=
In Biichern kannst du viele verschiedene Schreibweisen fiir den Differentialquotienten finden:

flzo+h) — flxo) _ lim f(zo + Az) — f(z0)
h Ax—0 Ax

Namensidnderung: h = Ax

/ 1
f (xo) = Algb

Wie rechts in der Skizze schreiben wir x = g + Ax.
»Az — 0“ heifit dann, dass sich x zur Stelle 2y hinbewegt.

Die beiden Schreibweisen

Az) — _
lim f(@o + Az) — f(z0) wd  lim f(z) = f(z0)
Az—0 Ax T—To T — X9

haben also die gleiche Bedeutung.

I . . - . o oodf
Fiir die Ableitungsfunktion f’ gibt es auch die Schreibweise s ,df nach dz* also f nach x abgeleitet.

x
Ist v(t) eine zeitabhingige Funktion (zum Beispiel die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢),
d

verwenden wir auch die Schreibweise 0(t) statt v'(¢). Es ist dann also v/ =0 = é .

N )
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Grenzwert einer Funktion an einer Stelle

Was ist mit dem Grenzwert einer Funktion f an der Stelle o genau gemeint?

Wenn wir lim f(z) = a schreiben, meinen wir:
T—xTo

Zu jeder Fehlertoleranz € > 0 finden wir ein § > 0 so, dass

a—e< f(x)<a+e

fir alle  in |xg — ;29 + 0] mit = # (. 5 5

Wenn lim f(x) = f(xo), dann ist die Funktion f stetig an der Stelle (.
Tr—rTo
Mehr dazu findest du auf dem Arbeitsblatt — Stetigkeit.
Diese Definition vom Grenzwert kommt beim Differenzieren auch formal zum Einsatz:

/ o gl@o+h)—glxo) . glx)— g(xo)
g ($0) B Ilzlir%) h B wILPHJ}o r — Xo

Beim Grenzwert h — 0 bewegt sich h also in einem Intervall |—4; 6, wobei h # 0 ist.

Deshalb diirfen wir auch durch h kiirzen, wenn wir 9(zo + h})L — 9(z0) vereinfachen.

N )
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O
Geometrische Interpretation von Differenzierbarkeit O MAT:::“:(A“K
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Wenn f an der Stelle zq differenzierbar ist, dann gibt es eine Zahl f'(z() mit folgender Eigenschaft:

Wir zeichnen die Gerade durch den Punkt A = (z¢ | f(zo)) mit
Steigung f'(z¢), also die Tangente im Punkt A.

]"\ r0)

Qeigund J

Zu jeder Fehlertoleranz € > 0 gibt es ein § > 0,  RRE L Lt
sodass der Graph von f im Intervall Jxg — 0; 29 + 4] ‘

ganz im rechts griin dargestellten Keil verlauft.

X0

ﬁ Formale Begriindung: f’(zg) = lim f(@) = flzo)

x—To T — T
= —£< w_ﬂ(%)<€ fiir jede Stelle z mit g — 6 < x < 29 +J und = # xo.
— Zo

Wir formen diese Ungleichungskette so um, dass in der Mitte f(x) stehen bleibt.

Beim Multiplizieren mit « — ¢ unterscheiden wir die Félle i) > z¢ und ii) = < xg.

i) (f'(x0) =) (x —mo) + flwo) < flz) < (f'(w0) +) - (x —x0) + f(z0)

fiir jede Stelle x mit xg <z < xg + 9

i) (f'(zo) =€) - (x—x0) + f(x0) > f(x) > (f'(20) +€) - (x — m0) + f(0)

fiir jede Stelle x mit g — § < & < xg

y = (f"(z0) —€) - (x — z0) + f(zo) bzw. y = (f'(z0) +¢) - (z — z0) + f(z0) sind
genau die Gleichungen jener Geraden, die den Keil oben und unten beranden.

Die Ungleichungen i) und ii) bedeuten also genau, dass der Graph von f

im Intervall Jzg — d;z0 + d[ ganz im oben griin dargestellten Keil verlauft.
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3. ABLEITUNGSREGELN

Arbeitsblatt — Ableitungsregeln »?/ MAT:'E;'\:\'AT'K

M FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Ableitungsregeln behandeln wir die folgenden Fragen:
Wie ermittelt man Ableitungen mit der Summenregel, Differenzregel und Faktorregel?

Wie ermittelt man Ableitungen von ...
e ... Polynomfunktionen?
e ... Potenz- und Wurzelfunktionen?
e ... Exponential- und Logarithmusfunktionen?

o ... Winkelfunktionen?

Wie ermittelt man Ableitungen mit der Produktregel, Quotientenregel und Kettenregel?

%

O
Ableitungen der elementaren Funktionen (f§ O MAT:‘E‘:T'A“K
/ 00 FREU(N)DE

Versuche mit GeoGebra, die Ableitungen der elementaren Funktionen grafisch nachzuvollziehen.

In der folgenden Abbildung siehst du zum Beispiel die Graphen der Funktionen f(z) = sin(z) und f’(x) = cos(x).
Wir wéhlen eine beliebige Stelle xg. Dann ist sin’(zg) — also die Steigung der Tangente an der Stelle zy — gleich

dem Funktionswert, cos(xo).
f(z) =sin (z) Yy
f'(z) = cos (z) 3
£(2:31) = —0.6

Der Punkt auf dem Graphen ist beweglich

An welchen Stellen ist die Steigung der Tangente gleich 07

)

Warum gilt die Faktorregel? MA'I'"I-‘I‘!ECI\:'ATIK

FREU(N)DE

Es ist m(x) = ¢- f(x). Warum gilt die Faktorregel m’(z) = ¢- f/(z)?
Wir berechnen die Steigung der Sekante durch A = (xg | m(zo)) und B = (xo + h | m(xo + h)):

m(zo +h) —m(zo) _ ¢ flao+h)—c-flzo) _  flzo+h)— flwo)

h h h

h—0 h—0
:Mn’(wo) ;f’(wo)

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt m’(zo) = ¢« f'(z9) an jeder Stelle zg.

= %
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Warum gilt die Summenregel? MAT:::“:'A“K
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Esist s(x) = f(z) + g(z). Warum gilt die Summenregel s'(z) = f'(x) + ¢'()?
Wir berechnen die Steigung der Sekante durch A = (x| s(zg)) und B = (20 + h | s(xo + h)):

s(xo+h) —s(xo)  flwo+h)+g(xo+h)—(f(wo) +g(x0))

h

h—0
;s’(wo)

f(zo+h) = f(zo) + g(wo + h) — g(x0)
h h
f,

h—0

1

(z0) g (o)

|

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt s'(xg) = f'(x0) + ¢'(x0) an jeder Stelle .

\_ /
Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit MAT:‘E‘:"'ATIK
/ FREU(N)DE
Wenn eine Funktion f an einer Stelle z( differenzierbar ist, dann gibt es eine Zahl f'(x¢) mit:
z) — f(x
foe) = 1im )= f )

T—>T0 T — X
Es gilt dann
xhjgo (f(z) = f(x0)) = IILHJ}O ((x — z0) - f'(2z0)) =0 f'(x0) =0,

also lim f(x) = f(x). Die Funktion ist somit auch stetig an der Stelle z.
T—x0

= %

Warum gilt die Produktregel? MAT:‘E‘:I\:'ATIK

FREU(N)DE

Es ist p(z) = a(z) - b(x). Warum gilt die Produktregel p'(z) = do'(z) - b(z) + a(z) - V' (x)?
Wir berechnen die Steigung der Sekante durch A = (x¢ | p(xo)) und B = (xo + h | p(xo + h)):
p(xo +h) —p(xo)  a(zo+h)-b(xo + h) — alxo) - b(wo)

- Wir fiigen eine ,kluge Null®“ hinzu.

h h

_a(zo+h)-b(xo+h) —alzg)  blag +h) B alxg) - blzg +h) —a(zg) - b(ao)

B h h

_ a(IO + h) B a(IO) . b(lﬁo + h) + CL(IQ) . b(IO + h) - b(zO)

h h
Erkldre, warum daraus p'(zg) = a'(z¢) - b(xo) + a(zo) - b'(zg) folgt.
~ J
‘Was steckt hinter der Kettenregel? MAT:.EC'\:.AT'K
FREU(N]DE
Wenn k(x) = f(g(m)) iSt7 dann gllt Wir fiigen eine , kluge Eins“ hinzu.
K(wo + h) — k(wo) _ flg@o + ) = flglae)) _ flgl@o +h) = flglaw))  gloo+ h) — gleo)
h h g(xo +h) — g(zo) h

Steigung einer Sekante Steigung einer Sekante

von f an der Stelle g(zo) von g an der Stelle zg
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 3.1. Die Funktion f mit

ist der Quotient der beiden Funktion a(x) = In(z) und b(x) = 22. Die Ableitungsfunktion ist also

L.g?2 —In(z)-2-2

fl(ﬂﬁ) =z (xQ)z

Wir koénnen die Ableitungsfunktion noch vereinfachen:

f,(x):x—2-3i~ln($) :m~(1—24-1n(x)) _ 1—2~1n(:1c).

x T 3

Beispiel 3.2. Die Funktion k(z) = e*? ist eine Verschachtelung der folgenden Funktionen:

3oz = 4g(xr)=3
Auflere Funktion: f(y) = eV =  fl(y) =¢Y

Innere Funktion: g(z)

Thre Ableitung kénnen wir also mit der Kettenregel berechnen:
be) =7 = flg(z) = K(2) = o) g'(z) = ¥ 3. 0
Beispiel 3.3. Bei der Funktion k(z) = sin(2? — 1) wird eine quadratische Funktion in die Sinusfunktion eingepackt:

Quadratische Funktion Sinusfunktion .
T 22— 1+ sin(z? — 1)

Die quadratische Funktion ist die innere Funktion und die Sinusfunktion die duflere Funktion:

Innere Funktion: g(:(;) =22-1 = g’(gg) =92.0
AuBlere Funktion: f(y) =sin(y) == f'(y) = cos(y)

Die Ableitung der zusammengesetzten Funktion konnen wir mit der Kettenregel berechnen:

ka) =sin(@® —1) = f(g(a) = K(2)=F(9(a)-¢'(@) = cos(@® ~1)-2 @ 0

Von auflen nach innen auspacken ' MAT"““::“:'A“K

. FREU(N)DE

Es kommt darauf an, in welcher Reihenfolge Funktionen verschachtelt werden. Die Funktionen
a(x) = sin(z?) und b(z) = sin®(z) = (sin(z))?
wurden in verschiedener Reihenfolge verschachtelt:

a: T

QQuadriereH xz }Sinusfunktion sin(xz) b 'M) Sin(l’) ,M} (Sin(x))Q

Packen wir mit der Kettenregel die Schachteln von auflen nach innen aus, erhalten wir

a'(z) = cos(z?)-2-2 =2z - cos(z?) und b (z) =2 (sin(z)) - cos(x) = 2 - sin(x) - cos(z)

N )
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 3.4. Die Funktion k& mit
k(z) = sin ( x? + 1)
entsteht von innen nach auflen durch Verschachtelung der Funktionen

Polynomfunktion Wurzelfunktion / Sinusfunktion .
SL"—>I‘2+1}—> m2+1>—>sm< .’172+1)

Bei dieser Aufgabe sind also 3 Funktionen ineinander verschachtelt:

Innerste Funktion: h(z)=2>+1 = H(z)=2-=x
Mittlere Funktion:  g(y) = \/y = J'(y) = 2,3/5
Auferste Funktion: f(z) =sin(z) == f/(z) = cos(z)

Die gegebene Funktion k ist die Verschachtelung dieser 3 Funktion:
k@) =sin (Va2 +1) = f (Va2 +1) = f(g(a® +1)) = f(g(h()))

Wir verwenden die Kettenregel beim Ableiten zweimal hintereinander:
!
K'(z) = cos <\/x2 + 1> : (\/902 + 1)

Cos < 2 4 1>

L @ty
2-Va?z+1

a:~cos( z2+1)

1
= cos x2+1>-7-2~x:
< 2.2+ 1 x?+1

” MATHEMATIK
A
Die Exponentialfunktion (mit Basis e) ist die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion (mit Basis e). Deshalb
gilt fiir a > 0:

Exponential- und Logarithmusfunktion

a = eln(a)

Mit den Rechenregeln fiir Potenzen definieren wir die Exponentialfunktion mit Basis a > 0:

f({L‘) —q% = ew‘ln(a)

N )

macht
FREU(N)DE

Exponential- und Logarithmusfunktion ableiten - MATHEMATIK

Die Ableitung der Exponentialfunktion f(x) = a® ist f’(x) = In(a) - a®.

x

Kannst du das mit ()’ = e” und den Ableitungsregeln erkléren?

1

Die Ableitung der Logarithmusfunktion g(z) = log,(x) ist ¢'(x) = 2 In(a)
z-In(a

Kannst du das mit (In(z)) = %, der Regel log,(z) = % und den Ableitungsregeln erkliren?

N )

12


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE

KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

4. KURVENUNTERSUCHUNGEN

Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen I

differenzierbaren Funktion im Intervall [a;]?

g(z)

—,)% MATHEMATIK
Auf dem Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen I behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie berechnen wir den grofiten Funktionswert und den kleinsten Funktionswert einer

macht

M FREU(N)DE

Ui
Lmax

@ = Tmax

Was ist das Monotonieverhalten einer Funktion?

Wie hilft f’ beim Ermitteln des Monotonieverhaltens von f7

Was sind Extrempunkte und Sattelpunkte einer Funktion?
Wie hilft f’ beim Ermitteln der Extrempunkte und Sattelpunkte von f7
o

<

Beispiel 4.1. Berechne den kleinsten und den grofiten Funktionswert der Funktion f mit

flx)y=2*-3-2
im Intervall [0;2].

Lésung. Die Ableitung ist f/(x) =3-22 -3

Wir berechnen die Nullstellen der ersten Ableitung:

flz)=0 <<= 3.2°-3=0 <+ 2*=1
Im Intervall [0;2] ist also x = 1 die einzige Stelle mit

einer waagrechten Tangente.

Es gilt f(0) =0, f(1) = —2 und f(2) =2.

Der kleinste Funktionswert ist also —2.

Der groite Funktionswert ist also 2.

13
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen II A\%\ MAT:::“:'A“K

Y FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Kurvenuntersuchungen II behandeln wir die folgenden Fragen:
Was ist die 2. Ableitung von f7 Wie ermittelt man hohere Ableitungen von f?7

Was ist das Kriimmungsverhalten einer Funktion?

Wie hilft f” beim Ermitteln des Kriitmmungsverhaltens von f?

Was sind Wendepunkte einer Funktion?
Wie hilft f” beim Ermitteln der Wendepunkte von f?

T

= %

Fundamentalsatz der Algebra g MAT:ih:.ATlK

FREU(N)DE

=
Jede Polynomfunktion vom Grad n hat hdchstens n reelle Nullstellen.

Jede Polynomfunktion vom Grad n hat genau n Nullstellen, wenn man Folgendes beachtet:

1) Nullstellen kénnen auch komplexe Zahlen sein.

Zum Beispiel: f(z) =22 +1

Die komplexen Zahlen z; =4 und xo = —i sind Nullstellen von f.

2) Nullstellen kénnen auch mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

Zum Beispiel: g(x) = (z+1)-(x —=2) - (z —2) =2 -3-22 +4

Die Funktion g hat eine doppelte Nullstelle bei x = 2

und eine einfache Nullstelle bei x = —1.

Polynomfunktionen differenzieren

FREU(N)DE

f ist eine Polynomfunktion vom Grad n > 2. Welchen Grad hat f’? Welchen Grad hat f?
Erklére, warum eine Polynomfunktion von Grad 42 hochstens 41 Extremstellen haben kann.

Erklare, warum eine Polynomfunktion von Grad 5 hochstens 3 Wendestellen haben kann.
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 4.2. Der Graph der Funktion f mit

flxy=2®-6-22+9 -2+ 1.

soll ohne Technologieeinsatz skizziert werden. Dazu 16sen wir zuerst die folgenden Aufgaben:

a)

Berechne die Extrempunkte von f. Ermittle das Monotonieverhalten von f.

b) Berechne den Wendepunkt von f und eine Gleichung der Wendetangente.
Ermittle das Kriitmmungsverhalten von f.
6| f(z)
Lésung. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen von f: 5 H
flx)=3-22—12-2+9 4
w
f(x)=6-z—12 3
() =6 i
! T

a)

b)

—10[1234

Jene Stellen, an denen die Tangente waagrecht ist, sind Kandidatinnen fir lokale Minima und Maxima. Wir suchen
deshalb nach den Nullstellen der ersten Ableitung:

fl(x)=0 <<= 3.2°-12.24+9=0 <= a1=1, 20=3

Aus f/(1) =0 und f”(1) = —6 < 0 folgt, dass an der Stelle x = 1 ein lokales Maximum vorliegt.
f' andert an der Stelle z = 1 das Vorzeichen von + auf —. Unmittelbar links von & = 1 wéchst f. Unmittelbar rechts davon fallt f.

Der Funktionswert an dieser Stelle ist f(1) = 5. Der Punkt H = (1 | 5) ist ein lokales Maximum.

Aus f/(3) =0 und f”(3) =6 > 0 folgt, dass an der Stelle z = 3 ein lokales Minimum vorliegt.
Der Funktionswert an dieser Stelle ist f(3) = 1. Der Punkt 7' = (3 | 1) ist ein lokales Minimum.

Monotonieverhalten: Die Funktion f ist in den Intervallen |—oo;1][ und ]3; 00| streng monoton wachsend und im
Intervall ]1;3[ streng monoton fallend.
Fiir die Suche nach Wendepunkten berechnen wir die Nullstellen von f”:

ffz)=0 <<= 6-2-12=0 <+ a=2

Aus f”(2) =0 und f(2) = 6 > 0 folgt, dass das Vorzeichen von f” an der Stelle z = 2
von — auf 4+ wechselt. f hat an der Stelle x = 2 also eine Wendestelle.
Der Funktionswert an dieser Stelle ist f(2) = 3. Der Punkt W = (2 | 3) ist also ein Wendepunkt.

Die Wendetangente verlduft durch W und hat dort die Steigung &k = f'(2) = —3.
Eine Gleichung der Wendetangente ist also y = —3 - = + 9.

Kriimmungsverhalten: Die Funktion f ist im Intervall |—oo;2[ negativ gekriimmt und im Intervall ]2; o[ positiv

gekrimmt. O
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Pathologische Beispiele MATHEMATIK
macht

f FREU(N)DE

Bei einem Sattelpunkt denken wir zuerst an einen Punkt

so wie in den Bildern rechts.

Tatséchlich kann aber auch jede Umgebung vom Sattelpunkt (xg | f(zo)) auf beiden Seiten sowohl grofere

Funktionswerte als auch kleinere Funktionswerte als f(x) enthalten.

Ein solches pathologisches Beispiel ist die Funktion f mit

; f(z)
zt-sin (L), fallsz #0.
o =4 (=) e {\ﬂ "I
R alls r = U. n 15
-0l04 q@ 0 %id 0.4 .
Die Funktion f ist iiberall differenzierbar: Rechne nach.
=5E-7
423 sin (%) — 22 - cos (%)7 falls = #£ 0.
fl(x) = -1E6 U

0, falls z = 0.

1) Erklare, warum f in jedem Intervall |0; e[ mit € > 0 sowohl positive Funktionswerte

als auch negative Funktionswerte hat.

2) Erkldre, warum f in jedem Intervall ]—¢; 0] mit € > 0 sowohl positive Funktionswerte

als auch negative Funktionswerte hat.

Der Punkt (0 | 0) ist also weder ein Hochpunkt noch ein Tiefpunkt von f, sondern ein Sattelpunkt.

Beim folgenden Beispiel tduscht auch der erste Blick:

51 9(x)
Die rechts dargestellte Funktion g ist im Intervall [1; 4] konstant und g
.. . . 2
iiberall differenzierbar.
Es gilt ¢’(z) = 0 fiir jede Stelle z in [1;4]. /
T

-1 0 1 2 3 4 5 6
1) Erkldre, warum g an jeder Stelle in ]1;4] ein lokales Minimum hat.
2) Erkldre, warum g an jeder Stelle in [1;4[ ein lokales Maximum hat.
Die Funktion ¢ hat im Intervall [1;4] also keine Sattelstelle.

o /
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

5. STEIGUNGSWINKEL UND SCHNITTWINKEL

Steigungswinkel einer linearen Funktion -

Erklédre, warum die lineare Funktion

f(@) =k -2+ d den Steigungswinkel
a = arctan(k)

hat.
1 Der Steigungswinkel « ist im Intervall |—90°;90°[.

MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

X

/

Links siehst du einen positiven Winkel a. Rechts ist ein Winkel v < 0 dargestellt.

\

\

Winkel messen wir wie am Einheitskreis in mathematisch positiver Orientierung, also gegen den Uhrzeigersinn.

Wenn a < 0 ist, dann nennt man |a| auch Neigungswinkel.

Steigungswinkel von f an der Stelle g -

Wenn wir vom Steigungswinkel einer Funktion f an der Stelle zy sprechen, dann Y
meinen wir damit den Steigungswinkel der Tangente im Punkt (z¢ | f(z0)). f

Erklédre die folgende Formel fiir den Steigungswinkel «:
a = arctan (f'(xzo)).

Wenn f/(x¢) > 0 ist, dann ist a > 0.
Wenn f'(x0) = 0 ist, dann ist o = 0.

MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

Wenn f/(x0) < 0 ist, dann ist « < 0. E
Lo
g /

Beispiel 5.1. An welchen Stellen hat die Funktion f(z) =322 — 11 -2+ 2 den Steigungswinkel 45°?

Losung. Der Steigungswinkel 45° entspricht einer Steigung von tan(45°) = 1.
Wir suchen also nach allen Stellen g, an denen f'(zg) = 1 gilt.
Die Ableitung ist f/(x) =6 -2z — 11, also

6-29g—11=1 <<= x9=2.

Die Funktion hat nur an der Stelle 2y = 2 den Steigungswinkel 45°.
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 5.2. Die Tangente im Punkt A = (1| f(1)) ist eingezeichnet. Berechne f(1).

Losung.
\ Y

Es ist tan(30°) = % = 0,577... eine positive Zahl. 3 w

Die Steigung an der Stelle 1 ist aber negativ.

Tatsédchlich betrigt die Steigung

(1) = tan(—30°) = —tan(30°) = —0,577....

oo 1 2\ 3

. . s s . TIK
‘Winkel zwischen zwei linearen Funktionen MAT:::I\:(A
FREU(N)DE

Zwei lineare Funktionen haben die Steigungswinkel a bzw. 3, wobei a > f gilt.

Erklare, weshalb die Graphen den (positiven) Winkel ¢ = o — 8 einschlielen.

/ N
- J

Schnittstellen und Schnittwinkel MATn‘:aEc“r?tATIK
FREU(N)DE

Schneiden die Graphen zweier Funktionen f und g einander an der Stelle xg, dann gilt:

F(zo) = g(xo0)

Wir zeichnen im Schnittpunkt S die beiden Tangenten ein.

Rechts ist der Schnittwinkel ¢ von f und g an der Stelle x( eingezeich-
net.

Erklére:

Wenn f'(x0) > ¢'(zo) ist, dann ist der Schnittwinkel

¢ = arctan (f/(z¢)) — arctan (g’(xo)).

»GroBerer Steigungswinkel minus kleinerer Steigungswinkel®

Der Schnittwinkel ¢ liegt also im Intervall [0°;180°].

Zo

In manchen Biichern wird ¢ auch als Schnittwinkel der Tangenten definiert. Dann ist der Supplementirwinkel 180° — ¢ auch richtig.
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 5.3. In der Skizze dargestellt sind die Graphen der Funktionen f und g mit

1 3
f(a?):Z-mQ und g(m):—1~x2+4

dargestellt.

1) Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte S; und So.

2) Zeichne den Schnittwinkel zwischen f und g im

Schnittpunkt Sy ein und berechne dessen Betrag. Sy

Lésung.

1) Die Schnittstellen sind die Losungen der Gleichung
1
flx)=9g(z) <<= Z~x2:f%-x2+4 — 2?=4
Die Schnittstellen befinden sich also bei 1 = —2 und z5 = 2.

Wegen f(—2) =1 und f(2) = 1 haben die Schnittpunkte die Koordinaten

S1=(-2|1) bzw. S;=(2]1).

2) Die Ableitungsfunktionen sind
1
fl(z) = 7 bzw. ¢'(x) = —g - .

Die Steigungswinkel betragen also

a = arctan(f’(2)) = 45° bzw.

3 = arctan(g’(2)) = —71,56...°.

Der Schnittwinkel ¢ zwischen den beiden Funktionsgraphen im Schnittpunkt Sy ist

@ = 45° — (—71,56...°) = 116,56...°. 0
O
Technologieblatt — Kurvenuntersuchungen ¢§ O MAT:.E':I\:‘A“K
/ 0.0 FREU(N)DE
» Algebra X Grafik X

Funktion y
® f(x) = In(2x+6)

® g(x) =€ )
Auf dem Technologieblatt — Kurvenuntersuchungen findest du .P:'\"ftw 60293, 1.99957) A

. . = _I s o 1

eine Einfiihrung zu Kurvenuntersuchungen in GeoGebra. ® 8= 240615, 00089 |5 |8
—— T
-7 2 10 1 2

1

;
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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — DIFFERENTIALRECHNUNG

6. UMGEKEHRTE KURVENUNTERSUCHUNGEN

Beispiel 6.1. Die Funktion f mit f(z) =4-2%+b-22—6-2+7 dndert an der Stelle x = —1 ihr Monotonieverhalten.

1) Berechne den Koeffizienten b.

2) Begriinde, ob f an der Stelle z = —1 ein lokales Minimum oder Maximum hat.
Losung.
flx)=12-2°+2-b-2 -6 = f'(x)=24-2+2-b

1) f'(-1)=0 = 12-2:b-6=0 = b=3
2) f"(-1)=-244+6=-18<0 = f hat ein lokales Maximum an der Stelle z = —1. O

Beispiel 6.2. Die Funktion f mit f(z) =a- 2%+ 3% 2% + 1 #ndert an der Stelle z = 4 ihr Kriimmungsverhalten.

1) Berechne den Koeffizienten a.

2) Begriinde, ob f an der Stelle z = 4 von negativer Kriimmung auf positive Kriimmung wechselt oder umgekehrt.

Liosung.
6 6
f’(m)=3'a~x2—|—3—2-x — f”(l‘)=6'a'$+§ — fm(x)ZG-a
1) f/4)=0 = 24-a+2=0 = a=—14
2) f"(4) = 71%8 <0 = f wechselt an der Stelle x = 4 von positiver auf negative Kriitmmung. a
Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen O O MAT:::“:'A“K
f O ®, FREU(N)DE

» CAS X

f(x):=a*x"\3+b*x"2+c*x+d
1

. . . . - f(x) ;=ax*+bx*+cx+d
Wenn mehrere Koeffizienten einer Polynomfunktion unbekannt sind, ) L

) o . o ) f(3)=-2
iibersetzen wir die Informationen in ein lineares Gleichungssystem. 2 27a+9b+3 ctd=—2
, 28
Dieses lineare Gleichungssystem konnen wir entweder héndisch oder mit » —8a+4b—2¢+d=5
Technologieeinsatz 16sen. 4 f0=0
~+3a+2b+c=0
. £(4)=0 i
Auf dem Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen findest 5 "

-+ 24a4+2b=0
{82, 83, 84, $5}

° A U
Lose: a= 80° —20,C—

N )

du Erkldrungen, wie man solche Aufgaben mit GeoGebra 16sen kann.
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7. PHYSIKALISCHE ANWENDUNGSAUFGABEN

MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

Momentane Anderungsrate

Bei zeitabhéangigen Funktion f(¢) wird der Differentialquotient

£ (to) ist Steigung der Tangente an der Stelle tq.

auch als momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt ¢, bezeichnet.

Léaufst du mit einer konstanten Geschwindigkeit von v = 3m/s, dann legst du in ¢ Sekunden insgesamt 3 - ¢ Meter
zuriick. Allgemein ist bei einer konstanten Geschwindigkeit v der nach ¢ Zeiteinheiten zuriickgelegte Weg eine lineare
Funktion mit Steigung v:

s(t)=v-t

Beispiel 7.1. Lies die konstante Geschwindigkeit der beiden Personen aus dem Diagramm ab:

, s1(t), so(t) in m
. Asy 2m
o Die Stei ist =28 — 250 9 /s.
6 ’ ie Steigung von s; ist — s m/s
5
ASQ 3m
Die Stei ist — =—=1,5 .
4 e Steigung von sp ist — P ,5m/s
3
2 Die beiden Personen bewegen sich also mit den
1 konstanten Geschwindigkeiten 2m/s bzw. 1,5m/s.
tins
0 1 2 3 4 5

Konstante Geschwindigkeit
macht
- FREU(N]DE
1) Erklire, warum die momentane Anderungsrate der obigen Weg-Zeit-Funktionen zu jedem Zeitpunkt genau die

konstante Geschwindigkeit der Person ist. Kurz:
sh(t) =y und s5(t) = va.

2) Eine dritte Person bewegt sich ebenfalls mit konstanter Geschwindigkeit, mochte aber weder am langsamsten

noch am schnellsten sein. Zeichne oben einen moglichen Graphen von s3 ein.

)

Momentangeschwindigkeit MAT:;":'A“K
f - FREU(N)DE

Bei der rechts dargestellten Weg-Zeit-Funktion s werden in gleich langen s(t)

Zeitrdumen nicht immer gleich lange Strecken zuriickgelegt.
Die Geschwindigkeit ist also nicht konstant.

Zu welchem Zeitpunkt ist die Momentangeschwindigkeit grofler:
Zum Zeitpunkt ¢t = 1 oder zum Zeitpunkt ¢ = 27 Woran erkennst du das? 14
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Was bedeutet Momentangeschwindigkeit? MAT:::“:'A“K

FREU(N)DE

Tatsachlich ist die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt to genau v(to) = s’(to).
Dieser Zusammenhang stimmt mit unserer Intuition {iberein, aber ist nicht offensichtlich.

Wir geben jetzt eine mathematisch exakte Erklarung dafiir.

Die Tangente im Punkt P = (tq | s(tp)) hat die Steigung s'(to).
Wir legen durch P eine Gerade mit Steigung vy > s'(tp) und eine Gerade mit Steigung vy < s'(t):

Dann gibt es einen Zeitraum um tg, in dem der Graph von s zwischen den beiden Geraden verlduft (siehe S. 8)

Stellen wir uns vor, wir fahren mit einem Auto auf der mittleren von drei Fahrspuren.
Unsere Fahrt wird durch die Weg-Zeit-Funktion s beschrieben.

Zum Zeitpunkt ty befindet sich auf der rechten Fahrbahn auf gleicher Hohe ein Auto, das mit konstanter Ge-
schwindigkeit v1 < §'(tg) fahrt.

Die geometrische Eigenschaft garantiert, dass wir das rechte Auto augenblicklich iiberholen.

Auf der linken Fahrbahn hingegen befindet sich auf gleicher Héhe ein Auto, das mit konstanter Geschwindigkeit
Vg > Sl(to) fahrt.

Die geometrische Eigenschaft garantiert, dass uns das linke Auto augenblicklich iiberholt.

Das gilt fiir alle Zahlen vy und ve mit vy < §'(tg) < vs. s'(to) ist die einzige Zahl mit dieser Eigenschaft.
Also ist §'(tp) genau die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢g.
Mittlere Geschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit ? MAT:::“:.ATIK
(e e FREU(N)DE

Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitraum [to;¢;] ist

s(t1) — s(to)  zuriickgelegter Weg
t, — to ~ bendtigte Zeit

also die mittlere Anderungsrate von s im Zeitraum [to; ¢1].

Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt g ist
v(to) = 8'(to),

also die momentane Anderungsrate von s zum Zeitpunkt t.
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Geschwindigkeit-Zeit-Funktion

Die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion s ist die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v:

v(t) = §'(t)

Beispiel 7.2. Der Graph einer Weg-Zeit-Funktion s ist dargestellt.

14|8(t) inm

s(t) ... zuriickgelegter Weg (in m) zum Zeitpunkt ¢ (in s) 12
11
10
a) Ermittle den zuriickgelegten Weg im Zeitraum [1s;3s]. 9
8
7
b) Ermittle die mittlere Geschwindigkeit im Zeitraum [1s;3s]. 6
5
4
¢) Ermittle die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1s. 3
2
! S tins
0 /0’;/ 1 15 2 25 3
Losung.
a) Der zuriickgelegte Weg betrégt s(3) — s(1) = 14m — 2m = 12m.
b) Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitraum [1s;3s] betrigt
s(3) —s(1) 12m
= =6 .
31 g5~ om/s
c) Die gesuchte Momentangeschwindigkeit ist die Steigung der Tangente an der Stelle ¢t = 1:
4
v(1) = /(1) = —= = 4m/s. O
1s
Konstante Beschleunigung MATHEMATIK
p C_ Dt
Ein Auto beschleunigt in 5 Sekunden von 0 m/s auf 30 m/s. Wenn die Beschleu- g0 | V(1) inm/s
nigung konstant ist, dann wird das Auto also pro Sekunde um 6 m/s schneller. 25
Kurz: Die Beschleunigung betrigt a = 6 m/s%. 2
Allgemein ist bei einer konstanten Beschleunigung a die Geschwindigkeit v nach 15
t Zeiteinheiten eine lineare Funktion mit Steigung a: 10
5
v(t)=a-t tins
0 1 2 3 4 5 6
Bei konstanter Geschwindigkeit v gilt s'(t) = v. Bei konstanter Beschleunigung a gilt v'(¢) = a.
Je stdrker v an der Stelle tg ansteigt, desto groBer ist die Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt tg.

\
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Mittlere Beschleunigung und Momentanbeschleunigung ” MAT:::T'A“K
; FREU(N)DE

Die mittlere Beschleunigung im Zeitraum [to; 1] ist

v(t1) —v(to)  Geschwindigkeitsinderung

)

t1 —to benétigte Zeit

also die mittlere Anderungsrate von v im Zeitraum [to;t1].

Die Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt ¢( ist

a(to) = ’U,(t())7

also die momentane Anderungsrate von v zum Zeitpunkt g.

Beschleunigung-Zeit-Funktion

Die Ableitung der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist die Beschleunigung-Zeit-Funktion a:

a(t) =v'(t) = s"(t)

Beispiel 7.3. Der Graph einer Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist dargestellt.

olv(t) inm/s
9
v(t) ... Geschwindigkeit (in m/s) zum Zeitpunkt ¢ (in s) .
7
a) Ermittle die absolute Anderung von v im Zeitraum [0s; 3 s]. o
5
b) Ermittle die mittlere Beschleunigung im Zeitraum [0s; 3s]. 4 v
3
c) Ermittle die Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 7. A
1
tins

Losung.

a) Die Geschwindigkeitsinderung betrigt v(3) — v(0) =8 —3 =5m/s.
b) Die mittlere Beschleunigung im Zeitraum [0s; 3 s] betragt

v(3) —v(0) 5m/s 9
= =1 .
50 35 ,666...m/s

c) Die Momentanbeschleunigung ist die Steigung der Tangente an der Stelle ¢t = 7:

a(7) ='(7) = 0m/s%. O
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Beispiel 7.4. Der von einem Auto zuriickgelegte Weg s ldsst sich in einem Abschnitt ndherungsweise durch folgende

Funktion beschreiben:
s(t)z—i-t4+1-t3+t2+8~t
24 3

t... Zeit in Sekunden, 0 <t < 3
s(t) ... zuriickgelegter Weg nach der Zeit ¢

Berechne jene Zeitpunkte im Zeitraum [0s;3s], an denen die Momentanbeschleunigung des Autos maximal bzw.
minimal ist.
Lésung. Die Gleichung der zugehorigen Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist
o(t) = §'(t) = f% 42+ 8.
Die Gleichung der zugehérigen Beschleunigung-Zeit-Funktion a ist
a(t) =v'(t) = —% 242

Wir berechnen die Stellen von a, an denen die Tangente waagrecht ist:

dt)=0 <<= —t+2=0 <= t=2s
Wir berechnen die Funktionswerte an den Rdndern und fir ¢t = 2s:

a(0) =2m/s*, a(2) =4m/s?, a(3)=3,5m/s*

Die Momentanbeschleunigung ist nach 2 Sekunden maximal (lokales und globales Maximum) und nach 0 Sekunden

minimal (Randminimum). O
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8. OPTIMIERUNGSAUFGABEN

MATHEMATIK

Arbeitsblatt — Optimierungsaufgaben i

-

FREU(N)DE

Die links dargestellten Zylinder
haben alle das gleiche Volumen.
Welcher hat die kleinste Oberflache?

Auf dem Arbeitsblatt — Optimierungsaufgaben findest du solche Aufgabenstellungen,

die wir mithilfe der Differentialrechnung jetzt auch exakt 16sen kénnen.

J

Optimierungsprobleme auf offenen Intervallen $7 MATHEMATIK

macht

-

H FREU(N)DE
Wir betrachten die Funktion f mit 1 )f
6
fo)=o—142 ;
€z 4
auf dem offenen Intervall ]0; 10]. 3
Nimmt f in ]0; 10] einen kleinsten Funktionswert an? 2
Nimmt f in ]0; 10 einen gréften Funktionswert an? ! -

Die Funktion f ist im Intervall ]0; 10[ differenzierbar:
9
f@)=z—-4+9-27! = f’(x):1—9‘m_2:1—;
Wir suchen alle Stellen in ]0; 10[, an denen die Tangente an f waagrecht ist:
9
fllz)=0 <= I-5=0 < =9 <= x;=3, (za=-3)

Es gilt f(3) = 2, aber diesmal kénnen wir nicht beide Funktionswerte am Rand berechnen:

Wenn wir uns von der linken Seite an die Stelle 10 herantasten, existiert ein Grenzwert:
lim f(z) = 10—4—{-g =6,9
z—10— 10

An der Stelle x = 0 ist f aber nicht definiert.
Wenn wir uns von der rechten Seite an die Stelle 0 herantasten, wird % unbegrenzt grofi.

Genau gesagt: Zu jeder noch so groSen Zahl M gibt s cin e > 0, sodass f(z) > M fiir alle @ in ]0; [ gilt.
Wir schreiben dafiir: xl—iH)1+ f(z) =00 Mehr zu solchen Grenzwerten findest du auf dem Arbeitsblatt — Stetigkeit.
Der kleinste Funktionswert von f in ]0; 10[ ist also f(3) = 2.
Die Funktion f hat keinen grofiten Funktionswert in ]0; 10[.
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9. MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel 9.1. Der Tunnel Kaisermiihlen hat die Lange 2150 m.
Ein Auto benétigt 94 s zur Durchfahrung des Tunnels.

1) Berechne die mittlere Geschwindigkeit des Autos im Tunnel in km/h.
2) Begriinde, warum die Momentangeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt wihrend der Durchfahrung groer als 80 km /h

gewesen sein muss.

Losung.

1) Wir berechnen die mittlere Geschwindigkeit (1m/s = 3,6 km/h):

2150 m
94s

2) Die Momentangeschwindigkeit kann nicht zu jedem Zeitpunkt kleiner als die mittlere Geschwindigkeit 82,34... km/h

=2287...m/s = 82,34...km/h

sein. O

Y
Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Differentialrechnung )1 MAT:::'\:'A"K

K M FREU(N)DE

Wenn f eine differenzierbare Funktion ist, dann gibt es in jedem

Intervall [a;b] eine Stelle s mit:

f(b) — f(a)

flo) = ==

Mehr dazu findest du auf dem
Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
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Beispiel 9.2. In der Abbildung ist der Graph der Weg-Zeit-Funktion s(t) = 0,3 - t* dargestellt.

s(t) in km
1) Berechne die mittlere Geschwindigkeit in km/h im Zeitraum "
[1h;3h]. 8
2) Berechne jenen Zeitpunkt im Intervall [1h;3h], an dem die Mo- 6
mentangeschwindigkeit mit der mittleren Geschwindigkeit tiber- 4
einstimmt. )
Veranschauliche die Ergebnisse in der Abbildung. tinh
0 05 1 15 2 25 3

Losung.

1) Der zuriickgelegte Weg im Zeitraum [1h; 3h] betriagt s(3) — s(1) = 7,8 km.
Die mittlere Geschwindigkeit ist also %ﬁm = 3,9km/h.

2) Esist v(t) = s'(t) = 0,9-t2. Die Gleichung v(¢) = 3,9 hat die Losungen ¢; = 2,081...h und (¢, = —2,081...h). Nach
rund 2 Stunden und 5 Minuten stimmt also die Momentangeschwindigkeit mit der mittleren Geschwindigkeit im
Zeitraum [1h; 3] iiberein. O

MATHEMATIK

Monotonieverhalten Eat

1)

2)

3)

FREU(N)DE

Die folgenden Eigenschaften erscheinen klar. Tatsdchlich sind sie Konsequenzen aus dem Mittelwertsatz.

Angenommen f'(x) > 0 fiir alle x in [a; b].
Dann ist f ist streng monoton wachsend auf [a; b].
Erklarung:

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung garantiert (mindestens) eine Stelle s im Intervall [a; b] mit:

/ f(b) = f(a)
Fis) == —

Die linke Seite ist laut Annahme positiv, also muss auch die rechte Seite positiv sein.

Da a < b ist, muss damit auch f(a) < f(b) sein.

Mit dem gleichen Argument gilt fiir alle Stellen x,y € [a;b] mit = <y, dass f(x) < f(y).
Also ist f ist streng monoton wachsend auf [a; b].

Angenommen f’(z) < 0 fir alle x in [a;b].

Erklare, warum die Funktion f streng monoton fallend auf [a; ] ist.

Angenommen f’(z) =0 fir alle x in [a;b].

Erkldare, warum f konstant auf [a; ] ist.
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10. NEWTONSCHES NAHERUNGSVERFAHREN

Arbeitsblatt — Newtonsches Ndherungsverfahren

IRV ATHEMATIK

macht

Auf dem Arbeitsblatt — Newtonsches Nidherungsverfahren behandeln wir die folgenden Fragen:

Gesucht sind die Losungen einer Gleichung,

zum Beispiel die Nullstellen einer Funktion.

Wie kann das Bisektionsverfahren dabei helfen,

»
M FREU(N)DE

die Losungen naherungsweise zu ermitteln? /

Wie kann das Newtonsche Naherungsverfahren dabei helfen,

die Losungen naherungsweise zu ermitteln?

\

Beispiel 10.1. Die Funktion f mit f(z) = 2% — 2.2 — 5 hat genau eine reelle Nullstelle.

Berechne diese Nullstelle ndherungsweise. (Newton-Startwert: x; = 2)

Lisung. f(zx)=2°*—-2-2-5 = f/(z)=3-22 -2

f(z1)
= — =21
LY
25 = 2o — T2 5 09456
f'(x2)
T4 = T3 — f,(x?’) —2,09455... O
[ (x3)
Beispiel 10.2. Die Gleichung 2 -2 -In(z) =1 hat genau eine Losung.
Berechne diese Losung ndherungsweise. (Newton-Startwert: x; = 1)
Lésung. f(z)=2-z-In(z)—1 = f(z)=2-In(z)+2-z-1=2.In(z) +2
f(z1)
=z — =15
T EY
T3 = g — f,m) — 1,4230
f'(x2)
PP (G N TSE O
[ (3)
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