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1. DIAGNOSEAUFGABEN

‘wmmmm BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.1. = {8 Ein Hersteller landwirtschaftlicher Geréte entwickelt innovative Pro-
dukte.

Fir den Bau einer Produktionshalle muss das Unternehmen einen Kredit in Hohe von 200000 €
aufnehmen. Die folgende Grafik stellt das Angebot einer Riickzahlungsvariante dar:

15-mal

r Al

€25000  €25000 R R R R R
Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Zeit in Jahren

€200.000

— Beschreiben Sie den dargestellten Zahlungsverlauf.
— Berechnen Sie die Hohe der Rate R bei einem Zinssatz von 4 % p. a.

‘wmmm BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.2. = Qe

a) Von einem Sparbuch soll tiber 10 Jahre hinweg jeweils am Monatsende ein Betrag von 200 €
abgehoben werden. Unmittelbar nach der letzten Abhebung sollen noch 1500 € am Sparbuch
verbleiben. Der Zinssatz betragt 1,5 % p.a.

— Berechnen Sie die Hohe desjenigen Betrages, der zu Beginn auf das Sparbuch einbezahlt werden
muss (ohne Berticksichtigung der KESt.).

b) Auf ein Sparbuch wird einmalig ein Betrag von 10000 € und 5 Jahre spéter einmalig ein Betrag =
einbezahlt. Nach insgesamt 8 Jahren soll ein Betrag von 20000 € zur Verfligung stehen. Der
Zinssatz betriagt 1,5 % p. a.

— Erstellen Sie eine Zeitlinie, die diesen Sachverhalt darstellt.
— Berechnen Sie die Hohe des Betrages x ohne Beriicksichtigung der KESt.
— Begriinden Sie, warum sich die Hohe des Betrages x verringert, wenn er bereits nach 2 Jahren

einbezahlt wird.

Datum: 31. August 2018.


https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=462&file=Produzent_von_landwirtschaftlichen_Geraeten.pdf
https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=486&file=Sparbuch_*.pdf
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‘wmm BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.3. = QSR ™ Um ein zusitzliches Einkommen zu erwirtschaften, kauft ein Land-
wirt eine kleine Waldflache. Er erwirbt eine Waldflaiche mit einem Flacheninhalt von 18,6 Hektar
(ha). Der Preis liegt bei 0,95 € pro Quadratmeter; der durchschnittliche Erlés pro Jahr soll 300 €
pro Hektar betragen. Der Landwirt legt den Erlos an jedem Jahresende auf ein Sparbuch mit einem

Zinssatz von 1 % p. a.

— Berechnen Sie den Kaufpreis.

— Erstellen Sie eine Gleichung, mit deren Hilfe man die Zeitdauer in Jahren, bis der Landwirt Gewinn
erzielt, berechnen kann.

— Berechnen Sie den Gewinn 40 Jahre nach dem Kauf des Waldes bei einem Zinssatz von 0,8 % p. a.

"= BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.4. = JUREE™* Ein Unternehmen schafft fiir den Materialzuschnitt neue Maschinen
an.

Durch den Kauf einer neuen Zuschnittmaschine erwartet man in den ersten 2 Jahren jeweils einen
Gewinn von 60000 €, in den weiteren 3 Jahren einen Gewinn von je 50000 € und im 6. Jahr einen
Gewinn von 35000 €. Dariiber hinaus erwartet man, dass am Ende des 6. Jahres die Maschine um
40000 € verkauft werden kann.

Der Anschaffungspreis betrigt 284 000 €.

Die Gewinne werden vereinfachend als jahrlich nachschiissig angenommen.

— Erstellen Sie eine Zeitlinie fiir diesen Sachverhalt.
— Berechnen Sie die Differenz zwischen dem Wert des Anschaffungspreises und dem insgesamt er-

wirtschafteten Gewinn am Ende des 6. Jahres bei einem Zinssatz von 3% p. a.

= BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.5. = JUSE™ ™ Frau Eberharter muss fir die Renovierung ihrer Wohnung einen
Kredit in Hoéhe von 30000 € aufnehmen.

Eine Bekannte bietet Frau Eberharter privat einen Kredit in Hohe von 30000 € zu einem Zinssatz
von 2% p.a. an. Frau Eberharter soll diesen Kredit folgendermaflen zurtickzahlen:

8000 € nach einem Jahr und 2 gleich hohe Raten, eine davon nach 3 Jahren und die andere nach
4 Jahren.

— Stellen Sie diese Zahlungen auf einer Zeitachse dar.
— Berechnen Sie die Ratenhohe.

— Erklaren Sie, warum sich diese Ratenhohe verringert, wenn beide Raten frither bezahlt werden.


https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=750&file=Kleinwald_(2).pdf
https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=449&file=Materialzuschnitt_(2).pdf
https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=664&file=Renovierungskredit_*.pdf
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‘wmm BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.6. — G5 Der AuBenbereich eines Kindergartens wird vergrofiert und zu einem
Erlebnisgarten umgestaltet.

Fir die Gartengestaltung muss ein Kredit aufgenommen werden.

Die Riickzahlungsraten werden wie folgt jeweils am Ende des Jahres bei einem Jahreszinssatz von

4,5% p. a. vereinbart:

1. Jahr 2. Jahr 3. Jahr 4, Jahr 5. Jahr
| Rate € 4.000 €5.000 € 3.000 €0 € 4.500

— Berechnen Sie den Barwert dieser Ratenzahlung.

— Dokumentieren Sie, wie man die Hohe einer gleichwertigen monatlichen nachschiissigen Riickzah-
lungsrate berechnen kann, wenn eine konstante Ratenhohe und eine gleichbleibende Laufzeit an-
genommen werden.

e BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.7. = RS&E™ T Ein Landwirt mochte einen grofieren Stall bauen. Der Kostenvoran-
schlag belauft sich auf 375000 €.

a) Er spart seit 14 Jahren jahrlich vorschussig 2800 €, die zu 2,3 % p. a. verzinst werden. Zusatzlich
hat er vor 22 Jahren 65000 € auf ein Sparbuch gelegt, das jahrlich mit 1,8 % verzinst wird.

— Berechnen Sie, wie viel Geld er fiir den Stallbau zusétzlich zu seinem vorhandenen Kapital
aufbringen muss.

b) Der Landwirt nimmt einen Kredit zur Begleichung der Gesamtkosten von 375000 € auf. Es
werden nachschiissige Jahresraten R gleicher Hohe bei konstantem Zinssatz tiber einen Zeitraum
von 30 Jahren vereinbart.

Er kann die 6., die 7. und die 8. Rate nicht bezahlen. Der Zahlungsausfall wird gleichmafig auf
die Raten der restlichen Laufzeit aufgeteilt.

— Erstellen Sie eine exakte Zeitlinie zur Beschreibung des Zahlungsverlaufs.

Die urspriingliche Rate betragt gerundet R = 23841 €. Der Zinssatz ist 4,8 % p. a.

— Berechnen Sie die neue Ratenhohe R,.,. (Runden Sie das Ergebnis auf ganze Euro.)

c) Die Bank bietet zur Riickzahlung des Kredits von 375000 € folgende Moglichkeit an:

5 Jahre nach Auszahlung des Kreditbetrags wird einmalig eine Zahlung in Hohe von = € ent-
richtet. Der Rest wird durch eine 10 Jahre nach Auszahlung des Kreditbetrags beginnende Rente
mit vorschiissigen Jahresraten R iiber 20 Jahre abgedeckt.

Es ist bei allen Zahlungen von einem durchschnittlichen Jahreszinssatz ¢ auszugehen.

— Modellieren Sie eine Formel zur Berechnung des Einmalbetrags x.


https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=448&file=Erlebnisgarten_(2).pdf
https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=456&file=Stallbaufinanzierung.pdf
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‘wmm= BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.8. — QUGS Frau Simon mochte eine Wohnung kaufen. Sie benotigt dazu einen
Kredit und holt deswegen bei Banken verschiedene Angebote ein.

Bank A bietet Frau Simon einen Kredit zu einem Zinssatz von 3% p.a. an. Die monatlichen Raten
sind nach Auszahlung der Kreditsumme von 120000 € jeweils am Ende jedes Monats féllig. Die
Kreditlaufzeit betragt 20 Jahre. (Spesen und Gebiithren werden nicht beriicksichtigt.)

— Ermitteln Sie den fiir die Berechnung notwendigen Monatszinssatz.

— Berechnen Sie die Hohe der Monatsraten.

= BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 1.9. = QUSSR Fir die Finanzierung groflerer Anschaffungen ist es oft notig, einen
Geldbetrag anzusparen.
Im Folgenden wird die Kapitalertragsteuer nicht berticksichtigt.

a) Andrea mochte einen Geldbetrag E ansparen.
Dazu legt sie einen Geldbetrag B, der mit dem jéhrlichen Zinssatz ¢ verzinst wird, fir n Jahre
auf einem Sparkonto an.

— Erstellen Sie eine Formel zur Berechnung von E, wenn B, n und ¢ bekannt sind.

FE =

— Formen Sie diese Formel nach dem Zinssatz ¢ um.

b) Bernhard mochte auf einem Konto in 4 Jahren 4000 € angespart haben. Dazu will er sofort
1000 € auf das Konto legen, nach 1 Jahr 1500 € und nach 3 Jahren den ndtigen Restbetrag R.
Der Zinssatz betragt 3% p. a.

— Veranschaulichen Sie diesen Zahlungsstrom auf einer Zeitachse.
— Erklaren Sie in Worten (ohne Rechnung), warum der Restbetrag R kleiner als 1500 € sein
muss.
— Berechnen Sie den Restbetrag R.
c) Cornelia fithrt fiir ihren Ansparplan folgende Rechnung durch:

5000 - 1,035% + 1000 - 1,0352 ~ 7009,66

— Beschreiben Sie diesen Ansparplan hinsichtlich der Zahlungen, des Zinssatzes, der Verzinsungs-
dauer und des angesparten Geldbetrags in Worten.

d) Daniel mochte in 2 Jahren insgesamt 10000 € angespart haben. Seine Ersparnisse betragen
derzeit 4000 €. Den Restbetrag will er ansparen, indem er jeweils am Ende jedes Monats einen
gleichbleibenden Betrag anspart.

— Ermitteln Sie die Hohe dieses gleichbleibenden Betrags, wenn die Betréige nicht verzinst werden.
— Ermitteln Sie die Hohe dieses gleichbleibenden Betrags, wenn alle Betrédge zu einem Zinssatz

von 0,25 % p.m. veranlagt werden.


https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=487&file=Kredit_fuer_einen_Wohnungskauf_*.pdf
https://aufgabenpool.srdp.at/bhs/download.php?qid=726&file=Ansparplaene_*.pdf
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2. SPAREN

Prozentrechnung

Erinnere dich, dass wir jede Multiplikation mit einer positiven Zahl auch als Prozentrechnung

interpretieren konnen:

G-072 <— G-T2% <<= 72%vonG <= G um 28% verkleinert.
G-125 <— G-126% <+ 125% von G <= G um 25% vergroflert.

G-100 < G-100% <= 100% von G <= G bleibt gleich.
\_ J

Beispiel 2.1. Ein Kapital von 150 € wéchst jahrlich um 2 %.

a) Wie grof} ist das Kapital nach 8 Jahren?
b) Nach wie viel Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?
c) Mit b, wird das Kapital nach n Jahren abgekiirzt.

Erklare, warum (b,) eine geometrische Folge ist.

Losunyg.

a) Eine Vergrofilerung um 2 % erhalten wir durch Multiplikation mit dem Faktor ¢ = 102 % = 1,02.
Nach 8 Jahren betragt das Kapital also

150-1,02-1,02-...-1,02 = 150 - 1,02® ~ 175,75 €.

8 Faktoren
b) Das Kapital nach n Jahren betragt 150 - 1,02". Wir lésen also folgende Gleichung nach n auf:
" _ " _ _ g2 _
150-1,02" =300 <«= 102"=2 <= n= = 35,002... Jahre
1g(1,02)

Das Kapital verdoppelt sich also innerhalb von etwas mehr als 35 Jahren.

c) Nach jedem Jahr ist das Kapital um 2 % grofler als das Kapital im Vorjahr. Es gilt also
bpi1 = b, - 1,02.

Die Folge (b,) ist somit eine geometrische Folge mit Quotient ¢ = 1,02. O

Aufzinsungsfaktor & Zinssatz

Eine Multiplikation mit der Zahl ¢ = 1,02 vergrofiert ein Kapital um 2 % Zinsen.
Die Zahl g nennen wir deshalb auch Aufzinsungsfaktor.

Der zugehorige Zinssatz 2 % wird haufig mit ¢ abgekiirzt. minterest* ist englisch fiir Zinsen.
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Finanzmathematik @\

Wir verwenden folgende Begriffe und Abkiirzungen aus der Finanzmathematik:

e Die Abkiirzung p. a. (,,per annum*) bedeutet iibersetzt ,pro Jahr*.
Ist ein Sparbuch mit ,2% p.a’ verzinst, zahlt die Bank also pro Jahr 2% Zinsen.
e Die Kapitalertragssteuer (kurz: KESt) betrigt in Osterreich 25 %.
Von den Zinsen zahlt die Bank also 25 % als Steuer an den Staat.
Die anderen 75 % der Zinsen bleiben der sparenden Person tatsichlich iibrig.
e Bewirbt eine Bank ein Sparbuch mit dem Zinssatz ,2 % p.a., wichst das Kapital wegen

der KESt nicht um 2% pro Jahr, sondern um
2%-0,75=1,5%.

Der tatsichliche Zinssatz nach Berticksichtigung aller Steuern/Gebiihren/Spesen heifit

auch effektiver Zinssatz.

= %

Beispiel 2.2. Innerhalb von 8 Jahren wéchst ein Kapital auf einem Sparbuch mit fixem Zinssatz
von 3000 € um 334 €. Berechne den jéhrlichen Zinssatz vor Abzug der KESt.

Lésung. Das Kapital ist innerhalb von 8 Jahren von 3000 € auf 3334 € gewachsen.
Der jéahrliche Aufzinsungsfaktor ¢ erfiillt also

/3334
3000-¢®* =3334 <= q¢g={ 000 = 1,01328... = 101,328...%.

Der effektive Zinssatz pro Jahr betragt somit 1,328...%. Fir den Zinssatz i vor Abzug der KESt gilt

C1,328.%

- 0,75 = 1,328... = =1,771...%. O
1-0,75 328.% <— 1 075 , %

Beispiel 2.3. Du eroffnest ein Sparbuch mit dem effektiven Zinssatz 1,725 % p. a., auf das du zu
Jahresbeginn immer den gleichen Betrag R einzahlst.

Bei regelméafigen Zahlungen an jedem Periodenbeginn sprechen wir auch von einer vorschiissigen Rente.

a) Wie viel Geld befindet sich am Ende des fiinften Jahres auf dem Sparbuch, wenn du zu Jahres-
beginn immer R = 400 € einzahlst?
b) Wie grofi muss die Rate R sein, damit du nach 5 Jahren 3000 € angespart hast?

Lésung. a) Wir stellen die Einzahlungen auf einer Zeitachse dar:

400 € 400 € 400 € 400 € 400 €
+ l l l l B Zeit in Jahren
1
0

| | | | |
T T T T T
1 2 3 4 5
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Der jahrliche Aufzinsungsfaktor ¢ betragt ¢ = 101,725 % = 1,01725. Die erste Einzahlung von
400 € wird 5 Mal verzinst, die zweite Einzahlung 4 Mal, ..., die fiinfte Einzahlung wird einmal

verzinst. Nach 5 Jahren betrigt der Gesamtwert aller Einzahlungen also
E =400 - ¢+ 400 - ¢* 4+ 400 - ¢> + 400 - ¢* + 400 - ¢°. E steht fir Endwert.

Geometrische Reihe

Im Kompetenzheft — Folgen und Reihen haben wir die folgenden Formeln fiir geometrische

Reihen erklart:

-1
1+ q+ q2 e q”_l = qj Mit (¢ — 1) multiplizieren.
n Summanden a
2 n—1 qn —1
b1+b1'q+b1'q ++blq =b - 1 b1 herausheben.
q p—

n Summanden

k %

Wir berechnen also die Summe der ersten n = 5 Glieder einer geometrischen Folge (b,) mit

Quotient ¢ und erstem Folgenglied b; = 400 - ¢:
5

1
E=400-q-2 -~ 210591 €.

Am Ende des funften Jahres befinden sich rund 2105,91 € am Sparbuch.

b) Wir stellen die Einzahlungen auf einer Zeitachse dar:

i L L i 3OOP € Zeit in Jahren

|
T T
0

R € R € R € R € R €
%
1

2 3 4 5
Genau wie in a) stellen wir eine Gleichung auf, um die Rate R zu berechnen:
5_1 . —1

Tl 3000 e p-200-al)
q—1 q-(¢°—1)

Beispiel 2.4. Dein Sparkonto hat vor Abzug der KESt den Zinssatz i = 0,8 % p. a.
Deine Einzahlungen auf das Sparkonto sind auf der folgenden Zeitachse dargestellt:

~ 569,82 €. O

R-q-

250 € 90 € 90 € 90 €
+ 1 + + + Zeit in Jahren
T T T T T
0 1 2 3 10

Berechne den Endwert nach 10 Jahren.


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/KH-Folgen_und_Reihen.pdf
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Losung. Der effektive jahrliche Zinssatz ist 0,8 % - 0,75 = 0,6 %.
Der jahrliche Aufzinsungsfaktor ist also ¢ = 100,6 % = 1,006.

Wir berechnen damit den Gesamtwert der Einzahlungen nach 10 Jahren:

9
—1
250 ¢ +90-¢*4+90-¢"+---+90- g+ 90 :250~q10—|—90-q71%1095,13€. O

Geom. Reihe mit b1 = 90, n = 9 und ¢ = 1,006

Verzinsungsperioden |z J
sin

K 1T
p-a. pro Jahr
L . p.s. pro Semester (also 2 Mal pro Jahr)
Fir Zinssatze gelten folgende Abkiirzungen:
p-q. pro Quartal (also 4 Mal pro Jahr)
p. m. pro Monat (also 12 Mal pro Jahr)
o /

Beispiel 2.5. Du mochtest ein Kapital K mit einem Sparbuch veranlagen.
Zwei (grofziigige) Banken bieten dir folgende Konditionen fiir das Sparbuch an:
Bank A bietet einen effektiven Zinssatz von 24 % p. a.

Bank B bietet einen effektiven Zinssatz von 2 % p. m.

a) Bei welcher Bank erhéltst du pro Jahr insgesamt mehr Zinsen?

b) Bei welchem monatlichen Zinssatz wiirdest du jahrlich gleich viel Zinsen wie bei Bank A erhalten?

Losunyg.

a) Bank B verzinst pro Jahr 12 Mal mit dem Aufzinsungsfaktor ¢ = 1,02, also insgesamt mit
g2 =1,02"% = 1,268 24... = 126,824..%

Der jahrliche Zinssatz bei Bank B betragt also rund 26,82 %. Bei Bank B erhalt man pro Jahr
also mehr Zinsen als bei Bank A. Wir sprechen dabei von Zinseszinsen.

b) Der gesuchte Aufzinsungsfaktor ist die positive Losung der folgenden Gleichung;:
¢?=124 = ¢= ¥1,24=1,01808...=101,808...%

Ein monatlicher Zinssatz von rund 1,81 % entspricht also einem jéhrlichen Zinssatz von 24 %.


https://www.srdp.at/fileadmin/user_upload/downloads/Begleitmaterial/08_AMT/srdp_am_formelsammlung_2017-09-01.pdf
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Beispiel 2.6. Du eroffnest zu Beginn des Jahres 2018 ein Sparkonto mit dem Zinssatz 1,4 % p. a.
vor Abzug der KESt. Jeden Monatsende zahlst du 30 € auf das Konto ein.

Wie lange dauert es, bis du 3000 € angespart hast? Uberlege zuerst, wie lange es héchstens dauern kann.
Stelle die Zahlungen auf einer Zeitachse dar.

Bei regelméfiigen Zahlungen an jedem Periodenende sprechen wir auch von einer nachschiissigen Rente.

Lésung. Wir stellen die Einzahlungen auf einer Zeitachse dar:

30 € 30 € 30€ - 30 €
1 + + + + Zeit in Monaten
I I I I I

Gesucht ist die kleinste ganze Zahl n, fiir die der Gesamtwert der Einzahlungen mindestens 3000 €
betragt. Ohne Zinsen hatten wir nach genau n = 100 Einzahlungen die 3000 € angespart.

Die Zinsen helfen uns dabei, das Sparziel von 3000 € frither zu erreichen:

Der effektive Zinssatz pro Jahr betrdagt 1,4 % - 0,75 = 1,05 %.

Der jahrliche Aufzinsungsfaktor ist also 101,05 % = 1,0105.

Der monatliche Aufzinsungsfaktor ist dann ¢ = %/1,0105 = 1,000 870... Speichere den Wert im TR ab.
Wir berechnen, wie viel Geld unmittelbar nach der n-ten Einzahlung angespart ist:

Die letzte Einzahlung von 30 € wurde noch nicht verzinst.

Die Einzahlung aus dem Vormonat wurde einmal mit ¢ = /1,0105 verzinst.

Die Einzahlung aus dem vorletzen Monat wurde zweimal mit ¢ verzinst.

Die erste Einzahlung wurde n — 1 Mal mit g verzinst.

Unmittelbar nach der n-ten Einzahlung betragt der Gesamtwert aller Einzahlungen also

-1
E,=30+30-¢+30-¢*+--+30-¢" 1 =302 -
q J—
Wir l6sen die Gleichung F,, = 3000 nach n auf:
m—1 (g—1 lg(100-(¢g—1)+1
3077 _3000 e o100l 18000 (@D H1) oo\ onate
g—1 30 lg(q)
Nach rund 8 Jahren befinden sich 3000 € am Sparkonto. O

Annahmen @\

So wird auch die unterschiedliche Anzahl an Tagen pro Monat berticksichtigt.

In der Praxis sind fiir exakte Berechnungen weitere Faktoren wichtig:

e Es wird auf den Werktag genau gerechnet.

e Je nach Finanzprodukt gibt es Verzinsungen zu bestimmten Stichtagen.

e Es konnen weitere Steuern/Gebtihren/Spesen anfallen.

= %
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3. KREDITE

Beispiel 3.1. Zu Jahresbeginn nimmst du einen Kredit iber 10000 € auf, der jédhrlich mit einem
effektiven Zinssatz von 3 % verzinst wird.

Du mochtest jedes Jahresende einen fixen Betrag von R € bezahlen, sodass der Kredit nach 8 Jahren
abbezahlt ist. Wie hoch muss die Rate R sein? Wie viel Geld zahlst du insgesamt an die Bank zurtick?

Lésung. Der jahrliche Aufzinsungsfaktor betriagt ¢ = 1,03.

Zahlungsplan

Wir erstellen mit Technologieeinsatz einen Zahlungsplan in Abhéngigkeit von der Rate R:

A B C D = A B C D =
1 Jahr  Schulden zu Jahresbeginn Aufzinsungsfaktor 1.03 1 Jahr  Schulden zu Jahresbeginn Aufzinsungsfaktor 1.03
2 0 10000 Rate 1250 2 0 10000 Rate 1424 56
3 1 9050 3 1 8875.44
4 2 8071.5 4 2 7717.14
5 3 7063.65 5 3 6524 1
6 4 6025.55 6 4 529526
7 5 4956.32 7 5 4029.56
8 6 3855.01 8 6 2725.88
9 7 2720.66 9 7 1383.1
10 8 8 0.03

1552.28 10

Ratenzahlungen mit R = % = 1250 € sind nicht ausreichend. Warum?

Durch Probieren finden wir die passende Rate R. Jetzt wollen wir R auch berechnen kénnen.

%

1. Losungsweg: Mit a,, bezeichnen wir die Schulden nach Bezahlung der n-ten Rate. Dann gilt:

a; = 10000 - q — R Dieser Losungsweg ist intuitiver, aber langsamer.
az=a;-q—R=10000-¢°—R-q— R
as=ay-¢q— R=10000-¢*—-R-¢*—-R-q—R

ag =10000-¢* - R-¢ - R-¢*—---—R-¢—R

Nach Bezahlung der 8. Rate sollen die Schulden getilgt sein. Wir losen also ag = 0 nach R auf:

10000 - ¢3 - (¢ — 1)

R+R-g+---+R-¢"=10000-¢* <= R= po

~ 142456 € .

Insgesamt zahlst du also 8 - R ~ 11397 € zuriick an die Bank.

11
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Grundidee des 2. Losungswegs @\

Ich gebe dir einen Kredit von 100 €, und du gibst mir einen Kredit von 100 €.
Wir verlangen beide den gleichen Zinssatz.

Dann sind wir uns insgesamt zu keinem Zeitpunkt etwas schuldig.

Du hast einen Kredit und zahlst R € zuriick an die Bank.
Deine Schulden werden dadurch also um R € reduziert.
(Gedanklich) kénnte die Bank aber auch die Schulden unveréndert lassen und dafiir ein Sparbuch
mit R € und gleichem Zinssatz ertffnen.
So gibt die Bank dir (gedanklich) einen Kredit von R €, indem sie die Schulden unveréindert lasst.

Und du gibst der Bank (gedanklich) einen Kredit von R €, indem sie ein Sparbuch mit gleichem Zinsssatz eroffnet.

N
2. Losungsweg: Wir zeichnen eine Zeitachse: Dieser Losungsweg ist flexibler und schneller.
RE€ R € R € R €
‘ + + i‘ + Zeit in Jahren
I I I I I
0 1 2 3 8
10000 €

Jede Rate ist (gedanklich) ein Sparbuch bei der Bank mit Aufzinsunsfaktor g.
Der Gesamtwert dieser Einzahlungen nach 8 Jahren ist

8
q° —1

}%J+RﬂRF”+R@+R:R.TJ.

Der Kredit wird (gedanklich) nicht reduziert. Der Wert dieser Auszahlung nach 8 Jahren ist

10000 - ¢® = 12667,70... €.
Nach 8 Jahren soll der Kredit abbezahlt sein. Zu diesem Zeitpunkt muss also der Gesamtwert der
Einzahlungen gleich grofi sein wie der Gesamtwert der Auszahlung:

¢ —1

R 7= 12667,70... € <= R~142456 € U
q j—

Kochrezept fiir Spar- und Kreditaufgaben % A
o)

1) Aufzinsungsfaktor(en) berechnen.
2) Bezugszeitpunkt wéahlen. Wahle zum Beispiel den letzten genannten Zeitpunkt in der Aufgabenstellung.
Den Gesamtwert der Einzahlungen und Auszahlungen zum Bezugszeitpunkt berechnen.

Bei regelmafligen Zahlungen {iber einen langeren Zeitraum kannst du die Rechnung mit einer geometrischen Reihe abkiirzen.

3) Mit den beiden Gesamtwerten eine Gleichung aufstellen.

4) Aus der Gleichung die gesuchte Grofie berechnen.
\_ /
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Beispiel 3.2. Fiir einen Wohnungskauf nimmst du einen Kredit in Héhe von 80000 € auf.

Der effektive Zinssatz betragt 3,75 % p.a.

Du vereinbarst mit der Bank eine flexible Riickzahlung, bei der du jederzeit Teilbetrige zuriickzahlen
kannst. Fir den Kauf eines Autos nimmst du nach 3 Jahren einen zusétzlichen Kredit unter den

gleichen Bedingungen auf. Der Zahlungsverlauf ist auf der folgenden Zeitachse dargestellt:

400 € 400 € 400 € R€ RE€ R €
1 + + + 1 + + i Zeit in Monaten
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 - 35 36 37 38 -+ 240
80000 € 25000 €

Wie grofl muss die Rate R sein, damit die Schulden nach insgesamt 20 Jahren getilgt sind?
Wie viel Geld zahlst du zur Tilgung der Schulden insgesamt an die Bank zuriick?

Losung.

1) Der jéhrliche Aufzinsungsfaktor ist 103,75% = 1,0375.
Der monatliche Aufzinsungsfaktor ist also ¢ = Y¥1,0375 = 1,003072....

2) Wir berechnen den Wert aller Ein- und Auszahlungen zum Bezugszeitpunkt nach 240 Monaten:
Der Gesamtwert der ersten 35 Einzahlungen betragt nach 240 Monaten

35
-1
400 - ¢* 4400 - ¢*® + - - +400 - ¢*®° = 400 - ¢** - qil = 27676,83... €.

Der Gesamtwert der 240 — 36 = 204 Ratenzahlungen in Héhe von R € betragt nach 240 Monaten

q204_1
R¢@®»+R ¢+ ---+R-q+R=R-

q—1
Der Gesamtwert der beiden Auszahlungen betrigt nach 240 Monaten

80000 - ¢*1° + 25000 - ¢*** = 213797.44... €.

3) Nach 240 Monaten sollen die Schulden getilgt sein. Der Gesamtwert der Einzahlungen muss also

gleich grof} sein wie der Gesamtwert der Auszahlungen:

2% — 1

27676,83... € + R - =213797,44... €
q J—
4) Aus dieser Gleichung berechnen wir die gesuchte Rate R:
q — g
R =186 120,60... - 21 657,46 €
Ingesamt werden zur Tilgung der Schulden R - 204 + 400 - 35 ~ 148121,17 € an die Bank
zuriickgezahlt. 0

13
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Barwert @\
4 ]
Du darfst wéhlen:

e Entweder du bekommst in 5 Jahren garantiert eine Zahlung von F = 4200 €.

e Oder du bekommst heute einen Betrag B, den du zu einem fixen Zinssatz i = 2% p. a.
veranlagen kannst.

Ab welchem Betrag B solltest du dich jedenfalls fiir die zweite Option entscheiden?

4000

Erklire, warum B = 0% ~ 3622,92 € gilt.

-

Dem Aufzinsungsfaktor g entspricht der Abzinsungsfaktor % .

J

Barwert
Der Barwert B gibt an, welchen Wert zukiinftige Zahlungen zu einem bestimmten fritheren

Zeitpunkt haben.

Rentenrechnung s ]
11 sin
Du zahlst zu periodischen Zeitpunkten insgesamt n Raten in Hohe von R €.
Der Aufzinsungsfaktor pro Periode ist ¢.
Fiir den Endwert und den Barwert gelten dann die folgenden Formeln:
nachschussig vorschissig
-Rp.9" =1 _Rp. 91,
Endwert £ E..=R e E.,=R g q
Bat’W@r‘tB Bﬂach:R.qn_1.1_n Bvor:R‘qn_1' 171
g-1.49 g-1.4
%

Formeln in der Rentenrechnung @\
Erklare die Formeln fiir den Endwert bei vorschiissigen bzw. nachschiissigen Zahlungen:

R€ RE€ e R € R€ R<€ aE R €
Bhach l i l Vergangene Perioden i i L Evor Vergangene Perioden
bt b i s
0 1 2 n Enach Bvur 1 n—1 n
Erklare anhand der Zeitachsen die Zusammenhéange
Enach - Bnach : qn und Evor = Bvor : qn

Erklare damit die Formeln fiir den Barwert bei vorschiissigen bzw. nachschiissigen Zahlungen.

Zum Losen der Spar- und Kreditaufgaben sind diese Formeln aber nicht notwendig.

Es reicht das vorgestellte Kochrezept und die Summenformel fiir geometrische Folgen.
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4. WEITERE AUFGABENSTELLUNGEN

Aufgabe 4.1. Du eroffnest zu Jahresbeginn ein Sparbuch mit effektivem Zinssatz 2,125 % p.a. und
einem jahrlich gleichen Einzahlungsbetrag.

Du berechnest den Endwert des Sparbuchs folgendermafen:

E =2800-¢°+800-¢°+800-¢*+---+800-¢q

a) Gib den Aufzinsungsfaktor ¢ an.

b) Du zahlst jahrlich 800 € ein. Woran erkennst du, ob der Betrag zu Jahresanfang oder zum
Jahresende eingezahlt wird?

c) Wie viele Jahre Laufzeit hat das Sparbuch?

d) Berechne den Endwert des Sparbuchs.

Aufgabe 4.2. Fir eine private Pensionsvorsorge zahlst du iiber 40 Jahre am Monatsende 50 € auf

ein Pensionskonto. Berechne den Endwert, wenn die jahrliche Verzinsung effektiv 3,25 % betragt.

Aufgabe 4.3. Ein Kredit von 25000 € wird jahrlich mit einem effektiven Zinssatz von 4 % verzinst.
Du mochtest jedes Monatsende einen fixen Betrag von R € bezahlen, sodass der Kredit nach 20 Jah-

ren abbezahlt ist. Wie hoch muss die monatliche Rate R sein? Wie viel Geld zahlst du insgesamt an

die Bank zurtick?

Aufgabe 4.4. Lucina und Lukas nehmen zu Jahresbeginn jeweils einen Kredit in Hohe von
K = 12000 € mit einem effektiven Zinssatz von ¢ = 2,25 % p. a. auf.

a) Berechne nach wie viel Jahren die Schulden von Lucina erstmals mehr als 16000 € betragen,
wenn sie kein Geld zurtickzahlt.

b) ﬁﬁ Lukas mochte seine Schulden durch fixe monatliche Raten in Hohe von R = 100 € tilgen.
Stelle den Zahlungsverlauf auf einer Zeitachse dar.
Wie lange dauert es, bis Lukas den Kredit abbezahlt hat?

‘wmm BUNDESMINISTERIUM

Aufgabe 4.5. T [EILITAT ﬁ Bei einem Bausparvertrag werden jahrlich am Jahresanfang
1200 € eingezahlt. Die Laufzeit betragt 6 Jahre. Jeweils am Jahresende erhalt der Kunde eine steu-
erfreie Pramie von 36 €. Die Kapitalertragsteuer (KESt) betragt jahrlich 25 %.

Die Raiffeisen-Bausparkasse gibt dem Kunden fiir das 1. Jahr einen Einstiegszinssatz vor KESt von
i =3,125% p.a. In den restlichen 5 Jahren wird ein Zinssatz vor KESt von 1,64 % p. a. bezahlt.
Berechnen Sie unter Beriicksichtigung der KESt und der vom Staat erstatteten Pramie von jéhrlich
36 € den Kontostand am Ende der Laufzeit. Beachten Sie, dass die Pramien jeweils am Ende jedes
Jahres KESt-frei zum Gesamtkapital addiert, die Zinsen der Pramienbetrage aber mit 25 % KESt

versteuert werden.
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