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1. STAMMFUNKTIONEN

Erinnere dich, dass die Weg-Zeit-Funktion s, die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v und die Beschleunigung-Zeit-Funktion a

eng miteinander zusammen héngen. Denn es gilt:
s'(t) = v(t)
s"(t) =v'(t) = a(t)
Ist der zuriickgelegte Weg nach t Zeiteinheiten bekannt, kénnen wir also durch Differenzieren die Momentangeschwin-

digkeit und die Momentanbeschleunigung zu jedem Zeitpunkt berechnen.

Nun wollen wir den Spiefl umdrehen: Wir kennen die Momentangeschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt und wollen wissen,
welchen Weg wir dann zuriicklegen.
Wir suchen also eine Funktion s, deren Ableitung die gegebene Funktion v ist.

Arbeitsblatt — Stammfunktionen "' MAT:E“:QATIK

\Y FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Stammfunktionen behandeln wir die folgenden Fragen:
7 20|Y
Was ist eine Stammfunktion? 1
C

Wie viele Stammfunktionen o I P S S Y T
kann eine Funktion haben?

-10

C

Welche Stammfunktionen haben 20
die elementaren Funktionen? c

-30

\_ /

Beispiel 1.1. Ermittle jene Stammfunktion F von f(x) =3-2% -6 2 + 10, die F(2) = —8 erfiillt.

Lésung. Wir berechnen eine Stammfunktion von f:

33‘3 2

F(x):3~§_6'%+10-x=x3—3~x2+10-$

Sie hat aber nicht die gewiinschte Eigenschaft, denn
F(2)=2*-3.22+10-2=16.

Verschieben wir den Funktionsgraphen um 24 Einheiten nach unten, verliuft er durch den gewtinschten Punkt (2 | —8).

Eine Gleichung der gesuchten Stammfunktion F ist also

Fz)=2%-3-224+10-2 — 24.


http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Stammfunktionen.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Stammfunktionen.pdf
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Beispiel 1.2. Ermittle jene Stammfunktion F' von f(z) = sin(z) + z, die F'(0) =5 erfiillt.

Lésung. Jede Stammfunktion F' von f kann in der Form

22
F(x) = —cos(z) + 5 +c

mit ¢ € R angegeben werden.

Mit der Anfangsbedingung F'(0) =5 berechnen wir die gesuchte Stammfunktion:

F0)=5 = —cos(0)+04+c=5 = c=6

2

Eine Gleichung der gesuchten Stammfunktion F' ist also F(z) = — cos(z) + % + 6. O

Beispiel 1.3. Die 2. Ableitung einer Funktion f hat die Gleichung f”(z) =12 2% +6-2 — 4.
Der Graph von f verlduft durch die Punkte (—1 | 3) und (1| 1). Ermittle eine Gleichung von f.

Losung. Jede Stammfunktion f’ von f” kann in der Form
flx)=4-23+3-2° —4-z+c¢

mit ¢ € R angegeben werden.

Jede Stammfunktion f von f’ kann in der Form
f@y=a'+2*-2-22+c-x+d

mit ¢,d € R angegeben werden.
Mit f(—1) =3 und f(1) =1 koénnen wir die Koeffizienten ¢ und d berechnen:

I:f(-1)=3 = (-1D)*+(-13=2-(-1)2+¢-(-1)+d=3 = —c+d=5
II:f(1)=1 = c+d=1

= 2-d=6 = d=3 = c=-2

Eine Gleichung der gesuchten Funktion f ist also f(z) =z* + 2% —2.2% - 2.2+ 3. O
Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen f O O MAT:'E‘:':'ATIK
/ ® O FREU(N)DE
> CAS X]

f(x):=a*x"3+b*x"2+c*x+d

1
= f(x) := ax3+hbx2+cx+d

f(3)=-2 }
2
Auf dem Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen findest du eine »27a+9b+3 C+ d=-2
Ansammlung von Ubersetzungen folgender Form: 5 |12
- —8a+4b—-2¢+d=5

Eigenschaften des Funktionsgraphen von f — Gleichungen fiir f, f’, f” L =0

B +3a+2bt+c=0

Diese Ubersetzungen helfen beim Losen umgekehrter Kurvenuntersuchungen. P(4)=0 :

-+ 24a4+2b=0
{82, $3, $4, $5}

I U
Lose a= 80° —207‘3—



http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/TB-Umgekehrte_Kurvenuntersuchungen.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/TB-Umgekehrte_Kurvenuntersuchungen.pdf
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Beispiel 1.4. Eine Funktion f hat in ihrem Wendepunkt die Wendetangente y = —3 - = + 1.
Die 2. Ableitung der Funktion hat die Gleichung f”(z) =4 -z — 8.
Ermittle eine Gleichung der Funktion f.

Losung. Jede Stammfunktion f/ von f” kann in der Form
flx)=2-22 -8 - 2+4c¢

mit ¢ € R angegeben werden.

Die Steigung von f an der Stelle x = 2 stimmt mit der Steigung k = —3 der Wendetangente iiberein:

fl2)=-3 = 2.22-8-24¢c=-3 = c=5 = f(v)=2-22 -8 2 +5
Jede Stammfunktion f von f’ kann in der Form

f(z) :§~x374~x2+5~x+d
mit d € R angegeben werden. An der Wendestelle von f hat f” eine Nullstelle:
fz)=0 = z=2
Der Wendepunkt W liegt auf der Wendetangente:
y=-3-241=-5 = W= (2|-5)

Der Wendepunkt W liegt auf dem Graphen von f:

2 13
f@Q)=-b = :22-4-2245-24d=-5 = d=——
. . . . 2 4 9 13
Eine Gleichung der gesuchten Funktion f ist also f(z) = 3 st =445 — 3 ]

Beispiel 1.5. Ein Tennisball wird vom Donauturm in 150 m H&he senkrecht Richtung Boden geworfen. Ohne Be-
riicksichtigung von Luftwiderstand und Reibung beschleunigt der Tennisball konstant mit rund a = 9,81 m/s%. Die

Anfangsgeschwindigkeit betragt vg = 2m/s.

1) Ermittle eine Gleichung der Beschleunigung-Zeit-Funktion a.

2) Ermittle eine Gleichung der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v.

3) Ermittle eine Gleichung der Weg-Zeit-Funktion s.

4) Nach wie vielen Sekunden landet der Ball geméf diesem Modell am Boden?

Losung.

1) Die Beschleunigung ist konstant, also gilt: a(t) = 9,81.
2) Es gilt v = a. Anders gesagt: v ist eine Stammfunktion von a.
Also ist v(t) = 9,81 - ¢+ ¢ mit einer passenden Zahl ¢ € R.
Aus v(0) = ¢ folgt ¢ =1vy = 2.
Die Geschwindigkeit des Tennisballs in m/s nach ¢ Sekunden ist also v(t) = 9,81 - ¢ + 2.
3) Es gilt s =v. Anders gesagt: s ist eine Stammfunktion von v.
Also ist s(t) = % 12 +2 -t +d mit einer passenden Zahl d € R.
Aus s(0) =0 folgt d = 0.
Der zuriickgelegte Weg des Tennisballs in m nach ¢ Sekunden ist also s(t) = 9’7281 22t

In Physik hast du vielleicht die Formel s = % 2 v - t auswendig lernen miissen.
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4) Wir 16sen die Gleichung s(t) = 150.
1 1
9’5 242t =150 <— 9’28 2 42.t—150=0 <= t=-573...s oder t=532...s

Der Tennisball landet also nach rund 5,3s am Boden.

macht

O

Unbestimmtes Integral ' MATHEMATIK

H FREU(NIDE

Beim Ermitteln von Stammfunktionen wird manchmal auch die Schreibweise

/ 2.zdz=2%+c¢
verwendet. Der Ausdruck / 2 .-  dx wird dann unbestimmtes Integral genannt.
Die Schreibweise wird in der naturwissenschaftlichen Welt unterschiedlich verwendet:
1) Manche meinen mit / 2 -z dzx alle moglichen Stammfunktionen von f(z) =2 - .

2) Andere meinen mit /2 -z dx eine bestimmte Stammfunktion von f(x) =2 x.

Die Schreibweise fiithrt damit zwangslaufig zu Missverstdndnissen.

Wir vermeiden sie deshalb und sprechen stattdessen vom Ermitteln aller Stammfunktionen oder einer bestimmten Stammfunktion.

\_

Beispiel 1.6. Gesucht sind alle Stammfunktionen von f(z) = cos(42 - x — 23).
1) Erkldre, warum die Funktion K mit
K(x) =sin(42 -  — 23)

keine Stammfunktion von f ist.

2) Ermittle alle Stammfunktionen von f.

Losung.

1) Die Ableitung der Funktion K koénnen wir mit der Kettenregel berechnen:
K'(x) =cos(42 - x — 23) - 42 # f(x),
also ist K keine Stammfunktion von f.
2) Der Faktor 42 von der Kettenregel muss sich wegkiirzen. Deshalb ist jede Funktion F' mit

1
F(z) = D -sin(42 -z —23) + ¢

eine Stammfunktion von f.



https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
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Beispiel 1.7. Du nimmst ein Getrédnk aus dem Kiihlschrank und lasst es geduldig vor dir stehen.
Die Temperatur T" des Getrédnks héngt von der Zeitdauer ¢ seit der Entnahme aus dem Kiihlschrank ab. Die momentane

Anderungsrate der Temperatur wird niherungsweise durch die folgende Funktion beschrieben:
T'(t) = 0,221 - ¢~ 00116

t... vergangene Zeit seit Entnahme aus dem Kiihlschrank in min

T'(t) ... momentane Anderungsrate der Temperatur zum Zeitpunkt ¢ in °C/min

Zum Zeitpunkt der Entnahme aus dem Kiihlschrank betrigt die Temperatur des Getréanks 7 °C.

1) Ermittle eine Gleichung der Funktion 7.
2) Berechne die Temperatur des Getrianks nach 2 Stunden 20 Minuten.
3) Wie viele Minuten nach Entnahme betriagt die Temperatur des Getranks 10°C?

Das Getrank befindet sich in einem Raum mit konstanter Temperatur Ty.
Wenn das Getrank unberiihrt im Raum stehen bleibt, ndhert sich die Temperatur des Getranks der Temperatur Ty

beliebig genau an.

4) Ermittle die Temperatur Ty.
5) Skizziere den Funktionsgraphen von T'.

Losung.

1) Jede Stammfunktion 7" von 7" kann in der Form

221
T(t) = 2

= 4_0)0116 . e*0,0llG-t L= 719’05 . 6*0,01161 +c

mit ¢ € R angegeben werden. Mit 7°(0) = 7 kénnen wir die Konstante ¢ berechnen.
—19,05...-14+¢=T7 = c=2605...

Eine Gleichung von T ist also
T(t) = —19,05... - e~ %0MEt 4 96 05,

2) Wir berechnen die Temperatur nach 140 Minuten.
T(140) = 22,29...°C

Die Temperatur nach 2 Stunden 20 Minuten betrégt rund 22,3 °C.
3) Wir l6sen die Gleichung T'(¢) = 10.
In(0,842...)

—19,05... - e 0016t L 96 05... = 10 <« 006t — (842, «— =
’ € +20, c ’ —0,0116

= 14,77... min

Nach rund 14,8 Minuten betragt die Getranketemperatur 10 °C.
4) Gesucht ist der Grenzwert Ty = tlim T(t). Aus
—00

lim e~ % 0M0t = lim (67070116)15 = lim (0,988...)" =0
t—o0 t— o0 t—o00

folgt
Ty = tlim T(t) = —19,05... - 0 + 26,05... = 26,05...°C

Die Umgebungstemperatur betrigt rund 26 °C.
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5) Wir skizzieren den Graphen mit den bekannten Punkten und dem Grenzwert:

%0 T(t) in °C

25

20

15

10

t in min

0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240

Stammfunktionen mit der Kettenregel ermitteln

Ableitungen kénnen wir mit den Ableitungsregeln systematisch ermitteln.
Stammfunktionen zu finden ist im Gegensatz dazu eine ,,Kunst*.

Wenn die Gleichung der gegebenen Funktion &k die Form

k(x) = f'(g(x)) - g'(x)

hat, dann kénnen wir mit der Kettenregel eine Stammfunktion K ermitteln:

\_

O

MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

Beispiel 1.8. ﬁ Ermittle eine Stammfunktion von k(z) = z - cos(z?).

Lisung. Wir erkennen, dass die Ableitung der inneren Funktion g(x) = 2? genau ¢'(z) =2 -z ist.

Mit der Kettenregel konnen wir also eine Stammfunktion ermitteln:

o-cos(a?) = L7 cos(o(w) = 3 Bin(a()] = |

1
Die Funktion K mit K(z) = 5 sin(z?) ist also eine Stammfunktion von k.
Wir ermitteln zur Probe die Ableitung von K:

K'(z) = % ~cos(z?) - (2-z) = x - cos(z?) v


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
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Stammfunktionen mit der Produktregel ermitteln MAT:::“:'A“K

FREU(N)DE

Die Produktregel beim Differenzieren ist [f(z) - g(z)] = f'(z) - g(z) + f(x) - ¢' ().

Sie kann uns weiterhelfen, wenn wir Merkhilfe:
1) eine Stammfunktion von f’-g suchen und flfog=0U-9)—f¢
2) eine Stammfunktion von f - g’ ermitteln konnen. Avfisiton m

Dann verwenden wir ndmlich:
f(x) - g(x) = [f(z) g(x)] = f(z)-¢'()

Diese Rechenmethode, bei der wir die Produktregel zur Ermittlung von Stammfunktionen verwenden, heifit partielle Integration.

\_

Beispiel 1.9. ﬁ Ermittle eine Stammfunktion von p(x) = x - cos(x).

Losung.
cos(z)- = = [sin(z)-z] —sin(z) -1 = [sin(x) - z] + [cos(z)]’ = [z - sin(z) + cos(z)]’
o =

Die Funktion P mit P(z) = x - sin(x) + cos(z) ist also eine Stammfunktion von p.

Wir ermitteln zur Probe die Ableitung von P:

P'(z) = 1-sin(z) + - cos(z) — sin(x) = x - cos(x) v O



http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Ableitungsregeln.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
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2. KULTURTECHNIK INTEGRATION

Gleich geht’s rund ... . MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

Mit eckigen Figuren haben wir schon lange zu tun. Wie wiirdest du rechnen?

Lénge = 7 Flacheninhalt = 7 Volumen = 7

Do it yourself — Integration ':"’ MAT:::“:‘A“K
A FREU(N]DE

Integrieren ist kinderleicht, wie uns ein Volksschiiler aus Russland in seinem Video stolz erklart.

Drucke dieses PDF auf 4 Transparentfolien aus.

Verwende das grobe Raster, um erste Abschidtzungen nach unten

und nach oben fiir den Fliacheninhalt der Figur auszurechnen.

Wie kannst du diese Abschidtzungen verbessern, indem du das

feinere Raster dariiber legst?

Um wie viel Prozent unterscheidet sich deine Abschétzung hochstens

vom tatsachlichen Flacheninhalt?



https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://youtu.be/Rn21w_0xiD0?t=20
http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/DIY-Integration.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/DIY-Integration.pdf
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Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration ?\ MAT:::“:(ATIK
Py FREU(NIDE

Fiir die dargestellte Figur haben wir keine Formel zur Berechnung des Flicheninhalts A.

Auf dem Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration behandeln wir die folgenden Fragen:
Wie koénnen wir den Fldcheninhalt mit dem dargestellten Raster abschétzen?
Was ist eine Obersumme? Was ist eine Untersumme?

Was ist eine Verfeinerung des Rasters?

Wie verédndern sich Obersumme und Untersumme, wenn das Raster verfeinert wird?

10


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Kulturtechnik_Integration.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Kulturtechnik_Integration.pdf
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. . . 0 LS
Flicheninhalt eines Kreises MAT:;“:QAT
FREU(N)DE

Im folgenden Raster ist die Seitenlédnge der kleinen Quadrate 1—16 T

732 dieser Quadrate liegen vollstiandig innerhalb der Kreisflache.
856 dieser Quadrate iiberlappen zumindest teilweise mit der Kreisflache.

..... HHH A HHHH = ~
HHH A HHH N H
/ 7
va A N\
/ \
/ \
T 7
[ \ /
\ /
/
\ /
A\ /
.... EEmEEEEE
..... 41 1 ————— 1 11 11 il I T .\ I |

732 2

1) Erklare, warum der Flacheninhalt des Kreises bestimmt groier als g5g 1 ist.

856 .2

2) Erklédre, warum der Flicheninhalt des Kreises sicher kleiner als 5z - 72 ist.

Der Fldcheninhalt A eines Kreises mit Radius r liegt also im Bereich
2,859375- 12 < A < 3,34375 - 2.

Je feiner das Raster, umso besser wird die Annéherung (,,Approximation*):

Seitenlange eines Quadrats | Untere Abschitzung | Obere Abschétzung
(1/16) - r 2,859... - 12 3,343... - r?
(1/32) -r 3,007... - r? 3,253... - r?
(1/64) - r 3,072... - r? 3,199... - r?
(1/128) - r 3,107... - r? 3,170... - r?
(1/256) - r 3,125... - 12 3,156... - r?
(1/512) - r 3,133... - 12 3,149... - r?
(1/1024) - r 3,137... - 12 3,145... - r?
(1/2048) - r 3,139... - 2 3,143... - 2
(1/4096) - r 3,140... - r? 3,142... - r?

Die Abschitzungen nidhern sich beim Verfeinern immer mehr dem exakten Flidcheninhalt an:
A=n-r> mit 7=3,141592653...

Archimedes hat regelméBige Vielecke als Naherung fiir die Fliche verwendet. Schreibt man dem Kreis ein regelméafiiges 96-Eck ein, erhélt man die untere

Schranke 3,139... fiir # und beim Umschreiben die obere Schranke 3,142.... Kannst du diese Werte mit dem Taschenrechner bestitigen? Freilich hatte

Archimedes keinen Taschenrechner

L )

11
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Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration ‘)%J MAT:::I\:QA“K

M FREU(N)DE
Den Rand von kurvigen Figuren kénnen wir mit Funktionsgraphen beschreiben.
Auf dem Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration behandeln wir aulerdem die folgenden Fragen:
Was ist hier eine Untersumme? Was ist eine Obersumme?
Warum gilt fiir den Fliacheninhalt A, dass Untersumme < A < Obersumme ?
y y y j
'// ’/" O
A
U
Z. Z. T,
a b a b a b
Was ist eine Verfeinerung der Zerlegung?
- / / )
I i f / f /
Z. Z. T,
a b a b a b
X T X X
N 7
f ! f / f 7
Z. Z. T,
a b a b a b
Warum kénnen sich die Abschdtzungen nur verbessern, wenn wir die Zerlegung verfeinern?

12
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Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration =« 2 MAT:::I\:QA“K
M FREU(N)DE
Wir untersuchen eine monotone Funktion auf dem Intervall [a; b].
Auf dem Arbeitsblatt — Kulturtechnik Integration behandeln wir auflerdem die folgenden Fragen:
Wie grof§ ist der Unterschied zwischen Untersumme und Obersumme, wenn wir
das Intervall [a;b] in n gleich breite Intervalle zerlegen?
o LS s o/ L
. 7 A
I !

\Warum kénnen wir den Gesamtfehler beliebig klein machen, indem wir n entsprechend grof§ wéihlen?

Schwankung MATHEMATIK
- P !
) Beschreibe in Worten, warum das Fehler- Y i
15 rechteck bei der linken Funktion kleiner ist 15 I '
. Jf _______ = als bei der rechten Funktion. . N
0.5 Du verfeinerst die Zerlegung durch einen 0.5 g o
T Schnitt bei z = 2,5. ," ol g
0 1 2 3 4 0 1 12 3 4
Bei welcher der beiden Funktionen wird der Gesamtfehler dadurch (absolut) stérker verkleinert?
N

13
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Arbeitsblatt — Stetigkeit MATHEMATIK
macht

FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Stetigkeit zeigen wir dir, was Stetigkeit in der Mathematik genau bedeutet.

e=0.2 6 =0.045 ce=102 §=0.02
. . f ~ . e f
f(1)+e f(1) +e¢
f(1) c f(1) c
f(1) —e | f1) -
b i ) T § L6 T
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04
\_ J

Fehlerabschitzung . MATHEMATIK
macht
K FREU(N)DE

Gegeben ist eine stetige Funktion auf einem Intervall.

Jeder Zerlegung des Intervalls in Teilintervalle ordnen : -

wir eine Untersumme U und eine Obersumme O zu.

Wir haben gesehen, dass bei jeder Zerlegung z,

U < Exakter Fliacheninhalt < O Yy

gilt. Je ndher die Unter- und die Obersumme beisammen

liegen, desto genauer ist unsere Abschitzung fiir den
exakten Flacheninhalt. !

Wir schauen uns nun genauer an, um wie viel sich -

die Untersumme und die Obersumme voneinander

unterscheiden.

Wir schéitzen also den gesamten Fléacheninhalt dieser Feh- ,

lerrechtecke ab. Dazu suchen wir das Fehlerrechteck mit I

der grofiten Hohe. Diese Hohe bezeichnen wir mit h.

a : : b

i) Warum ist der Unterschied zwischen Unter- und Obersumme hochstens (b —a) - h?

ii) Erklare, warum h beim Verfeinern der Zerlegung nur kleiner werden kann.

Wenn f eine stetige Funktion in [a; b] ist, dann kénnen wir den Unterschied zwischen Untersumme und Obersumme

beliebig klein machen, indem wir fein genug zerlegen.

)

14
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Leere Behauptungen MATHE':‘A“K
! L nocrt |
Wir teilen das Intervall [a;b] in n gleich breite Teile.
Die zugehorige Untersumme kiirzen wir mit U,, ab.
Ein weit verbreiteter Irrglaube ist, dass dann Uy < Us < Uz < Uy < --- gelten muss.

Zeige, dass die folgende Funktion f im Intervall [0; 6] diese Behauptung widerlegt:

6V 6|V 6V
5 / 5 | ! 5 /
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
x T x
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
U, = Us; = Us =

Beim Verfeinern einer Zerlegung kénnen die Untersummen nur gréffer werden.

Beachte aber, dass die Zerlegung fiir U3 keine Verfeinerung der Zerlegung fiur U, ist.

Diesmal verdoppeln wir in jedem Schritt die Anzahl der Rechtecke.

Erklédre, warum dann sicher U; < Uy < Uy < Ug < Uzg < --- gilt. Das ist richtig fir jede Funktion.

Auch die entsprechende Behauptung O; > Oy > O3 > O4 > -+ fir Obersummen ist falsch:

Skizziere den Graphen einer Funktion, bei dem O, kleiner als Os ist:

67 6|7 67
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
0, = 0, = 05 =

Wenn f eine monotone Funktion ist, dann werden die Differenzen E,, = O,, — U,, monoton kleiner:

Ey>FEy,>FE3>FEy > ---

N )
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3. DAS BESTIMMTE INTEGRAL
Arbeitsblatt — Bestimmtes Integral »1 MAT:.E:':'A“K
M FREU(N)DE
Auf dem Arbeitsblatt — Bestimmtes Integral behandeln wir die folgenden Fragen:
f(z)
f

i

‘\
= \ Was ist eine Zwischensumme?
= = }
2 = = i
- S~ w ~— '
£ = - :
— [l
Z
a S 59 S3 Sq S5
Ax

0 A 2

Was ist das bestimmte Integral von f in [a;b]?

b
Was bedeutet die Schreibweise / f(x) de?

V(f(m

Was ist ein orientierter Flacheninhalt?

16
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4
Beispiel 3.1. Der Graph einer stiickweise linearen Funktion ist dargestellt. Ermittle / f(x) da.
—2

51 f(z)

2 10 1 2 3 4 5

Lésung. Wir konnen die Flache zwischen dem Funktionsgraphen und der x-Achse in Rechtecke und rechtwinklige
Dreiecke zerlegen.

5| f(x)
5 4

Also ist / f(z) dx = 18,5.
2 —2

X
-2 10 1 2 3 4 5
O
6 2
Beispiel 3.2. Ermittle / f(z) dz fir die Funktion f mit f(z) = -3 + 2.
0
Lésung. f ist eine lineare Funktion mit Steigung —2. Ihr Graph verlduft durch den Punkt (0 | 2):
. f(z)
1 -H3 6
T Also ist / flz)dze =4+3-3=0.
0 1 2 3~_4 5 0
» =3
-2
O

17
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4. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

b
Die Berechnung von / f(x) dz hingt eng mit der Ermittlung einer Stammfunktion von f zusammen.

Arbeitsblatt — Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung - MAT:::'\:‘A“K

/ M FREU(N)DE
Warum ist die Funktion F mit F(x) = / f(t) dt eine Stammfunktion von f?

Y Y

. ~—

a /'/ a /
Was sagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus?

1/
6 /

- S

D \w »

b
w N —,O

N

18
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Trommelwirbel — In der Begriindung des Hauptsatzes sind 2000 Jahre Zivilisationsgeschichte enthalten.

macht

FREU(N)DE

Der Graph einer stetigen Funktion f ist dargestellt. Wir betrachten die Funktion F mit

Pla) = / " r) dt.

In den Bildern siehst du die Flacheninhalte F'(z¢), F(xo + h), F(xo + h) — F(xo) und h - f(xo):

f \

!

\

a zo o+ h a

Ty o+ h

\

xo xo+h

Der Flacheninhalt F(xzg 4+ h) — F(x0) ist etwa so gro3 wie h - f(x() — mit einem kleinen Fehler:

F(zo+ h) — F(xzo) = h- f(x0)-

Siehst du das in den Bildern? Auch den Fehler?

Um den Fehler genau zu beschreiben, nennen wir die Spanne zwischen dem kleinsten und dem groften Funkti-

onswert von f auf dem Intervall [xo; ¢ + h] bequem e.

Erkldre anhand der Skizze rechts unten, dass unser Fehler hochstens h - € ist:

h-f(zg) —h-e < F(xo+h)— F(xg) <h-flxzg)+h-e.

Dividieren wir alles durch h, dann erhalten wir

F(xo+h) — F(xo)

fzo) —e < h < f(xo) +e.

Tatséchlich folgt daraus, dass

. F(zo+h)— F(xo)

1 =

hliz}) L f(l'o),
weil bei kleinem h bestimmt auch ¢ klein ist. f ist stetig.
Andererseits ist ja

F —F
F(z) = lim @0+ = Flao)

h—0 h
Es gilt also tatséachlich, dass F'(zo) = f(z0).
\_

h

~
m

a xy To+ h

So ist die Ableitung definiert.

Das ist genau der Hauptsatz.

MATHEMATIK

)
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Beispiel 4.1. Eine Stammfunktion von f(z) =2-x ist F(x) = 2%. Also ist zum Beispiel

4 o f(x)
/2-:1;dsz(4)—F(O):42—02:16. 8
0 7
Wie kannst du f: 2 -z dz auch ohne Hauptsatz schnell berechnen? 6
5
Traditionell wird dafiir auch folgende Schreibweise verwendet: ;
4 4 2
/2-xdx:x2‘ =420 =16. 1
0 0 T
0 1 2 3 4 5
Beispiel 4.2. Der Graph einer quadratischen Funktion verlauft durch (0 | 0) und hat den Scheitel S = (3] 9).
Berechne den dargestellten Flacheninhalt:
0] f()
9
8
7
6
5
4
3
A
2
1
x
o 1 2 3 4 5 6,
_’;]’ \
Lésung. Eine Funktionsgleichung von f kénnen wir auf verschiedenste Arten aufstellen:
a) Scheitelpunktform und Punkt (0 | 0) einsetzen:
flx)=a-(x—25)*+ys mit Scheitelpunkt S = (zg | ys)
b) Faktorisierung mit den Nullstellen 27 = 0, 2 = 6 und den Punkt (3 | 9) einsetzen:
flx)=a-z-(z-06)
c) Lineares Gleichungssystem losen:
f@y=a-2>+b-z+c mit f(0)=0, f(3)=9, f/(3)=0
In jedem Fall erhalten wir
flz)=—2%+6-x.
Der dargestellte Flacheninhalt betragt also
6 3 6 63
A:/ (—2*+6-2) de=-2 1322 =—2 13.62—0=36.
0 3 0 3
O
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3
Beispiel 4.3. Berechne/ sin(z) dz.
1
Losung.

3 3
/ sin(z) do = — cos(z) = 0,989... — (—0,540...) = 1,530...
1

Beachte, dass der Winkel im Bogenmafl gemessen ist.

Stelle am TR also die Einheit Radiant (rad) ein.

Net Change Theorem

FREU(N)DE

Erkléare, warum die folgende Gleichung gilt:

b
[ #'@ de=fb) - £(a)

9
Beispiel 4.4. Eine Funktion f erfillt f(2) = —4 und / f'(z) dz = 7. Berechne f(9).
2

Losung. f ist eine Stammfunktion von f/; also gilt:

| r@a=s@ ] =10 -r@L7 — =7+ =3

1
1

Beispiel 4.5. Welchen Wert hat das bestimmte Integral / — dz ?
1

1
Lésung. Eine Stammfunktion von f(z) = — = z~2 ist
x
1
Flz)= -2 1= -=
(@)= "=
Wir berechnen
F(1)—F(-1)=-1-1=-2 i

und sollten uns iiber das negative Ergebnis wundern, wo doch kein

NN

Funktionswert f(z) = 2 negativ ist.

Wir koénnen in diesem Beispiel nicht den Hauptsatz anwenden, weil
die Funktion f im Intervall [—1;1] nicht stetig ist. f
An der Stelle x = 0 ist f nicht definiert.

Die Funktion hat dort eine Polstelle. // x

Polstelle:

1
1
Tatséchlich gilt: / — dz =00 r =0
1z x

21
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5. PHYSIKALISCHE ANWENDUNGEN DES BESTIMMTEN INTEGRALS

Gleichférmige Bewegung MAT:'E;'\:\'AT'K
. FREU(N)DE

Bei konstanter Geschwindigkeit v besteht zwischen dem zuriickgelegten Weg s und der vergangenen Zeit ¢ der

S
Zusammenhang v = n bzw. s =v -t.

Rechts ist der Graph einer konstanten Geschwindigkeit-Zeit- 5 v(t) in m/s

Funktion v dargestellt. 4

1) Ermittle den eingezeichneten Fliacheninhalt. s

2) Welche Einheit hat dieser Flicheninhalt? 2

3) Wie kannst du diesen Flacheninhalt interpretieren. 1 s

%

Ungleichférmige Bewegung MAT:.ECI\:‘A“K
- FREU(N)DE

Bei einem Wettlauf wurde mit einem Messgerét die Geschwindig- oo (1) in m/s
keit einer Lauferin aufgezeichnet. Die Lauferin hat die Ziellinie o
nach genau 9 Sekunden erreicht. 8
7
Der Graph der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion der L&uferin ist i
rechts dargestellt. 4
3
Welche Distanz hat die Lauferin in der letzten Sekunde mindestens f
bzw. hochstens zuriickgelegt? o T s i 5 & st ings

Erklare, warum jede Untersumme eine untere Schranke fiir den zuriickgelegten Weg ist, und jede Obersumme eine

obere Schranke:

v(t) in m/s v(t) in m/s

/ I/

tin s tin s

-
o
-
o

= N W A~ OO N OO
= N W N OO N 0 ©

o
-
N
w
N
o
(o))
~
oo
©
o
-
N
w
N
[é)]
o
~
[oe]
©

Wie kénntest du die Anndherung an den tatséchlich zuriickgelegten Weg verbessern?

22
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f: v(t) dt

FREU(N)DE

Wenn s(t) der im Zeitintervall [0;¢] zuriickgelegte Weg ist, dann wird mit

b
/ v(t) dt = s(b) — s(a)

der ZurﬁCkgelegte Weg im Intervall [a, b] berechnet. Das folgt auch aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Beschleunigte Bewegung MAT:.E‘:I\:QA“K
K . FREU(N)DE
Erinnere dich, dass eine konstante Beschleunigung a = 3 m/s? bedeutet, dass die Geschwindigkeit pro Sekunde

um 3m/s grofer wird.

ta
Welche Einheit und welche Bedeutung hat also / a(t) dt bei einer konstanten Beschleunigung a?
ty
Erkldre, warum das bestimmte Integral einer Beschleunigung-Zeit-Funktion a im Zeitraum [tq;t3] die Geschwin-

digkeitsinderung in diesem Zeitraum angibt. Kurz:

/ " a(t) dt = v(ts) — v(t1)

t1

- J

Y
Arbeitsblatt — Physikalische Anwendungen der Differential- und Integralrechnung ’{?\ MAT:::“:QA“K

FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Physikalische Anwendungen der Differential- und Integralrechnung haben wir die

wichtigsten Eigenschaften und Zusammenhénge zwischen

der Weg-Zeit-Funktion s,
der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v und

der Beschleunigung-Zeit-Funktion a

zusammengefasst.

v s(t) in m T ’ / 9 o) tnloa/b / / S la(t) in m/s? ~
/

: /o N/ g
// / \/4 [

s =
N
~

: . [
; 7 5 IR
i v ¢ \
4

6 a
5 3
4 17 1
3 2 0 tin s
2 1 1/ i [ \
1 S i tins -1

n s 1 2 3 4 5 6 7 8 \
0 Ay 1 1.5 2 2.5 3 0 -2 {

Wir untersuchen dort auch weitere physikalischen Aufgabenstellungen, bei denen wir den Flacheninhalt zwischen

dem Funktionsgraphen und der horizontalen Achse im Sachzusammenhang interpretieren kénnen.

)
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6. FLACHENINHALTE ZWISCHEN FUNKTIONSGRAPHEN

Eingeschlossener Flidcheninhalt MAT:E“:'A"K
acl
FREU(N)DE

Die Graphen der Funktionen f und g schliefilen im Intervall [1;7] eine Fliche ein.
Wie kannst du ihren Inhalt mit der Integralrechnung bestimmen?
Y
g
f
x
o[ 1 2 3 4 5 6 7
Erkldre anhand der Bilder, warum der Fldcheninhalt
7 7
A:/ f(x) dx—/ g(x) da
1 1

betrégt.

Yy Yy Y

g g g

f f I

x. Z,
of/ 1 2 3 4 5 6 7 of/ 1 2 3 4 5 6 7 0|/
Da die Intervallgrenzen beider Integrale iibereinstimmen, gilt:
7
A= [ (@) = gla) do

N )

Flacheninhalt zwischen Funktionsgraphen

FREU(N)DE

Sind f und g stetige Funktionen mit f(z) > g(x) fiir alle 2 im Intervall [a;b], dann ist

b
/ (F(z) — g(x)) dz

der Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g im Intervall [a; b].
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Verschiebung MATHEMATIK
macht
- FREU(N]DE
Wir verschieben beide Funktionsgraphen um dieselbe Konstante nach unten.

Was passiert dabei mit dem Flicheninhalt zwischen den Funktionsgraphen?

Y Yy

g 0 1 2 3 1 5 6 7

of/ 1 2 3 4 5 6 7
Der dargestellte Flacheninhalt ist in jedem der drei Bilder gleich grof3, und zwar:

7
A= / (f(2) - g(a)) da

Das Ergebnis hingt also nicht davon ab, ob die Funktionswerte positiv oder negativ sind.

Es kommt nur darauf an, dass f(z) > g(x) ist.

= %

Beispiel 6.1. Die Graphen der Funktionen

1 5, 13 11
und 2 1 44 °
2
J@) =5 v g gy 5
sind dargestellt. 4
/
3
Der markierte Fliacheninhalt A soll berechnet werden. U
2

a) Lukas berechnet:

7
/2 (f(z) - g(2)) da r

Erklére, welchen Flécheninhalt er so berechnet.

b) Stelle den Ansatz richtig und berechne den gesuchten
Flacheninhalt A.

25
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Losung.

a) Lukas berechnet damit den Flacheninhalt, den f und g im Intervall [2;7]

einschlieflen. Das ist aber nicht der gesuchte Flacheninhalt, sondern der

rechts dargestellte Flacheninhalt.

b) Der gesuchte Flacheninhalt betriagt

A:/27f(x)da:—/47g(;g)dgg:..._

69 1297

—== =10,80....

120

Stiick fiir Stiick

Yy
6
5
! f
3
2
1
X
0 1 3 4 5 6 7
-1
g
-2
—57
O

Wir wollen den Flicheninhalt, den die beiden dargestellten Funktionen im Intervall [a; d] einschliefen, berechnen:

Erklare, warum

d
/ (f(2) — g(x)) da

nicht der gesuchte Flacheninhalt ist.

Darum berechnen wir zuerst die Schnittstellen der

Graphen, also die Losungen folgender Gleichung;:

f(z) = g(z)

Der gesuchte Flidcheninhalt ist also:

b c d
A= Ay + As+ Ay = / (9(z) — f(2)) dz+ / (f(z) - g(x)) dz + / (9(z) — f(2)) da

Y

f

MATHEMATIK
macht
FREU(N]DE

V

26


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — INTEGRALRECHNUNG

7. ROTATIONSVOLUMEN

oY MATHEMATIK

Arbeitsblatt — Rotationsvolumen “<g et
v FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Rotationsvolumen behandeln wir die folgenden Fragen:

Welche Moglichkeiten haben wir, um das Volumen der dargestellten Vase zu bestimmen?

Y

Wie koénnen wir das Volumen annéhern, wenn wir die Gleichung der Funktion f kennen?

Y

f(x3)

(Y.
v

Wie kénnen wir die Annéherung verbessern?

y o

Wie kénnen wir mithilfe der Integralrechnung das exakte Volumen berechnen?

-
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MATHEMATIK
macht
FREU(N]DE

Volumen von Rotationskérpern

s S

u)

Der Graph einer stetigen Funktion y = f(z) rotiert im Intervall [a;b] um die x-Achse.

b
Das Volumen V, des dabei entstandenen Rotationskorpers ist V, = 7 - / f(x)? dx.
a

...) und integriere nach x. Die Integrationsgrenzen a und b lies auf der z-Achse ab.%

»Quadriere die Funktionsgleichung (f(ac)2 =

Der Graph einer stetigen Funktion x = g(y) rotiert im Intervall [¢; d] um die y-Achse.

d
Das Volumen V,, des dabei entstandenen Rotationskorpers ist V, = = - / g(y)2 dy.
Cc

,Forme die Gleichung y = f(x) auf 22 um und integriere die andere Seite nach y. Die Grenzen ¢ und d lies auf der y-Achse ab.*

-

Beispiel 7.1. Leite mithilfe der Integralrechnung eine Formel fiir das Volumen eines Drehkegels mit Radius r und

Hohe h her.

Lésung. Wir konnen den Drehkegel als Rotationskérper beschreiben, indem wir den Graphen einer linearen Funktion

um die z-Achse rotieren lassen.

\Searg
K277 7
//// II \\ \\ \{W;ﬂ%gﬁ
i
g ’Q’II? /////2//////’////
e ' i i
m— ’Q,‘él_,'l)///
i/ I \ A\ &
K Drehkegel als Rotationskérper - MI::’E:E:E}::“(
f(x)
Beschrifte die Skizze, und erklére weshalb
fz) = % T f
gilt. / w o
\_ /
Das Volumen des Drehkegels betragt daher
h hop2 r2 z3 |k 2 K r?.7-h
V:7r-/O fx)yde=m- ; ﬁ-xdezﬂ-ﬁ-Eozw-ﬁ-EzT.
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Beispiel 7.2. Leite mithilfe der Integralrechnung eine Formel fiir das Volumen einer Kugel mit Radius r her.

Losung.

Kugel als Rotationskérper MAT:::I\:‘ATIK
- FREU(N]DE

Beschrifte die Skizze und erklire, warum das Kugelvolumen
V:7r~/ (7’27332) dz
betrégi f(x)
f
[y T
V)
o /

Die Funktion f ist symmetrisch zur vertikalen Achse (, gerade Funktion®), also ist

r 3 r 3 4 3.
V:2~7T~/0 (7"2—:152) d$:2-w~<r2~x—g> 0:2-7r-(r3—g>:r3ﬂ.

Beispiel 7.3. Eine Avocado und ihr Kern kénnen ndherungsweise als Rotationskérper beschrieben werden:

y in cm

3 S

1 ik
0 /\xincm
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10W12 13

Die Schale wird durch eine Funktion s mit

s(t)=VA-2*+B-23+C-22+ D -2+ E, Ocm <z < 10cm

beschrieben. Die Funktion s hat Nullstellen bei x = 0 und x = 10.
Im Punkt (4 | 3) hat die Funktion ein lokales Maximum.
Der Funktionsgraph von s verlduft durch den Punkt (8 | 2,2).

Der Kern wird durch eine Funktion k mit

k(x):\/a~x4+b~x3+c~x2+d-x+e, lem <2 < 6cm

beschrieben. Die Funktion k£ hat Nullstellen bei x =1 und = = 6.
Im Punkt (3 | 1,5) hat die Funktion ein lokales Maximum.
Der Funktionsgraph von s verlduft durch den Punkt (5 | 1,1).

Das griine Fruchtfleisch der Avocado hat eine Dichte von p = 0,9 g/cm?.

Berechne, wie viel Gramm Fruchtfleisch die Avocado hat.
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Lésung. Mit Technologieeinsatz berechnen wir die Gleichungen der beiden Funktionen:
I: s(0)=0 IT: s(10) =0 II: s'(4)=0 IV: s(4) =3 V: s(8) =22

_: _ 289 _ 451 _ 221
= A= 555 B= 500 C= 200 D= %5, E=0

I: k(1)=0 II: k(6)=0 II: k¥@B)=0 IV:kB)=15 V: k(B)=11

21 b= 373 __ _ 2797 d= 8979 __ _ 3267

@ = —1600° 16007 ~ 1600 16007 © T 800

Das Volumen der Avocado mit Kern betragt

10 5 4 3 2
10 10 10 10
VA:ﬂ"/ s(rdv=7- (A —+B-—+C - — +D-— ) =190,29...cm”.
0 5 4 3 2
Das Volumen des Kerns betriagt
6 5 4 3 2 6
VK:ﬂ'-/ k(z)? do =7 - ot vb T el va L qen ‘ = 23,78...cm>.
1 5 4 3 2 1

Das Fruchtfleisch der Avocado hat also das Volumen
V = V4 — Vg = 166,50... cm®.
Mit der Dichte p = 7+ konnen wir daraus die Masse berechnen:
m="V-p=166,50...cm®-0,9¢g/cm® = 149,85... g.

Das Fruchtfleisch der Avocado hat also eine Masse von rund 150 Gramm. O
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Beispiel 7.4. Die Innenwand eines Trinkglases entsteht durch Rotation einer Funktion
f@) = VaFe

um die z-Achse:

f(z) in cm

f

[y in cm

Wir sollen ein spezielles Trinkglas mit den folgenden Eigenschaften entwerfen:

e Der untere Durchmesser der Innenwand soll 6 cm betragen.

e Als Boden wird ein 8 mm hoher Drehzylinder verwendet.

e Die 0,5L - Markierung soll sich 1 cm unterhalb des Glasrandes befinden.
Berechne, welche Gesamthohe das Trinkglas haben muss.

Losung.
f(0)=3cm = c=3 = ¢=9
Wenn das Trinkglas bis zur Héhe b angefiillt wird, betragt das Volumen
b 1 b 1
V(b)Zﬂ'-/ (x4+9) de =7 <§-x2+9-1‘> ‘OZTF' <§-b2+9-b> cm?®
0

Um die Héhe der Markierung fiir 0,5L = 500 ml = 500 cm?® zu bestimmen, 16sen wir die folgende Gleichung:

V() =500 = - (%-b2+9-b) =500 = %~62+9~b—52—020
Die beiden Losungen der quadratischen Gleichungen sind
(by = —28,98...cm) und by =10,98... cm.
Die Gesamthohe des Trinkglases betréigt also
h=10,98... 40,8 +1=12,78...cm. O
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8. LINEARER MITTELWERT

Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Integralrechnung )%i MAT:i“:tAﬂK

FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Mittelwertsatz der Integralrechnung behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie kénnen wir den ,,durchschnittlichen Funktionswert®

f(x) annahern, den eine Funktion f im Intervall [a;b] annimmt?
C
f(x)
Z. v
a b /
17
o] F(2)
5
4
. T
) a Z; b
]
z Wie kénnen wir den ,,durchschnittlichen Funktionswert®
0 1 2 3 4 5 6 7

mithilfe der Integralrechnung bestimmen?

Was garantiert uns der Mittelwertsatz der Integralrechnung?
Yy f
1)}

Linearer Mittelwert einer Funktion

FREU(N)DE

Der lineare Mittelwert m einer Funktion f im Intervall [a;d] ist:

1 b
m = b— . / f(m) dx m ist der ,durchschnittliche Funktionswert* von f in [a;b].
—a a

Beispiel 8.1. Berechne den linearen Mittelwert von f(z) = sin(x) in [0;7].

Losung.

\"z""'&v&"’""&’?{{{":
RN
IR
oo seteetetedetetete%e %S

oot totetotetetetetete et ete et

ol ot totetetetetete et e}
2RI
oottt ot otetotetotetotetotetotetotels
3020362056205 20%626%626%626%626%626%626%6 2% 6% 26%

3
[e=}

. /Oﬂsin(x) dz = — - (—cos(x)) 05

(- (-1 =2

0,636...

= 3=
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N . . . . 1K
Linearer Mittelwert einer linearen Funktionen MAT:::“:(AT
FREU(N)DE

v //

-

f ist eine lineare Funktion in [a;b], also:

f@) =k-z+d

"*/00000

BEIEBE
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Wir rechnen nach, dass der lineare Mittelwert von f f/
in [a;b] tatsichlich f (2£2) ist: . )

1 b 1
b—a'L‘ﬂmdx:b

%
RS
f‘

X

::
::
O
::
::
R

b

~x2+d-x>

-bQ—I—d-b—g-aQ—d-a =

- —a*)+d-(b—a)) = B2—a2=(b—a) (b+a)

)oa-s(:2) )

MWS Differentialrechnung — MWS Integralrechnung MAT:.E;\:'AT'K
FREU(N)DE

NI N N

S8
\
Q

Il
o>
| | =
IS

Il
e
A/~
Q
[\
o

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

F@O:i/$f@)dt
= f(z)

ist eine Stammfunktion von f. Es gilt also F'(z) =

2) Erklare:
F(b) — F(a) 1 /b
= . t) dt
b—a b—a J, )
3) Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung garantiert uns eine Stelle s in [a; b] mit:

P =L = [ a

1) Die Funktion F' mit

Das ist genau der Mittelwertsatz der Integralrechnung.
/
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9. BOGENLANGE

Kreisumfang MATHEMATIK
macht
Wir wollen den Umfang eines Kreises mit Radius r
ndherungsweise bestimmen. Dazu schreiben wir ihm

regelméfige Vielecke ein.
RegelméaBiges Vieleck | Seitenlénge | Umfang
3-Eck 1,732...-7 | 5,196... 7
6-Eck 1-r 6.7
12-Eck 0,517...-7 | 6,211...7
24-FEck 0,261...-7 | 6,265... 7
48-FEck 0,130...-7 | 6,278... 1
96-Eck 0,065... .7 | 6,282... -7
Der Umfang des regelméfligen n-Ecks mit Radius r
kann mit folgender Formel berechnet werden:

T
u=2-n~sin<f) -7
n
Kannst du sie erkliaren?

Mit jeder Verdopplung der Seitenanzahl wird der Umfang des Vielecks grofier.
Der Umfang bleibt jedoch stets kleiner als der Kreisumfang v =2 -7 -7 =6,283... - r.

Der Grenzwert lim 2-n -sin (%) -r=2-m.r ist der Kreisumfang.
n-— oo

- J

)
Arbeitsblatt — Bogenlinge % MAT:::':'A"K

M FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Bogenldnge behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie konnen wir die Bogenldnge I des Graphen einer Funktion f im Intervall [a; b]
durch Streckenziige anndhern?

Yy

Was hilft dabei der Mittelwertsatz der Differentialrechnung? >

Wie koénnen wir mithilfe der Integralrechnung die exakte

Bogenlénge [ berechnen?

- J
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Bogenlinge |X I MATHE':‘A“K
FR’:G?N)'DE
Fiir die Bogenlédnge I des Graphen einer differenzierbaren Funktion f im Intervall [a;b] gilt:
1 ]
! 7
. /
l:/ V14 f'(x)? dzx ;
ja b
\_ /
Beispiel 9.1. Berechne die Bogenlidnge des Graphen von f(z) =« im Intervall [0; 5].
Losung.
5 5 5
l:/ \/1+f’(z)2dx:/ V2de=2-vV2| =5-V2=7,071...
0 0 0
Kannst du diese ,,Bogenldnge“ auch ohne Integralrechnung bestimmen? |
Beispiel 9.2. Berechne die Bogenldnge des Graphen von f(x) =« - y/x im Intervall [0;13].
Lésung. Die Ableitung von f(z) =z - 22 berechnen wir mit der Produktregel:
p 1 1 . 1 1 3 1 9
f(x)zl-x?—i—x-i-x 2:x2+§~x2:§~x2 = 1+ fl(x)?= 1+Z~x
Die Bogenlénge betrégt also
13 1 3
9 2 9 2 2 4 13
14+ 2. de=(142.2) - 2.2 ‘ — 49.29... — 0,29... = 49.
/0<+4x)x(+4a:>390
Kettenregel / Lineare Substitution
Wir kontrollieren das Ergebnis mit Technologieeinsatz:
A o ° a=2
% o L~ D ONON £ N =
Eingabe: (f, 0,13) s
» Algebra X |» Grafik 2
Funktion f(x)
e f(x) = xvx 40
_ Zahl
a=49 0
20
10
x
0 1234567 8910111213
|
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Beispiel 9.3. Der Verlauf einer Skisprungschanze kann naherungsweise durch den Graphen einer Polynomfunktion

3. Grades beschrieben werden:

50 ilu)l; Startposition e Die Startposition befindet sich auf der Hohe 45 m.

e Bei der Startposition hat die Schanze einen Neigungs-
s winkel von 35°.

e Der Schanzentisch befindet sich in 3 m Hohe und 100 m

Schanzentisch horizontaler Entfernung von der Startposition.

T in m

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

30

20

e Beim Schanzentisch ist die Sprungschanze weder stei-
° gend noch fallend.

a) Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, aus dem die Koeffizienten der Polynomfunktion h berechnet werden kon-

nen. Lose das lineare Gleichungssystem mit Technologieeinsatz.

b) Stelle eine Formel auf, mit der die Linge der Sprungschanze berechnet werden kann.

Berechne die Linge der Sprungsschanze mit Technologieeinsatz.

c) Begriinde mithilfe der Differentialrechnung, warum der Neigungswinkel der Schanze an der Startposition maximal

ist.

Losung.

a) h(z)=a-23+b-22+c-xv+d
Losung mit Technologieeinsatz:

I:  h(0) =45 a=1397...-107°
II:  K(0) = tan(—35°) b=1404...-107°
= —0,7002...
I h(100) =3 ¢=—0,700
d =45
IV: 1(100) =0
b) MW(z)=3-a-22+2-b-x+c
100
l= V1+h(z)? de =110,13..m
0

c) Die Funktion A hat im Intervall [0; 100] keinen Wendepunkt, da alle Losungen von h”(x) = 0 auferhalb liegen.
Der maximale Neigungswinkel muss daher am Rand (z =0 oder z = 100) angenommen werden.

Der Neigungswinkel der Schanze ist also an der Startposition maximal.
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Beispiel 9.4. Die Funktion f mit

et +e "
fla) ==
heifit auch Cosinus hyperbolicus und wird mit cosh abgekiirzt. Die Funktion g mit
et —e ¥
heifit auch Sinus hyperbolicus und wird mit sinh abgekiirzt.
a) Rechne nach, dass f'(z) = g(z) und ¢'(z) = f(x) gilt.
b) Rechne nach, dass f(z)? — g(z)? =1 gilt.
¢) Berechne die Bogenlinge von f im Intervall [1;4].
Losung.
e’ +e (-1 e’ —e . (-1
w) =" gy = T ) s
2 2 2-e” 2. z—z _ 0
b) f(2)* = g(2)" = (f(2) + 9()) - (f(2) —g(@)) = { —— | [~ — ) =" = =1/

c) Die Bogenlinge von f in [1;4] betragt

4 4 4
l:/ 1+ f'(z)? dz 2 / V1+g(x)? de 2 / V f(x)? do 2 f(@) >0 = \/f(@)? = f(x)
1 1 1
1_

4 e —e e e 1
= = — = 26,11... O
9@) | =5 ; 6,

Beispiel 9.5. ﬁ Die Astroide (,,Sternkurve®) wird implizit durch die Gleichung

3/ 3
1,2 + \/yi2 - 1 \/3 ©2 ist fiir alle Zahlen ® € R definiert.
beschrieben. Ein Punkt P = (zp | yp) liegt genau dann auf der Kurve, wenn 3 /x?, + 3 /y?, = 1 gilt. Zum Beispiel: (1 | 0) oder (—1 | 0).

Berechne den Umfang der Astroide.

Losung.

3
Vy2=1-Va2 = y== (1—v3x2)

Der obere Rand der Astroide ist also der Graph folgender Funktion:

1 x
5 2 (1_33%)2 -1 0 1
3 2\ 2 _1
1—23 25 1-—z3i 1
— 1+ (@) =1+ —F—=F+—— ==
T3 T3 T3 T3
-1
! oy > 31 3
= u:4-/ \/1+f’(x)2dx=4~/ z7sde=4-23 3 =4 5—0:6
0 0 0
OJ
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