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1. ERWEITERUNGEN DER ZAHLENBEREICHE

Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen ? MAT:::."AT‘K
FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen behandeln wir die folgenden Fragen:
Welche Losungen hat die Gleichung 22 = —17
Was ist die imaginare Einheit ¢ 7
Irrationale
Was sind komplexe Zahlen? Zablen
] Im(z2)
<8
4
A Was ist mit NCZ CQ CR C C gemeint?
21
2 3
Wie kann man komplexe Zahlen
z5 1
x Z Re(2) in der Zahlenebene veranschaulichen?
-5 4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5
230 2 Wie rechnet man mit komplexen Zahlen?
-3 X
26 x z2
-3
N J

Beispiel 1.1. Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = =24 5.7 und 2z, =4 — 4.

Stelle z1 + 29, 21 — 29, 21 - 29 und i—; in der Form a + b - 7 dar.

Losunyg.

21+20=(—2+b-0)+(4—i)=-2+5-i4+4—i=2+4-1
21 —z22=(—2+5-9)—(4—i)=—-245-i—44+i=—-6+6-1
21 2= (—2+5-17)-(4—1) 8+2-1+20-1¢ 5_@5 3+22-4
Um Z- wieder in der Form a + b -7 darzustellen, erweitern wir den Bruch geschickt:

Z (=245-0)-(4+i) —8-2.i+20-i+5-i® —13+18-i 13 18

n (4—i)-(4+i) 16 — 22 17 BEETARTAR


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Komplexe_Zahlen.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Komplexe_Zahlen.pdf

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — KOMPLEXE ZAHLEN

-

Zu jeder komplexen Zahl

z=a+b-1 a,beR 1

gibt es die sogenannte komplex konjugierte Zahl 10 T2 3 4

N

zZz=a—0b-1.

Die komplexe Zahl wird also an der waagrechten Achse gespiegelt.

-

Beispiel 1.2. Gegeben sind die komplexen Zahlen z =4 —2-¢ und w =345 1.

1) Berechne z - Z.
2) Berechne z+w und z + w.

3) Berechne z-w und z-w.
Losunyg.
1) 2 2=(4—20) (4+2-)) =16+8-i—8-i—4-i> =20

2) z+w=04+2-0)+(3—-5-1)=7—3-14

ztw=04-2-9)+B+5-9)=7+3-i=7—-3"14

3) z-w=(4+249)-(3-5-0)=12-20-i+6-i—10-i2=22— 144

Tw=(4—2-1)-3+5-1)=124+20-i—6-i—10- 2 =22+ 147 =22 — 14 -3 0

Eigenschaften der komplexen Konjugation - MAT:.Ech:‘ATlK
FREU(N)DE

1) Erkldre, warum (a+0b-14) - (a — b- i) stets eine nicht-negative reelle Zahl ist.  (a,b € R)

2) Erklare, warum z + w = z + w fiir alle komplexen Zahlen z und w gilt.

3) Erklare, warum z-w = z-w fur alle komplexen Zahlen z und w gilt.

= %
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2. DARSTELLUNGSFORMEN KOMPLEXER ZAHLEN

Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen ? MATHEMATIK

macht

/ FREU(N)DE
Auf dem Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen behandeln wir auch die folgenden Fragen:

Was ist die Komponentenform einer komplexen Zahl?

Im(z)
Was ist die Polarform einer komplexen Zahl? s —atb-i
r
Wie funktioniert die Umrechnung zwischen : \

) . : ¥ Re
diesen beiden Darstellungsformen? , ()
T Im(z) 1 Im(z) T Im(z)

Re(z) ' Re(z) ‘ a Re(z) '
a I)
Wie kann man komplexe Zahlen in Polarform multiplizieren und dividieren?
J

Beispiel 2.1. Wandle die komplexe Zahl z = (4;120°) von Polarform in Komponentenform um.

Lésung. Wir berechnen den Realteil und den Imaginérteil von z:
Realteil: a = 4 - cos(120°) = —2
Imaginérteil: b = 4 - sin(120°) = 3,464...

— 2=-2+3464... i

O
Beispiel 2.2. Wandle die komplexe Zahl z = —5 — 12 - 7 von Komponentenform in Polarform um.
Losung. Der Betrag von z ist r = /5% + 122 = 13.
z liegt im 3. Quadranten, weil Real- und Imaginérteil von z beide negativ sind.
Das Argument von z ist also ¢ = 180° + arctan(%2) = 247,3...°.
— 2z =(13;247,3..°)
O
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Trigonometrische Form

Die komplexe Zahl z = (r; ¢) hat den Realteil a = r - cos(y) und den Imaginarteil b = r - sin(¢p).

Statt 2 = a + b -4 konnen wir also auch

z=r-cos(p)+r-sin(p)-i=1r-(cos(p) + 1 -sin(p))

schreiben. Diese Darstellung einer komplexen Zahl heifit auch trigonometrische Form.

\_ J

macht

Multiplikation in Polarform — Herleitung @ MATHEMATIK
FREU(NJDE

0
Wir wollen die beiden komplexen Zahlen z; = (71; 1) und 2o = (rs; ¢9) multiplizieren.

1) Erklare, warum
21 =711 - (cos(p1) +i-sin(er)) und 2o =1y - (cos(p) + i - sin(pz))
gilt.

2) Rechne nach, dass
21 - 29 =11 - T9 - [cos(p1) - cos(pe) — sin(yr) - sin(ps) + @ - (cos(¢1) - sin(ps) + sin(py) - cos(pa))] -
3) Zwei der trigonometrischen Summensétze sind

sin(a + 8) = sin(a) - cos(f) + cos(a) - sin(3) und

cos(a + ) = cos(a) - cos() — sin(a) - sin(f).

Mehr dazu findest du auf dem Arbeitsblatt — Summensétze fiir Winkelfunktionen.

Erkliare mit den Summensatzen, warum z; « zo = (71 « 2501 + 2) gilt.

Bei der Multiplikation in Polarform werden also die Betrage multipliziert und die Argumente addiert.

\_

Beispiel 2.3. Stelle das Produkt der komplexen Zahlen z; = (2;30°) und z2 = (3;80°) in Polarform

und in Komponentenform dar.

Losung.
Polarform: 6! Im(z)
21+ 29 = (2-3;30° 4+ 80°) = (6;110°) 5
Komponentenform:
3 110°
a=6-cos(110°) = —2,052... °\ .
b=06-sin(110°) = 5,638 05 %%
— 6 - sin =5, 2
30° Re(z)
z1 290 = —2,052... + 5,638... - 1 2 10 1 2 3 4 5
-1
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Beispiel 2.4. Gegeben sind die komplexen Zahlen z; =3 +iund 2o =4 — 2 - 4.

Stelle z; + 25 und z; — 2o in Komponentenform dar.

Veranschauliche die Rechnungen in der Zahlenebene.

Losung.

H+zm=08+)+A—-2-9)=7—-1-1

2

Beispiel 2.5. Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = (4;72°) und 2, = (3;305°).

Stelle z; + 29 und z; — 29 in Polarform dar.

Losung. Wir wandeln die komplexen Zahlen in Komponentenform um:

2 = 1,236... + 3,804... - i
2o =1,720... — 2.457... - i

— 2+ 2 = 2,956... + 1,346... - i
— 2 — 2= —0484... + 6,261... - i

Das Ergebnis wandeln wir zuriick in Polarform um:

2+ 2 = (3,249...;24,48..°)
21 — 29 = (6,280...;94,42...°)

Beispiel 2.6. Stelle das Ergebnis in Polarform dar.

a) (3;90°) + (5;270°)  b) (3;0°) — (5;180°)

Losung.

a) (3:90°) + (5;270°) = —2 - i = (2;270°)
=3 =—51

b) (3;0°) — (5;180°) =8 = (8;0°)
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Beispiel 2.7. Die komplexe Zahl (=3 + 4 -4)* soll in der Form a + b - i dargestellt werden.

a) Berechne das Ergebnis ohne Verwendung der Polarform.

b) Berechne das Ergebnis mit Verwendung der Polarform.

Losunyg.

a) Wir multiplizieren (—3 + 4 - ¢)* mithilfe des Pascalschen Dreiecks aus. 1 1
Mehr dazu findest du auf dem Arbeitsblatt — Pascalsches Dreieck I. 1 2 1

(=3+4-)*=1-(=3)"+4-(=3)3 - (4-i)+6-(=3)?-(4-9)*+4-(=3)-(4-)>+1-(4-i) =
=81 —432-74 864 -i* — 768 - > + 256 - i* =
=81 — 4327 — 864 4 768 - i 4+ 256 = —527 + 336 - i

b) Wir wandeln die komplexe Zahl z = —3 + 4 - ¢ in Polarform um:
4
r=v32+42=5 ¢ =180° — arctan (3) = 126,86...° — 2z = (5;126,86...°)

Also ist
(=3 +4-i)* = (5%4-126,86...°) = (625;507,47...°) = —527 + 336 - i O

Satz von de Moivre MATHEMATIK

Erklare mithilfe der Polarform, warum der Satz von de Moivre
[cos(p) + ¢ - sin(p)]" = cos(n - @) + ¢ - sin(n - )

gilt.

Beispiel 2.8. ﬁ Leite aus dem Satz von de Moivre die folgenden Formeln her:

1) cos(3 - ¢) = cos(p)® — 3 - cos(ip) - sin(p)?
2) sin(3 - ) = 3 - cos(p)? - sin(yp) — sin(p)?
Lésung. Wir verwenden das Pascalsche Dreieck und den Satz von de Moivre:

[cos(p) + i - sin(p)]® = cos(p)® + 3 - cos()? - (i - sin(p)) + 3 - cos() - (i - sin())* + (i - sin())?

= cos(p)® — 3 - cos(¢) - sin(p)? +i - (3 - cos(p)? - sin(p) — sin(y)?) O
=cos(3-p) =sin(3-p)
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3. GLEICHUNGEN UBER DER GRUNDMENGE C

Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen ? MAT:.E':"‘AT‘K
/ FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen behandeln wir auch die folgenden Fragen:

Warum ist —2 nicht die einzige Lésung der Gleichung 22 = —8 in C?
Welche 5 Losungen hat die Gleichung 2° = (32;150°) in C? >N

Wie kann man die Losungen der quadratischen Gleichung 2 Re(2)
22 +4 -2+ 13 =0 in C berechnen? _ |

Was ist der Fundamentalsatz der Algebra? / 4
\_ J

Beispiel 3.1. Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = (2;30°), 2o = (2;150°) und z3 = (2;270°).

Berechne 27, 23 und z3.

Losung.

23 =(2%3-30°) = (890°) =8 -4

23 = (23,3 150°) = (8;450°) = (8;90°)
z3 = (2%,3-270°) = (8;810°) = (8;90°)

1

1 UJ

8
8

Im vorigen Beispiel haben wir drei verschiedene Losungen der Gleichung z* = 8 - i gefunden.
Sie haben alle drei den gleichen Betrag r = 2.

Die Argumente unterscheiden sich nur um Vielfache des Winkels @ = 120°.

‘Wurzelziehen MATHEMATIK
macht
FREU(N)DE

Jede Gleichung der Form 2" = (r; ) hat genau n Losungen. (n=1,2,3,...)

1) Erklére, warum z; = ((/7_“, SO) eine Losung der Gleichung ist.
n

360°
) eine Losung der Gleichung ist.
n

2) Erklare, warum zo = <{/F, L +
n

360°
n

3) Erklare, warum z3 = (C/?, 2 +2- ) eine Losung der Gleichung ist.
n

4) Erklare, warum man jedes Mal eine Losung erhélt, wenn man den Winkel um @ vergrofiert.

5) Erklare, warum man dadurch n verschiedene Losungen erhélt.

- J
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Beispiel 3.2. Berechne die 6 Losungen der Gleichung 26 = (729; 252°).

Losung. Der Betrag jeder Losung ist r = v/729 = 3.
Der Winkel zwischen zwei benachbarten Losungen ist @ = 60°.

Wir berechnen die 6 Losungen der Gleichung;:
Im(2)
3;252°/6) = (3;42°)

= (3

= (3;42° 4 60°) = (3;102°) 2\ 4

= (3;162° ) Re(z)
2y = (3;222

= (3

= (3

Beispiel 3.3. Berechne die Losungen der quadratischen Gleichung iiber der Grundmenge C.

2 —4-2+4+13=0

Lésung. Wir setzen p = —4 und ¢ = 13 in die kleine Losungsformel ein:
Y RN 1 D v - D S
ng——ii 5 —q=2+v4-13=2£+v-9

Geben wir in einen (einfachen) Taschenrechner +/—9 ein, dann erhalten wir ,DOMAIN Error*.

Es gibt keine reelle Zahl, die mit sich selbst multipliziert —9 ergibt.

Die Funktion = — +/x ist nur fiir z > 0 definiert. Ihre Definitionsmenge (engl. domain) enthélt keine negativen Zahlen.

Erinnere dich, dass wir mit quadratischer Ergénzung die Losungsformeln fiir quadratische Gleichun-

gen hergeleitet haben. Mehr dazu findest du auf dem Arbeitsblatt — Quadratische Gleichungen.
Tatséchlich gilt fir jede Zahl z € C, dass

2?4 r+13=(r-22-22+13= (v —2)*+09.

Damit ist
?—4-24+13=0 <= (2-2°49=0 <<= (z-27=-9
Wir sind also eigentlich auf der Suche nach Zahlen, die mit sich selbst multipliziert —9 ergeben.

Wir wissen, dass es davon zwei gibt:
(z-2?%=-9 < 2-2=3-i oder v—2=-3:i <& 2=2+3-i oder v=2-3-i.

Etwas knapper schreiben wir das als z10 =2+ 3 - 4.

Mit der Losungsformel kommen wir auf das gleiche Ergebnis, wenn wir ++/—a = =4i-+/a vereinbaren:
T12=24+vV-9=24+i-V/9=243i O

9
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Lo 1K
Diskriminante e B
FREU(NJDE

Wovon héngt es also ab, ob die quadratische Gleichung
a-224+b-z+c=0

keine, eine oder zwei reelle Losungen hat? Anhand der groflen Losungsformel

—bEVb2—-4.a-c

2-a

T2 =
siehst du, dass es auf das Vorzeichen von
D=b—-4-a-c

ankommt. Die Abkiirzung D steht fir Diskriminante (lat. discriminare <+ unterscheiden).
Anhand der Diskriminante kannst du ndmlich unterscheiden, ob es zwei, eine oder keine reelle
Losungen gibt:

1) Wenn D > 0 ist, dann hat die quadratische Gleichung zwei reelle Lésungen:

_ —b+VD _-b—VD

T T T o
2) Wenn D = 0 ist, dann hat die quadratische Gleichung genau eine reelle Losung:
—b
Ty = —
T2

3) Wenn D < 0 ist, dann hat die quadratische Gleichung keine reelle, dafiir aber
zwei komplexe Losungen:
—b+i-v—D —b—1-v—D
T, = ——, Ly = ———————————— —D ist positiv.

2-a 2-a
\_ J

Beispiel 3.4. Fiir welche Zahlen ¢ € R hat die quadratische Gleichung
2. 22 4+4-24¢=0

zwei / genau eine / keine reelle Losungen?

Lésung. Wir setzen a = 2 und b = 4 in die grole Losungsformel ein:

—4++16—-8-¢
1 .

T12 =
Es gibt genau eine Losung, wenn
16—-8-c=0 <= c=2

10


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — KOMPLEXE ZAHLEN

Die Losung von 2- 22 +4 -2 4+ 2 = 0 ist dann o = —1.

Es gibt zwei reelle Losungen, wenn
16-8-c>0 <+— c<2.

Bei ¢ = 0 hat die quadratische Gleichung zum Beispiel die reellen Losungen

T1o—= ———(— <~ l’1:0,$2:—2.
Es gibt keine reelle Losung, aber zwei komplexe Losungen, wenn
16 -8-c<0 <<= c¢c>2

Bei ¢ = 4 hat die quadratische Gleichung zum Beispiel die komplexen Lésungen

—4+-16 —4+4-i

T12 = $1:—1+Z ZEQZ—]_—l O
4 4 ’
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