MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — TRIGONOMETRIE

KOMPETENZHEFT - TRIGONOMETRIE

INHALTSVERZEICHNIS

1. Ahnlichkeit, Strahlensatz & Winkelfunktionen 2

2.  Winkelfunktionen am Einheitskreis 8 “

3. Allgemeine Winkelfunktionen 9 "

4. Goniometrische Gleichungen 11 il

5. Allgemeines Dreieck 16

6. Summensétze 17

Kompetenzmaterialien — Trigonometrie 7,A MATHEMASE

/ FREU(N)DE

In diesem Kompetenzheft wird ein méglicher Einstieg in die Trigonometrie vorgestellt.
Die Inhalte bauen auf dem Kompetenzheft — Geometrie auf.
Die mit ﬁ markierten Inhalte sind fiir Lehrpersonen und interessierte Personen gedacht.

Die folgenden Kompetenzmaterialien sind fiir den Einsatz im Unterricht konzipiert:

v’ Arbeitsblatt — Strahlensatz (Ausarbeitung)

v Arbeitsblatt — Ahnlichkeit und Winkelfunktionen (Ausarbeitung)

v’ Arbeitsblatt — Winkelfunktionen am Einheitskreis (Ausarbeitung)
v’ Arbeitsblatt — Graphen der Winkelfunktionen (Ausarbeitung)

v’ Arbeitsblatt — Allgemeines Dreieck (Ausarbeitung)

v' Arbeitsblatt — Summenséatze fiir Winkelfunktionen (Ausarbeitung)

Wir freuen uns tiber Feedback an mmf@univie.ac.at.

Datum: 24. September 2020.


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/KH-Geometrie.pdf
https://mmf.univie.ac.at/materialien/algebra-geometrie/#c548668
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Strahlensatz.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Strahlensatz-Ausarbeitung.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Aehnlichkeit_und_Winkelfunktionen.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Aehnlichkeit_und_Winkelfunktionen-Ausarbeitung.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Winkelfunktionen_am_Einheitskreis.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Winkelfunktionen_am_Einheitskreis-Ausarbeitung.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Graphen_der_Winkelfunktionen.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Graphen_der_Winkelfunktionen-Ausarbeitung.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Allgemeines_Dreieck.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Allgemeines_Dreieck-Ausarbeitung.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Summensaetze_fuer_Winkelfunktionen.pdf
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Summensaetze_fuer_Winkelfunktionen-Ausarbeitung.pdf
mailto:mmf@univie.ac.at
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — TRIGONOMETRIE

1. AHNLICHKEIT, STRAHLENSATZ & WINKELFUNKTIONEN

Arbeitsblatt — Strahlensatz % MATHEMAZ
FREU(NIDE

Auf dem Arbeitsblatt — Strahlensatz behandeln wir die folgenden Fragen:

Was bedeutet es, wenn zwei Dreiecke &hnlich sind?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Seitenldngen dhnlicher Dreiecke?

Warum sind in der Figur rechts die b

gegentiberliegenden Seiten gleich lang?

/I,

B’L d
4
/XB\ ‘ 7l Was sagt der Strahlensatz aus?
a/

Was steckt hinter dem Strahlensatz?
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Strahlensatz (Beweis mit Flidcheninhalten) @ MATHEMATIK

macht
oo FREU(N)DE

-
Der folgende Beweis fiir den Strahlensatz gilt fiir beliebige Skalierungsfaktoren k € R.
Erklare, warum die Dreiecke AABA’ und AABB’ den gleichen Flacheninhalt besitzen:

B\ d A B\ J 4 )
= L)

i) Erklare, warum unten b- hy = a - h, gilt.

ii) Erklare, warum unten b - h, = da’ - h, gilt.

b
iii) Folgere, dass g = gilt.
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Strahlensatz (Beweis mit Flidcheninhalten) @ MATHEMATIK

-

\

b c

Um — = — zu zeigen, verschieben wir das kleine Dreieck so parallel,

v

dass der Eckpunkt A im Eckpunkt A’ zu liegen kommt:

B

a

Erklare, warum nun die Gleichung b_c folgt.

v

FREU(N)DE
©
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Arbeitsblatt — Ahnlichkeit und Winkelfunktionen

,?‘ 4 MATHEMATIK
) macht

Auf dem Arbeitsblatt — Ahnlichkeit und Winkelfunktionen behandeln wir die folgenden Fragen:

Zwei rechtwinklige Dreiecke haben den gleichen Winkel «.

FREU(N)DE

A c

Warum sind die Dreiecke dhnlich?

Was ist die Gegenkathete von a? Was ist die Ankathete von a?

a/

a
Warum gilt der Zusammenhang — = — 7
c c

C
Was wird mithilfe der Tasten |SIN|, |COS]| und |TAN| am dom
Taschenrechner berechnet? Wie kénnen wir damit Seitenlingen
in rechtwinkligen Dreiecken berechnen? 36°
A c B
1
0.8
Welche Werte kann sin(«) fiir spitze Winkel o annehmen?
0.6 P
04 Was wird mithilfe der Tasten |SIN"'|, [COS™"| und [TAN"!|
ol ! yp am Taschenrechner berechnet?
[e} Tp
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
C
Wie konnen wir damit Winkel in rechtwinkligen Dreiecken 3 cm 4 cm
berechnen? .
A B
\_ /
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Beispiel 1.1. Ein regelmafliges 10-FEck mit Umkreisradius » = 4 cm ist dargestellt.

1) Berechne den Zentriwinkel .
2) Berechne den Flécheninhalt und den Umfang des 10-Ecks.
Losung.
1) Wegen der RegelméaBigkeit ist « ein Zehntel des vollen Winkels:
360°
o =
10

2) Wir teilen das gleichschenklige Dreieck in zwei kongruente recht-

= 36°

winklige Dreiecke. Die Hohe teilt den Winkel o in 2 gleich grofle
Teile. Also gilt:

sin (18°) = < z=r-sin(18°) = 1,236...cm

cos (18°) = <= h=r-cos(18°) =3,804...cm
Wir berechnen den Flacheninhalt und Umfang des 10-Ecks:

A=20- x2h — 47,02... cm?

SIS 3R

u=20-x=24,72...cm

Beispiel 1.2. ﬁ Gegeben ist ein regelméafliges n-Eck mit Umkreisradius 7.

1) Stelle eine Formel fiir den Zentriwinkel a auf.

DA

2) Stelle eine Formel fiir den Flacheninhalt und den Umfang auf.

Lésung. Wir stellen die Formeln so wie beim regelméfiigen 10-Eck auf:

1)
360°
Q:
n
2)
. <a> T . <1800>
sin|{ =) = — <— x=r-sin
2 r n
«Q h 180°
cos<): < hzr-cos( )
2 T n

-h 180° 180°
A—2-n~x—r2-n-sin( 80 )‘COS( 80)
2 n n

180°>

n

u:2~n~x:2-r~n-sin<

Setze zur Probe n = 10 und » = 4cm in die Formeln ein. O
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Satz des Thales @ MATHEMAZR

-

\_

macht
©

FREU(N)DE
Auf dem rechts dargestellten Halbkreisbogen wurde ein beliebiger Punkt P gewéhlt.

Der Satz des Thales besagt, dass das rechts Z
eingezeichnete Dreieck dann rechtwinklig ist.

Der zugehérige (Halb)kreis heiBt dann auch Thaleskreis.
Warum stimmt der Satz des Thales?

Rechts ist der Radius zu P eingezeichnet. P

1) Warum sind die beiden eingezeichneten Winkel a A‘
(bzw. [3) tatsdchlich gleich grof3?

2) Begriinde, warum « + 5§ = 90° gilt.

v

Satz des Thales (Umkehrung) @ MATHEMATIK

cht
FREU(N)DE

-
Rechts ist der Thaleskreis mit Durchmesser AB dargestellt.

Jeder Punkt am Thaleskreis (auBer A und B) liefert also
ein rechtwinkliges Dreieck.

Kann ein anderer Punkt ein rechtwinkliges Dreieck liefern?

Tatséchlich gilt die Umkehrung des Satz des Thales:
Besitzt ein Dreieck ABC im Eckpunkt C einen rechten Winkel,
so liegt C' am Thaleskreis iiber der Strecke AB.

Wir begriinden indirekt: Angenommen, C' liegt nicht am Thaleskreis.

1) Wir zeichnen die Strahlen AC und BC' ein.
2) Unabhéngig davon, wo der Eckpunkt C' liegt:
Zumindest einer der beiden Strahlen muss den Thaleskreis

schneiden. Die Tangenten in A und B sind parallel.

A
Im rechts dargestellten Dreieck schneidet der Strahl AC' den Thaleskreis in einem Punkt P.

3) Das Dreieck ABP ist nach dem Satz des Thales rechtwinklig.

4) Das Dreieck BC'P hétte dann zwei rechte Winkel. 4

Wir haben damit bewiesen:

Die Menge aller Punkte C' in der Ebene, fir die ZACB = 90° gilt, ist genau die Menge aller
Punkte des Kreises mit Durchmesser AB, mit Ausnahme der Punkte A und B selbst.

)
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2. WINKELFUNKTIONEN AM EINHEITSKREIS

Arbeitsblatt — Winkelfunktionen am Einheitskreis - “ MATHEMATIK

macht
FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Winkelfunktionen am Einheitskreis behandeln wir die folgenden Fragen:

Was ist der Einheitskreis und welchen Zusammenhang gibt es 12

. . 09
zu den Winkelfunktionen? oo
0.7

Wie konnen wir damit die Winkelfunktionen fiir jeden gz

Winkel « definieren? 04
0.3
0.2

Welche Winkel a sind Losungen der Gleichung sin(a) = 0,67 o1

0 01020304 0506 0708 09 1

cos(a) x.
>

tan(a)

Was sind die Funktionen Arcussinus, Arcuscosinus und Arcustangens?

Wofir konnen wir sie verwenden? N

,\y
1

cos(a)

tan(a)
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3. ALLGEMEINE WINKELFUNKTIONEN

Arbeitsblatt — Graphen der Winkelfunktionen - o ATHEMATIK

macht
FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Graphen der Winkelfunktionen behandeln wir den Ubergang von Win-

kelfunktionen am Einheitskreis zu den Graphen der Winkelfunktionen:

r = 2,36 rad Y
y
//'/ al .
/ sin sin(z)
[ [sin(@)\ =T 2.36 rad \ 2 in rad
| "] w2 ™ 3m/2 o
\\ /
tan (i
; cos(x) 3
5 2 :' i
i 1 i i
. 4 i ' i x
inr ; ; ;
L r w2 mi2 ™ w2 om
-2w-3my2 -m -m/2 m m 3m/2 2w 5wk2 3w 7m/2 4w 9'IT)\'2 ! 1 ! !
V. e
) R :' i
K =1 1 ' 1 j

In der Naturwissenschaft und Technik gibt es viele Vorgange, die mithilfe einer Sinusfunktion be-
schrieben werden konnen. Zum Beispiel: Sinustone in der Akustik, Schwingungen eines Federpendels,
Wasserstand bei Ebbe und Flut, Farbiiberginge auf Fotos, etc.

Dazu muss die Sinusfunktion allerdings meist etwas angepasst werden:

o] Messwert zur Zeit ¢ , Messwert zur Zeit ¢
5 - - - -<
7 TN N e 51 -* Y PadRN
/ 4 N 7’ \\
4 K] u » 5 \ e
7 \ /’ \ 2/
\ N ’
3 I 0} * 4 . /
\ / ’
/ \ ’ \ ,
2 ’ \ / 3 \ 7
[ [ N o
! .\ / N ’
1 /I \ sin + 2 \\ ’
N / Zeit t . )/
0 \ .
2 4 I3 8 ay 12 14 6 18/ 20 22 24 1 \ Si ) .

. \ ’ N 4 Zeit t

— ’ 0
‘e é 2 4 8 8 o 17 14 e 18/ 20 2> A
-2 ' / -1 ® ’
\ ’ AN g
N
-3 L} ’I -2 ~e--7
\ 7’
\. ,I
4 . , -3
N .

5 N>

Der Graph der Sinusfunktion (orange) im linken Bild muss horizontal und vertikal gestreckt werden,
um die Messwerte (schwarz) beschreiben zu kénnen.
Der Graph der Sinusfunktion im rechten Bild muss nicht nur gestreckt, sondern auch verschoben

werden, um die Messwerte beschreiben zu kénnen.
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Arbeitsblatt — Graphen der Winkelfunktionen

y
E MATHEMATIK
=) macht

FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Graphen der Winkelfunktionen behandeln wir die folgenden Fragen zur
allgemeinen Sinusfunktion mit Gleichung y(t) = A -sin (w -t + ¢) + c.

Y2

Welchen Einfluss hat der Nullphasenwinkel ¢

2y Yo
15 " o
Welchen Einfluss hat die Amplitude A O_;
. y: t
auf den Funktionsgraphen? _ T2 swi2_Fv  swi2 3
-1.5
-2
Y
Y3 Welchen Einfluss hat die Kreisfre-
0.5
v f quenz w

auf den Funktionsgraphen?

S~

auf den Funktionsgraphen? 3

Y2

Welchen Einfluss hat der Parameter ¢

auf den Funktionsgraphen?

Wie kénnen wir ausgehend

vom Funktionsgraphen die

Parameter A, ¢, w und ¢ ablesen?

Y T
J
4
A

R T |
r4

I

]

|
1 |

{ A c

]

' t

/—TI'/2 -m/4 0 m/4 /2 34 L T/ 43w /2 7Tm/4 2w Om/4
t()
T

4
=1

10
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4. GONIOMETRISCHE GLEICHUNGEN

Bei goniometrischen Gleichungen tritt die Unbekannte im Argument einer Winkelfunktion auf.

Beispiel 4.1. Berechne alle Winkel o im Intervall [0°; 360°], die Losungen der Gleichung sind.

a) sin(a) =0,8

b)

d)

arcsin(0,8) = 53,13...°

ap = 53,13...°

ay = 180° — arcsin(0,8) = 126,86...°

— Losungsmenge L = {53,13...°;126,86...°}

sin(a) = —0,5

arcsin(—0,5) = —30°

o = —30° 4 360° = 330°

ag = 180° — arcsin(—0,5) = 210°

— Losungsmenge L = {210°;330°}

sin(a) = 4,2

sin(a)

sin(a)

Die Funktionswerte der Sinusfunktion liegen im Intervall [—1;1]. Der Wert 4,2 kann also nicht

angenommen werden. Die Gleichung sin(a) = 4,2 hat also keine Losung.

— Losungsmenge L = {}

sin(a) = —1

Es gibt am Einheitskreis genau einen Punkt mit y-Koordinate —1,
nédmlich (0 | —1).

Der zugehorige Winkel im Intervall [0°; 360°[ ist a; = 270°.

“
,Leere Menge

— Losungsmenge L = {270°}

11
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e)

f)

g)

h)

cos(a) = 0,7

arccos(0,7) = 45,57...°
a1 = 45,57...0
ay = 360° — arccos(0,7) = 314,42...°

— Losungsmenge L = {45,57...°;314,42...°}
cos(a) = —0,6

arccos(—0,6) = 126,86...°

Q

)

ar = 126,86...°
ay = 360° — arccos(—0,6) = 233,13...° S ey !
— Losungsmenge L = {126,86...°;233,13...°}
-1
cos(a) =1
y
Es gibt am Einheitskreis genau einen Punkt mit xz-Koordinate 1, !
namlich (1] 0).
Der zugehorige Winkel im Intervall [0°;360°] ist a; = 0°. — z

—> Losungsmenge L = {0°}
tan(a) = 1,5

arctan(1,5) = 56,30...°

ay = 56,30..°

ay = 180° + arctan(1,5) = 236,30...°

— Losungsmenge L = {56,30...°;236,30...°}

tan(ay)

12



MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE

KH

— TRIGONOMETRIE

i) tan(a) = —1
arctan(—1) = —45°

Kannst du das Ergebnis auch ohne Taschenrechner erklaren?

o = —45° 4 360° = 315°

ay = 180° + arctan(—1) = 135°

— Losungsmenge L = {135°; 315°}

/3

tan(aq)

Beispiel 4.2. Berechne alle Winkel = (im Bogenmaf), die Losungen der Gleichung sind.

a) sin(x) = 0,5

arcsin(0,5) = 0,523... rad

Vergiss nicht, deinen Taschenrechner auf das Bogenmafl umzustellen.

Die beiden Losungen im Intervall [0rad;2-7rad| sind also

r1 = 0,523...rad

und

ro =7 —0,523...rad = 2,617... rad.

2,617... rad

0,523... rad

X1 X

-1

Egal wie oft wir den Winkel um 360° = 2 - mrad verandern, der Sinuswert bleibt unverandert.

Die Gleichung sin(z) = 0,5 hat also unendlich viele Losungen:

L={0523...+k-2-7rrad | k€Z} U {2617..+k-2-wrad|k € Z}

Das Symbol U bedeutet ,vereinigt mit“. Eine Zahl ist eine Losung, wenn sie in der ersten Menge oder in der zweiten Menge ist.

13
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b) cos(4-x)=10,2

Es ist arccos(0,2) = 1,369...rad. Ein Winkel x ist also genau dann eine Lésung der Gleichung,

wenn es eine Zahl k € Z gibt, mit

4-0=1,369... +k-2-7rad 4-2=2-m—1,369... 4+ k-2-7 rad

x:0,342...+k-grad T = 1,228...+k-grad.

— ODER ——

L:{O,342...+k~grad]keZ} U {1,228...+k-;radykez}
c) tan(3-x —5) =42

Es ist arctan(42) = 1,546...rad. Egal wie oft wir den Winkel um 180° = 7 rad verandern, der

Tangenswert bleibt unverandert. Ein Winkel x ist also genau dann eine Losung der Gleichung,
wenn es eine Zahl k € Z gibt, mit
3-x—5=1546... + k-

1546, +5+ k-7
B 3

z —2,182... + k- g rad.

Die Losungsmenge ist also

L_{2,182...+k.grad|kez}.

14
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Beispiel 4.3. Berechne alle Winkel 2 (im Bogenmaf), die Losungen der Gleichung sind.

4-sin(3-x—5;T>+43:42

Lésung. Wir formen die Gleichung in die Form sin(®) = * um:

4~sin<3~x—5;r>:—1 <= sin(3-x—5;r):—0,25

5.
3-x—|—T7T:W—arcsin(—0,25)+k-2-7r

5.
S-x—TW:arcsin(—0,25)+k;-2-7r

2.7 2.7

x:2,533...+k-7rad r=3,749... + k - rad

o
&)
A
O

Die Losungsmenge der Gleichung ist
2.7

2.
L:{2,533...+k-37rrad|keZ} U {3,749...+k- .
2.

rad|k‘€Z} O

Wie kannst du die Periode T' = direkt aus der Gleichung ablesen?

3

15
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5. ALLGEMEINES DREIECK

Arbeitsblatt — Allgemeines Dreieck ? MATHEMATIK

macht
FREU(N)DE

-
Auf dem Arbeitsblatt — Allgemeines Dreieck behandeln wir die folgenden Fragen:

Warum gilt die trigonometrische Fliachenformel
a - c-sin(pB) b ¢
2 g

in jedem Dreieck? ¢

A=

Warum gilt der Sinussatz
a b ¢
sin(a)  sin(8)  sin(7)

in jedem Dreieck? -

Wie kann man mit dem Sinussatz den

stumpfen Winkel a rechts berechnen?

Warum gilt der Cosinussatz
c*=a*+b*—2-a-b-cos(y)

in jedem Dreieck?

= %

16
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6. SUMMENSATZE

Arbeitsblatt — Summensitze fiir Winkelfunktionen »?\ MAT:.E‘:I:‘A“K
FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Summensétze fiir Winkelfunktionen behandeln wir die folgenden Fragen:

Sind sin(30° 4 30°) und sin(30°) + sin(30°) gleich grofi? !

Was sagen die Summenséatze fiir Winkelfunktionen aus?

A, A, Wie kann man die Formel

sin(a + B) = sin(a) - cos(B) + cos(a) - sin(B)

fiir spitze Winkel a und /3 begriinden?
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Beispiel 6.1. Begriinde, warum

cos(a + ) — cos(a — )
2

+ sin(a) - sin(5) =0

fir alle Winkel « gilt.

Losung.

cos(aw — ) = cos(a) - cos(—f) —sin(a) - sin(—fF) = cos(«) - cos(5) + sin(a) - sin(f)
——— —
—cos(8) ——sin(8)

= cos(a + ) — cos(a — ) = —sin(a) - sin(f) — sin(«) - sin(f) = —2 - sin(a) - sin(3)
cos(a + ) — cos(a — )
2

+ sin(a) - sin(3) = —sin(«) - sin(8) + sin(«) - sin(5) = 0
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Beispiel 6.2. Von den dargestellten Bausteinen kennst du die Seitenlangen a und b bzw. x und y:

Du stellst einen Baustein so auf den anderen, dass sich die neben-

-1
stehende Frontalansicht ergibt.
Stelle mit a, b, x und y eine Formel fir die Hohe h der entstan-
denen Figur auf. hi 1 g

Losung. Wir teilen die Hohe A in zwei Teile hy und hs:

Ahnliche Dreiecke e s
- FREU(N)DE
i) Erkldre, warum die beiden eingezeichneten Winkel o tat-
séchlich gleich grof sind.

h
ii) Erklare, warum =

b
I gllt Finde dhnliche Dreiecke.

h a

I iii) Erklire, warum — = 1 gilt.
[0} z/
N /
Die Hohe der entstandenen Figur betrigt also
h=hi+hys=b-x+a-y. O
S t MATHEMATIK
ummensatz < @  mec §

Du hast damit auch den Summensatz
sin(a + ) = sin(«) - cos() + cos(a) - sin(f)

fiir spitze Winkel o und 8 bewiesen:

Bezeichne in der obigen Skizze den Steigungswinkel des zweiten Bausteins mit .
1) Erkliare, warum h = sin(a + 3) gilt.

2) Erklare, warum h; = b-x = sin(a) - cos(8) gilt.

3) Erklare, warum hy = a -y = cos(«) - sin(3) gilt.
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