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1. KOMBINATORIK

A
Arbeitsblatt — Kombinatorik ’\% MAT::::'ATIK
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Auf dem Arbeitsblatt — Kombinatorik behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie koénnen wir Abzdhlprobleme 16sen, die sich in unabhdngige Entscheidungen zerlegen lassen?

e[z lelel7] [Hel7] e[z [zlo]7] |el¥]7]

Offle| (ol [Hlelsl [Flzlo] [zlel¥ [=[f|e]

Was bedeutet die Schreibweise 8! (,,8 Faktorielle“)?

Wie viele verschiedene Farbmuster sind méglich, wenn 3 schwarze Kugeln und

2 rote Kugeln in einer Reihe angeordnet werden? . ‘ . . '

Wie viele verschiedene Farbmuster sind mit

. . . . ‘ ’ ’ den 8 Kugeln links moglich?

Wie berechnet man den Binomialkoeffizienten (452> und welches Abzéhlproblem 16st er?

42 42
W ist = ?
arum is (5> (37>

Vor dir stehen n Boxen, die von 1 bis n durchnummeriert sind. .’
Wie viele Moglichkeiten gibt es, . ..
1) ...k =5 unterscheidbare Bélle (nummeriert von 1 bis k) auf n = 3 Boxen zu verteilen?
2) ...k =5 unterscheidbare Bélle (nummeriert von 1 bis k) auf n = 8 Boxen zu verteilen,

wenn in jede Box hochstens ein Ball passt?

3) ...k =5 nicht unterscheidbare Bélle auf n = 8 Boxen zu verteilen,

wenn in jede Box hochstens ein Ball passt?

4) ...k =5 nicht unterscheidbare Bélle auf n = 3 Boxen zu verteilen?

- %
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Beispiel 1.1. In der ersten Reihe sitzen 5 Personen, in der zweiten und dritten Reihe sitzen jeweils 6 Personen und in

der letzten Reihe sitzen 4 Personen. Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus jeder Reihe genau eine Person auszuwéhlen?

Lésung. Wir kénnen uns unabhdngig voneinander in jeder Reihe fiir eine Person entscheiden. Es gibt also 5:6-6-4 = 720

verschiedene Moglichkeiten. O

Beispiel 1.2. Wie viele dreistellige natiirliche Zahlen gibt es?

Losung.

Moglichkeit 1: Fiir die Hunderterstelle gibt es 9 Moglichkeiten (sie kann nicht 0 sein). Fiir die Zehner- und Einerstelle
gibt es unabhéingig davon jeweils 10 Moglichkeiten. Insgesamt gibt es fir (H, Z, E) also 9-10-10 = 900 Moglichkeiten.
Moéglichkeit 2: Von 1 bis 999 gibt es 999 natiirliche Zahlen. Davon sind genau die Zahlen von 1 bis 99 nicht dreistellig.
Also gibt es 900 dreistellige natiirliche Zahlen. (]

Beispiel 1.3. Wie viele vierstellige natiirliche Zahlen gibt es, die gerade sind?

Losung.

Méglichkeit 1: Eine natiirliche Zahl ist genau dann gerade, wenn die Einerziffer 0, 2, 4, 6 oder 8 ist. Es gibt also
9-10-10-5 = 4500 vierstellige natiirliche Zahlen, die gerade sind.

Moglichkeit 2: Es gibt 9000 vierstellige Zahlen. Jede zweite Zahl davon ist gerade. ]

Bei manchen Abzihlproblemen ist es geschickter, sich das Gegenteil zu iiberlegen, also wie viele Objekte die angege-

benen Bedingungen nicht erfiillen.

Beispiel 1.4. Wie viele flinfstellige natiirliche Zahlen gibt es, die mindestens einmal die Ziffer 3 enthalten?

Léosung. Das Gegenteil von ,mindestens eine Ziffer 3 enthalten® ist ,keine Ziffer 3 enthalten*.
Es gibt 9-10-10- 10 - 10 = 90000 fiinfstellige Zahlen. Davon enthalten 8 - 9* = 52488 die Ziffer 3 kein einziges Mal.
Also gibt es 90000 — 52488 = 37 512 fiinfstellige natiirliche Zahlen, die mindestens einmal die Ziffer 3 enthalten. [

Beispiel 1.5. Ein Paket Schnapskarten enthélt 20 Karten: Zehn, Bube, Dame, Konig, Ass jeweils in den 4 Spielfarben.

Wir mischen die Karten zu einem Stapel.

1) Wie viele verschiedene Anordnungen kénnen die 20 Karten im Stapel haben?

2) Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es, wenn uns die Spielfarbe egal ist?

Liosung.

1) Alle 20 Karten sind voneinander unterscheidbar. Es gibt also
20-19-...-2-1=20!= 2432902008 176 640 000 = 2,432... - 10'8

verschiedene Anordnungen.
2) Die 20 Karten sind aufgeteilt in 5 Gruppen mit jeweils 4 nicht unterscheidbaren Karten.

Es gibt also

20! 20!
= = 5402 = 3,055... - 101,
AoAl- Al A Al () 305 540 235000 = 3,055 0

verschiedene Anordnungen. O
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Beispiel 1.6. ﬁ Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, um 15 Personen in drei gleich grofle Gruppen

aufzuteilen?

Lésung. Wir stellen die 15 Personen in einer Reihe auf. Dann nehmen wir 15 Karten und beschriften jeweils 5 Karten
mit ,Gruppe 1%, ,,Gruppe 2“ und ,,Gruppe 3“

Fiir die Aufteilung der 15 Karten gibt es dann

15!
RN 756 756

verschiedene Moglichkeiten. Warum ist das noch nicht das richtige Endergebnis?

Wir zéhlen dabei jede Aufteilung in 3 Gruppen mehrfach: Ob alle Personen einer Gruppe eine Karte mit ,,Gruppe
1 oder alle eine Karte mit ,Gruppe 2“ haben, ist fiir die Gruppenaufteilung ja nicht relevant. Jede der 3! = 6

Vertauschungen der kompletten Kartensets zwischen den Gruppen fiihrt zu der gleichen Gruppenaufteilung. Es gibt

also 756756
= 126126
3!
verschiedene Moglichkeiten, um aus 15 Personen drei Gruppen mit 5 Personen zu bilden. |

Beispiel 1.7. An einem Wettrennen haben 42 Personen teilgenommen. Die Rangliste der ersten 10 Plitze wird

verOffentlicht. Wie viele verschiedene Ranglisten sind moglich?

Lésung. Fiir den ersten Platz gibt es 42 Moglichkeiten. Unabhéingig vom ersten Platz gibt es fiir den zweiten Platz

41 Moglichkeiten, fiir den dritten Platz 40 Moglichkeiten usw.

Die Anzahl moéglicher Ranglisten ist also Die Reihenfolge ist wichtig.
42!

42.41-40-...-33 = o1 = 5339572 260422400 = 5,339... - 105, O

10 Faktoren
Beispiel 1.8. Auf einem Wettschein soll der Ausgang von 13 verschiedenen Fufiballpartien getippt werden. Bei je-
der Partie muss man ankreuzen, welches der beiden Teams gewinnt oder ob die Partie Unentschieden ausgeht. Den
Hauptpreis gewinnt man, wenn man bei allen 13 Partien auf den richtigen Ausgang tippt.

Wie viele verschiedene Wettscheine muss man ausfiillen, um sicher den Hauptpreis zu gewinnen?

Lésung. Es gibt 3 verschiedene Moglichkeiten bei jeder der 13 Partien. Bei jeder Partie konnen wir uns unabhdngig

von den bisherigen Entscheidungen fiir einen der 3 Ausgéinge entscheiden. Die Anzahl verschiedener Wettscheine ist

also
3-3-...-3=3"=1594323.
—_———
13 Faktoren
Nur wenn man jeden dieser 1594 323 Wettscheine ausfiillt, gewinnt man sicher den Hauptpreis. O

Beispiel 1.9. Du wiirfelst viermal mit einem sechsseitigen Wiirfel und schreibst die Ergebnisse als Folge an. Zum
Beispiel: (2,6,1,2). Wie viele verschiedene Ergebnisfolgen gibt es, bei denen mindestens eine Augenzahl mehrfach

vorkommt?

Lésung. Bei dieser Aufgabe ist es geschickter, sich zuerst das Gegenteil zu iiberlegen.

Insgesamt gibt es 6 -6 -6 -6 = 6 = 1296 mogliche Ergebnisfolgen.

Wie viele dieser Ergebnisfolgen haben keine Augenzahl mehrfach?

Dafiir gibt es 6 -5 -4 - 3 = 360 verschiedene Méoglichkeiten.

Es gibt also 1296 — 360 = 936 verschiedene Ergebnisfolgen, bei denen mindestens eine Augenzahl mehrfach vorkommt.
|
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Beispiel 1.10. Ein Schatz von 30 (nicht unterscheidbaren) Goldmiinzen soll auf den Kapitdn und vier seiner Piraten

aufgeteilt werden. Wie viele mogliche Aufteilungen gibt es, wenn ...

1) ...der Schatz beliebig aufgeteilt werden kann? Jeder erhlt 0 bis 30 Goldmiinzen.

2) ...jeder Pirat mindestens 2 Goldminzen und der Kapitdn mindestens 5 Goldmiinzen be-
kommen soll?

3) ...jeder Pirat hochstens 2 Goldmiinzen bekommen soll?

4) ...der Kapitin 10 Goldmiinzen, zwei (beliebige) Piraten 7 Goldmiinzen und zwei (beliebige)
Piraten 3 Goldmiinzen bekommen sollen?

5) ...der Kapitin 16 Goldmiinzen, jeder Pirat mindestens 2 Goldmiinzen, aber alle Piraten
unterschiedlich viele Goldmiinzen bekommen sollen?

6) ...der Kapitéin mindestens 28 Goldmiinzen bekommen soll?

Losung.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Es handelt sich um ein Auswahlproblem wie auf S.2 mit & = 30 nicht unterscheidbaren Béllen, die auf n = 5
unterscheidbare Boxen verteilt werden sollen. Jedes Fach darf beliebig oft ausgewéhlt werden und die Reihenfolge
der Auswahl ist egal. Es gibt also (’t’;’_‘;l) = (344) = 46 376 mogliche Aufteilungen der 30 Goldmiinzen.

Wenn wir den Piraten und dem Kapitdn jeweils die mindestens erforderlichen Goldmiinzen geben, bleiben k =
30 —4 -2 —5 = 17 Goldmiinzen tiibrig, die wir beliebig auf die n = 5 Personen aufteilen kénnen. Die Anzahl
verschiedener Aufteilungen ist also (¥1"71) = (%) = 5985.

Fiir jeden Piraten kénnen wir unabhdngig entscheiden, ob wir ihm 0, 1 oder 2 Goldmiinzen geben.

Es sind genug Miinzen vorhanden, damit jeder Pirat auch 2 Miinzen erhalten kann. Die iibrigen Miinzen bekommt der Kapitan.

Dafiir gibt es 3-3-3-3 = 3* = 81 Moglichkeiten.

Wir kénnen nur entscheiden, welche zwei der vier Piraten 7 Goldmiinzen bekommen sollen.

Um eine Gruppe von 2 aus 4 Piraten auszuwéhlen, gibt es (g) = 6 Moglichkeiten.

Fiir die vier Piraten bleiben 14 Goldmiinzen iibrig. Damit jeder Pirat mindestens 2 Goldmiinzen, aber alle Piraten
unterschiedlich viele Goldmiinzen bekommen, miissen die Goldmiinzen 2+3+4+5 = 14 aufgeteilt sein. Wir kénnen
aber aussuchen, welcher Pirat 5 Goldmiinzen, welcher 4, welcher 3 und welcher Pirat 2 Goldmiinzen erhélt. Fiir
den Pirat mit 5 Goldmiinzen haben wir 4 Moglichkeiten, unabhdngig von dieser Auswahl bleiben 3 Moglichkeiten
fir die 4 Goldmiinzen, und so weiter. Es gibt also 4 -3 -2 -1 = 24 mogliche Aufteilungen.

Der Kapitdn bekommt 28 Goldmiinzen. Die anderen k& = 2 Goldmiinzen kénnen wir beliebig auf n = 5 Personen
aufteilen. Dafiir gibt es (IH"*l) = (2) = 15 Moglichkeiten. O

n—1
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2. PAscALSCHES DREIECK & BINOMISCHER LEHRSATZ

A
Arbeitsblatt — Pascalsches Dreieck I ’? MAT::::'ATIK
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Auf dem Arbeitsblatt — Pascalsches Dreieck I haben wir die folgenden Fragen behandelt:
Was ist das Pascalsche Dreieck?
Wie hilft es bei den folgenden Berechnungen?

(a+b)?=1-a>+2-a-b+1-b
(a+b2=1-a*>+3-a*>b+3-a-b>+1-b°
(a+b)*=1-a*+4-a> b+6-a> b +4-a-b>+1-b*
(a+b)°=1-a°+5-a* b+10-a>- 0> +10-a®>-b*+5-a-b* +1-0°
- /
Arbeitsblatt — Pascalsches Dreieck II "%ﬁ MAT::;?‘MIK
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Auf dem Arbeitsblatt — Pascalsches Dreieck II behandeln wir die folgenden Fragen:

Warum besteht das Pascalsche Dreieck genau aus den folgenden Binomialkoeffizienten?

1 1 (o) (1)
D ) RGN
1 s 3 1 @) (2) (3) (3)
1 4 6 4 1 ) 1) (3) (5) (a)
1 5 10 10 5 1 ) ) (3) (3) (3) (3)

Woher kommt die Bezeichnung Binomialkoeffizient und was ist der Binomische Lehrsatz?

Was ist ein Multinomialkoeffizient?

Kombinatorische Beweise MAT:;“&ATIK
FREU(N)DE

Es gibt zahlreiche Zusammenhénge zwischen Binomialkoeffizienten. Zum Beispiel:

() () () ()=

Man kann solche Identitdten rechnerisch beweisen. Binomischer Lehrsatz: (1 + 1)™
In der Kombinatorik bevorzugt man kombinatorische Erkldrungen:

Um welches Abzahlproblem geht es? Aus n Personen eine beliebige Anzahl von Personen auswéhlen.

Warum steht auf beiden Seiten der Gleichung eine Losung fiir das gleiche Abzéahlproblem?

N )
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Hockey-Stick-Rule MATHEMATIK
macht
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Die Hockey-Stick-Rule beschreibt einen Zusammenhang zwischen den Binomialkoeffizienten im Pascalschen

Dreieck. Wir haben fiir dich 2 Hockey-Sticks ins Pascalsche Dreieck eingezeichnet:

Hast du eine Vermutung, welcher Zusammenhang zwischen

den Zahlen in einem Hockey-Stick gilt?

Zeichne einen weiteren Hockey-Stick ein

und iiberpriife dort deine Vermutung.

Tatséchlich gilt fir alle natiirlichen Zahlen
mit 0 < k < n, dass 1

1 8

)+ ()= () (50) (-2 () -G

Wir kénnen die Hockey-Stick-Rule kombinatorisch so erkldren: Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus den Zahlen

1,2, 3,4,5, 6 und 7 genau drei Zahlen auszuwéhlen? Zum Beispiel:

HEEne o

Wir 16sen dieses Abzédhlproblem auf 2 verschiedene Arten. Die eine Variante:

Aus 7 unterscheidbaren Objekten soll eine Menge von 3 Objekten ausgewdhlt werden.
Dafiir gibt es <;) = 35 Moglichkeiten. Die andere Variante:

Wenn 7 die grofite ausgewéhlte Zahl ist, dann bleiben

’ 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |®‘ (g) = 15 Moglichkeiten fiir die anderen beiden Zahlen.

Wenn 6 die grofite ausgewéhlte Zahl ist, dann bleiben
’ 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |@| ‘ (g) = 10 Moglichkeiten fiir die anderen beiden Zahlen.

Wenn 5 die grofite ausgewéhlte Zahl ist, dann bleiben
[1]2]3]4|®]c] 7] 4 e .
5) = 6 Moglichkeiten fiir die anderen beiden Zahlen.

Wenn 4 die grofite ausgewéhlte Zahl ist, dann bleiben
3
’ 1 | 2 | 3 |@| | | ‘ (2) = 3 Moglichkeiten fiir die anderen beiden Zahlen.

Wenn 3 die grofite ausgewéhlte Zahl ist, dann bleibt
2
’ 1 | 2 |®| | | | ‘ (2) =1 Moglichkeit fiir die anderen beiden Zahlen.

= (5)- )+ G) () () )
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3. ZUFALLSEXPERIMENTE

Mit welchem Verlust sollte ich rechnen, wenn ich regelméfig Lotto ,,6 aus 45“ spiele?
Wie zuverldssig sind Wahlumfragen?

Wie kénnen medizinische Tests effizient durchgefiihrt werden?

Die Wahrscheinlichkeitstheorie wurde erst im 20. Jahrhundert auf ein solides Fundament gestellt. Damit ist sie ein

Jungspund innerhalb der Mathematik. Trotzdem ist sie aus modernen Anwendungsbereichen nicht mehr wegzudenken.

Arbeitsblatt — Laplace-Experimente i MAT:::I\:'ATIK
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Auf dem Arbeitsblatt — Laplace-Experimente behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,

beim Wurf mit 2 gewohnlichen Spielwiirfeln D D B E
die Augensumme 11 zu wiirfeln? E 2 3 4 5 6 7
Was ist ein Laplace-Experiment? E 3 4 5 6 7 8
Wie kénnen wir bei Laplace-Experimenten E 4 5 6 7 ] 9
Wahrscheinlichkeiten berechnen? E 5 6 . 3 9 10
Wie grof§ sind die Gewinnwahrscheinlichkeiten 6 . 3 9 10 1
bei Roulette?

7 8 9 10 11 12

Was besagt das Empirische Gesetz der groflen Zahlen?

0.3 Relative Haufigkeit 0.3 Relative Haufigkeit 0.3 Relative Haufigkeit 0.31 Relative Haufigkeit
0.28 n|= 10 0.28 n =100 0.28 n = 1000 0.28 n = 6000
. . . .
026 026 026 026
024 024 024 024
022 022 022 022
02 02 02 02
018 018 018 — 018
ot16{ ote{ 016 — 0161 [ [ |
0.14 0.14 014 014
0.12 0.12 012 012
o1 01 01 01
0.08 0.08 0.08 0.08
o o o o < < o o o= < < < o o= < < < o fe=l < < < o o
0.06 S == 5= = 0.06 SIS |S]|[S] &S]S 0.06 =ANE=1RE=2R =R =R 006 Sllel|lel|lel|e]|e
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An einem Roulette-Tisch ist 7 Mal hintereinander Rot gekommen.

Wie wahrscheinlich ist es, dass gleich noch einmal Rot kommt?

-
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Beispiel 3.1. In der aktuellen Losauflage ,Schatztruhe“ gibt es 13 Mio. Rubbellose.
Der Preis pro Rubbellos betrégt 2 €.

Die absoluten Héufigkeiten der ,Gewinnlose® sind in der nebenstehenden Anzahl Auszahlung
Tabelle dargestellt. 20 30000 €
40 3000 €
1) Wie grof ist der Gewinn der Lotterie, wenn alle Lose der Auflage verkauft 250 300 €
werden, und alle Gewinne abgeholt werden? 4400 100 €
Ohne Beachtung der Produktionskosten, Steuern, usw. 13000 60 €
2) Berechne die Auszahlung, die du durchschnittlich pro gekauftem Los er- 31000 30 €
warten kannst. Wie viel Euro verlierst du durchschnittlich pro gekauftem 100000 8 €
Los? 440000 6 €
3) Wie grofl miisste der Preis pro Rubellos mindestens sein, damit der 1000 000 4 €
Gewinn der Lotterien bei Verkauf der gesamten Auflage mindestens 29282500 2 €

4200000 € betragt?
Losung.

1) Die Einnahmen sind E = 2 € - 13 Mio. = 26 Mio. €. Die Auszahlungen betragen insgesamt
A =20-30000 + 40 - 3000 + 250 - 300 4 - - - + 2282500 - 2 = 14950000 €.

Wenn alle Lose verkauft werden, betragt der Gewinn der Lotterie G = E — A = 11050000 €.

= 1,15 €. Der durchschnittliche Verlust pro Los betragt

A
2) Die durchschnittliche Auszahlung pro Los betragt 13106

also2€ —1,15€ =0,85 €.
3) Der gesuchte Preis p ist die Losung der Gleichung

4200000 + A
. . 6 _ = = e
p-13-10° — A=4200000 <= 13106 1,473... €
Wenn alle Lose um 1,48 € verkauft werden, betragt der Gewinn der Lotterie iber 4 200000 €. O
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Beispiel 3.2. Beim Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45“ gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 nummeriert sind.
Mit einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 von diesen 45 Zahlen. Zum Beispiel: {3, 6, 23, 26, 37, 42}
Bei der Lotto-Ziehung werden dann 6 der 45 Kugeln gezogen und aufsteigend sortiert.

Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln ist also egal.

1) Wie viele verschiedene Ergebnisse sind bei einer Lotto-Ziehung moglich?

2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass du genau 6, 5, 4 bzw. 3 der gezogenen Kugeln richtig tippst.

Losung.

1) Aus 45 unterscheidbaren Kugeln wird eine Menge von 6 Kugeln ausgewéhlt.
Es gibt also (465) = 8145060 mogliche Ergebnisse bei einer Lotto-Ziehung.
Mehr zu solchen Abzédhlproblemen findest du am Arbeitsblatt — Kombinatorik.
2) Jedes der 8145060 moglichen Ergebnisse bei einer Lotto-Ziehung ist gleich wahrscheinlich.
Es gibt genau ein Ergebnis, das genau aus den 6 getippten Zahlen {3, 6,23, 26, 37,42} besteht.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,,Sechser® ist also

1
8145060
Wie viele Ergebnisse gibt es, bei denen genau 5 der 6 Kugeln richtig getippt sind?

=0,000012... % = 1 : 8145060

Von den 6 getippten Zahlen {3, 6, 23,26, 37,42} konnen wir eine Menge von 5 Zahlen auswéhlen.
Dafiir gibt es (g) = 6 Moglichkeiten.

Unabhdngig davon kénnen wir aus den 39 nicht getippten Zahlen 1 Zahl auswéhlen.

Dafiir gibt es (%) = 39 Moglichkeiten.

Es gibt also 6 - 39 = 234 Ergebnisse, bei denen genau 5 Kugeln richtig getippt sind.

Die weiteren Ergebnisse sind in der Tabelle zusammengefasst:

Anzahl giinstige Ergebnisse Wahrscheinlichkeit ~lzu...
6 richtige Zahlen 1 0,000012... % 8145060
5 richtige Zahlen (&) (%) =234 0,002872... % 34808
4 richtige Zahlen ) - (%) =11115 0,1364... % 733
3 richtige Zahlen $) - (%) =182780 2,244... % 45
O
Arbeitsblatt — Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsrdume 37 MAT:E“:'ATIK
) FREGFN)DE
Auf dem Arbeitsblatt — Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsriume behandeln wir die folgenden Fragen:
Was ist ein Zufallsexperiment? o POX = ;)
Was sind Ergebnisse? 0.25
02
Was ist der Ergebnisraum bei einem Zufallsexperiment? 015
Was sind Ereignisse? 000'; H
Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis? [] Li
0 10€ 20€ 30€ 40€ 50€ 60€
\_ /
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4. ZUFALLSVARIABLEN

A
Arbeitsblatt — Zufallsvariablen '\% MAT:::“:'ATIK
)
‘;1 FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Zufallsvariablen behandeln wir die folgenden Fragen:

Zufall ‘..‘:i
Was ist eine Zufallsvariable? e
as 1St eine uralisvariaple! variable
Q={LLLELELELES e [ —— X () =50€

mogliche Ergebnisse Ergebnis des
Zufallsexperiments

Was ist der Erwartungswert einer Zufallsvariable und wie berechnet man ihn?

Wie berechnet man Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariable?

Unter welcher Bedingung ist ein Spiel fair?

- J

Beispiel 4.1. Du wirfst einen fairen 6-seitigen Wiirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6.
Wenn du eine gerade Augenzahl wiirfelst, dann gewinnst du die Hélfte der gewiirfelten Augenzahl in Euro.

Wenn du eine ungerade Augenzahl wiirfelst, dann verlierst du 2 Euro.

1) Ergénze die fehlenden Werte in der Tabelle.

Ergebnis w; | |-/ 7] s [ B
P({wi})
X (wi)

2) Berechne die Wahrscheinlichkeiten P(X = -2 €), P(X >2€) und P(X < 1,5 €).

Liosung.

1)

Ergebnis w; E [ E E
P({wi}) § § § § s 5

X (w;) —2€ | 1€ | —2€ |2€ | 2€ | 3€

2) Wir miissen zwischen dem Wiirfelergebnis — zum Beispiel wy = 4 — und dem zugehorigen Wert der Zufallsvariable
X (wq) = 2 € unterscheiden.

P(X =-2€)=P{ ][], l}
Mit X = —2 € ist formal das Ereignis gemeint,

das genau jene Ergebnisse vom Zufallsexperiment enthélt,
P(X >2€)=P({]E) =

bei denen X den Wert —2 € annimmt, also {D,E,}
P(X<15€)= {EEE[}

11
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Beispiel 4.2. Der Kauf einer ,Schatztruhe® (siehe Beispiel 3.1) ist ein Laplace-Experiment mit 13 Millionen méglichen
Ergebnissen. In diesem Modell ist also jedes einzelne Los ein mogliches Ergebnis.

Wie grof} ist die erwartete Auszahlung pro Los?

Lésung. Die Zufallsvariable X gibt die Auszahlung abhéngig vom gekauften Los an.
Die moglichen Werte von X sind z1 =0€, 20 =2€,23=4€, ..., 211 = 30000 €.

Den Erwartungswert der Auszahlung X berechnen wir also folgendermaflen:

2282500 1000 000 20
E(X)=2. 4. R
(X) 13- 106 + 13- 106 o+ 30000 13- 106
22282500+ 4-1000000 4 ---+ 30000 - 20
- 13 : 106 - 1,15 € . Vergleiche mit Beispiel 3.1.

O

Interpretation des Erwartungswerts g MAT:::“:.ATIK
4 A FREU(NIDE

Wir wiederholen ein Zufallsexperiment immer wieder unabhéngig unter denselben Bedingungen.

Bei jeder Wiederholung notieren wir den Wert, den die Zufallsvariable dem Ergebnis zuordnet.
Nach vielen Wiederholungen bilden wir dann den Mittelwert der notierten Werte.

Dieser Mittelwert liegt dann mit hoher Wahrscheinlichkeit nahe am Erwartungswert F(X).
ﬁ Mathematisch exakt gilt fiir alle € > 0:

lim P(,Mittelwert ist nach n Wiederholungen mindestens € von E(X) entfernt“) = 0
n—oo

Das ist das (schwache) Gesetz der groflen Zahlen.

\_

Beispiel 4.3. Martina bietet folgendes Spiel an: Nach einem Einsatz von 10 € wirft man einen fairen 6-seitigen
Wiirfel. Wiirfelt man einen Sechser erhélt man G € zuriick. In allen anderen Féllen ist der Einsatz verloren. Wie grof3
muss G sein, damit das Spiel fair ist?

Martina soll also auf lange Sicht weder Gewinn noch Verlust erwarten.

Lésung. X ... Gewinn von Martina bei einer Spielrunde.

10 €, wenn kein Sechser gewiirfelt wird.

10 — G €, wenn ein Sechser gewiirfelt wird.

Der Erwartungswert von X ist

E(X):10-P(X:10)+(10—G)-P(X:10—G)=10~%+(10—G)-ézlo—%.
Damit das Spiel fair ist, muss E(X) = 0 sein, also:
0=10—- % < G=60
Damit das Spiel fair ist, muss Martina bei einem Sechser also 60 € auszahlen. O
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Beispiel 4.4. Wiirfelt man mit einem gezinkten 6-seitigen Wiirfel, so sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschie-

denen Augenzahlen bei einem Wurf nicht alle gleich grof.

035 | P(X = k)
Die Zufallsvariable X gibt die gewiirfelte Augenzahl an. 03
Die Wahrscheinlichkeiten fiir die sechs moglichen Werte 0.25
von X sind rechts in einem Stabdiagramm dargestellt. 02

0.15

0.1
Berechne den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. 0.05
0 1 2 3 4 5 6
Losung. Der Erwartungswert von X ist
u=EX)=1-PX=1)+2-P(X=2)4+---46-P(X =6)
=1-03+2-0,06+3-0,154+4-0,25+5-0,1+6-0,15 = 3,25.
Die Varianz von X ist
VIX)=1—p)?-PX=1)+2-p? PX=2)4--+(6—p)?-P(X =6)=3,1875.
Die Standardabweichung von X ist also
o(X)=+V(X)=1,785... ]

13
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5. MEHRSTUFIGE ZUFALLSEXPERIMENTE & BAUMDIAGRAMME

Arbeitsblatt — Relative Hiufigkeiten und Baumdiagramme »?/ MAT:::T'A“K
FREU(N)DE

Das Arbeitsblatt — Relative Haufigkeiten und Baumdiagramme bietet sich auch schon zu einem fritheren Zeitpunkt

im Unterricht bei der Behandlung von relativen Haufigkeiten an.

Dort beantworten wir die folgenden Fragen:

31 31 31

62 62 62
Was sind absolute Haufigkeiten?
Juli August . . .. . Juli August
Was sind relative Haufigkeiten?
16 . . 15 25
31 A Weas sind die Pfadregeln 31 31
bei Baumdiagrammen?
Regentage Regenfreie Regentage Regenfreie Regentage Regenfreie Regentage Regenfreie
Tage Tage Tage Tage

\_

Beispiel 5.1. Eine Urne enthéalt 2 rote und 3 blaue Kugeln. Wir ziehen zweimal blind hintereinander.

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, ...

a) ...zwei rote Kugeln zu ziehen?
b) ...zwei blaue Kugeln zu ziehen?

c) ...eine rote und eine blaue Kugel (in beliebiger Reihenfolge) zu ziehen?

Die Antwort hdngt davon ab, ob wir die erste gezogene Kugel vor der zweiten Ziehung ...

1) ...in die Urne zuriicklegen  oder Ziehen mit Zuriicklegen®

2) ...nicht in die Urne zuriicklegen. ,Ziehen ohne Zuriicklegen®

1) Wir legen die zuerst gezogene Kugel zuriick. Die moglichen Abldufe sind rechts dargestellt.

Es gibt 5 -5 = 25 mogliche Ergebnisse, die alle gleich

wahrscheinlich sind.

a) Von den 25 moglichen Ergebnissen sind 2 - 2 = 4 giinstig.
Die Wahrscheinlichkeit, zwei rote Kugeln zu ziehen, betragt also
2-2 4
5.5 25
b) Von den 25 moglichen Ergebnissen sind 3 - 3 = 9 glinstig.
Die Wahrscheinlichkeit, zwei blaue Kugeln zu ziehen, betragt also
3-3 9

5-5 25°
¢) Von den 25 moglichen Ergebnissen sind 2 -3 + 3 - 2 = 12 giinstig.
Die Wahrscheinlichkeit, eine rote und eine blaue Kugel zu ziehen, betragt also
2-343-2 12
5.5 25
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2) Wir legen die zuerst gezogene Kugel nicht zuriick. Die moglichen Ablaufe sind rechts dargestellt.

Es gibt 5 -4 = 20 mogliche Ergebnisse, die alle gleich

wahrscheinlich sind.

a) Von den 20 moglichen Ergebnissen sind 2 - 1 = 2 giinstig.
Die Wahrscheinlichkeit, zwei rote Kugeln zu ziehen, betréagt also
2-1 2
5.4 20
b) Von den 20 moglichen Ergebnissen sind 3 - 2 = 6 glinstig.
Die Wahrscheinlichkeit, zwei blaue Kugeln zu ziehen, betragt also
3-2 6
5.4 20
c) Von den 20 moglichen Ergebnissen sind 2 -3 + 3 - 2 = 12 glinstig,.
Die Wahrscheinlichkeit, eine rote und eine blaue Kugel zu ziehen, betragt also
2:34+3-2 12
T 5.4 20

Baumdiagramme C.O MATHEMATIK
. macht
oo FREU(N)DE

Wir verwenden Baumdiagramme, um mehrstufige Zufallsexperimente zu modellieren.

Rechts siehst du die moglichen Ablaufe beim 2-maligen
Ziehen ohne Zurticklegen aus einer Urne mit 2 roten
Kugeln und 3 blauen Kugeln. Jede Verzweigung ist ein

Laplace-Experiment.

Bei den Ereignissen, fiir die wir uns interessieren, unterscheiden wir die Kugeln nur
nach Farbe. Deshalb fassen wir bei jeder Verzweigung die Kanten derselben Farbe
zusammen und beschriften das ,, Kantenbiindel“ mit seiner Laplace-Wahrscheinlichkeit.

Das Ergebnis siehst du rechts.

Jeder Pfad durch so ein Baumdiagramm, der oben beginnt und Richtung unten verlauft, stellt ein Ereignis des

Zufallsexperiments dar.

Der einstufige Pfad, den wir links hervorheben, stellt das

Ereignis ,,Beim 1.Zug rot ziehen“ dar.

Der rechts hervorgehobene, zweistufige Pfad steht fiir das Er-

eignis ,,Zuerst rot ziehen, dann blau ziehen*.

15
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Multiplikationssatz MATHEMATIK
1. Pfadregel (Multiplikationssatz): Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, das von einem Pfad in einem

Baumdiagramm dargestellt wird, ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades.

Das Ereignis ,,Zuerst rot, dann blau ziehen“ ist im Baumdiagramm rechts als Pfad dargestellt:

Die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine rote Kugel und danach eine blaue Kugel zu ziehen, ist also
2-3 2 3 6

5.4 5 4 20
N J

Additionssatz MATHEMATIK
2. Pfadregel (Additionssatz): In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gleich der

Summe der Wahrscheinlichkeiten der fiir dieses Ereignis giinstigen Pfade.

Dem Ereignis ,,Eine rote und eine blaue Kugel (in beliebiger Reihenfolge) ziehen* entsprechen zum Beispiel 2 Pfade

im Baumdiagramm rechts:

Die Summe ihrer Wahrscheinlichkeiten ist

2
5.4 5 '
J

Pfade disjunkter Ereignisse MAT"""::“:‘A“K
- FREU(N)DE
Jedem der 3 Ereignisse

A = Zuerst blau ziehen“, B = 2 Mal rot zichen® und C = ,Zuerst blau, dann rot ziehen“

\

entspricht jeweils genau ein Pfad im Baumdiagramm. Zeichne ihn ein:

Es gilt P(A oder B) = P(A) + P(B), aber P(A oder C) # P(A) + P(C). Die Ereignisse A und C schliefien

einander namlich nicht aus. Wie kannst du das auch an den Pfaden erkennen? )
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Beispiel 5.2. In einer Urne befinden sich 8 rote Kugeln, 5 blaue Kugeln und 7 griine Kugeln.
Wenn du eine rote oder blaue Kugel ziehst, legst du sie wieder zuriick.
Wenn du eine griine Kugel ziehst, legst du sie nicht zurick.
Du ziehst 2 Mal hintereinander eine Kugel aus der Urne.
a) Zeichne ein zugehoriges Baumdiagramm.
b) Wie grof ist die WS, dass unter den beiden gezogenen Kugeln keine blaue Kugel ist?
c) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen griinen Kugeln an.
Berechne den Erwartungswert von X.

d) Die erste gezogene Kugel ist griin. Wie grof} ist die WS, dass dann die zweite Kugel rot ist?

Losung.

a)

1. Ziehung;: . . ‘

20, 20 20 20, 20 20 19 19
2. Ziehung: . . . . . . . ‘ .

b) Es gibt 4 zweistufige Pfade im Baumdiagramm, bei denen keine blaue Kugel gezogen wird:

CD

1. Ziehung;:

2. Ziehung:

Die WS, dass keine blaue Kugel unter den 2 gezogenen Kugeln ist, betragt also

8 8 8 7 7 8 7T 6
56 30" 20 30 T30 10t 30 15 = T8 %

c) Die Zufallsvariable X kann die drei Werte 0, 1 oder 2 annehmen.

8 8 8 5 5 8 5 5
P(X — 22 0 0 02 9959
(N=00=56"20"20 20 "20 20 " 20 20~ 2HB%

8§ 7, 5 7 7T 8 T 5

P(X =1 L L TR

( ) =% 2020 201 197 % 19 A%
7 6

P(X =2 =11

( )= 35 79 = 1105 %

= FE(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2)=0,688.... grine Kugeln.

d) Wenn die erste Kugel griin ist, dann bleiben 19 Kugeln in der Urne.
Davon sind 8 Kugeln rot. Die WS, dass die zweite Kugel dann rot ist, betrigt also 15 = 42,10...%. 0
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Arbeitsblatt — Baumdiagramme und Wahrscheinlichkeiten af?\ MAT:::T'A“K

f Y FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Baumdiagramme und Wahrscheinlichkeiten
behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie koénnen mehrstufige Zufallsexperimente in einem Baumdiagramm veranschaulicht werden?

Wie kénnen Wahrscheinlichkeiten im Baumdiagramm mit den Pfadregeln berechnet werden?

Was ist eine Vierfeldertafel?
Was sind bedingte Wahrscheinlichkeiten?
Wie kann der Satz von Bayes bei der Berechnung

von bedingten Wahrscheinlichkeiten helfen?

N )

Damit kénnen wir in Beispiel 5.2 auch die umgekehrte Frage beantworten: ,,Angenommen wir wissen, dass die 2. Kugel

rot ist. Wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die 1. Kugel griin war?*

P(1.Kugel griin und 2. Kugel rot)

P (2. Kugel rot)
7.8
20 19
— =36,17...%
8 8 5 8 7 8 ?
2020 720 20 T 20 19

P(1.Kugel griin | 2. Kugel rot)

Die bedingte WS P(1. Kugel griin | 2. Kugel rot) ist etwas grofier als P(1. Kugel griin) = 35 %.
Das Ereignis ,,2. Kugel rot* begiinstigt also das Ereignis ,,1. Kugel griin®

Dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A | B) und P(B | A) nicht gleich grof sein miissen, wird beim folgenden

Beispiel besonders deutlich. Wir lassen uns hier leicht von unserer Intuition tduschen.

18


http://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Baumdiagramme_und_Wahrscheinlichkeiten.pdf
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Baumdiagramme_und_Wahrscheinlichkeiten.pdf

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE KH — WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Beispiel 5.3. Unter allen 55-jahrigen Frauen sind etwa 0,6 % an Brustkrebs erkrankt.

Bei einem Mammographie-Screening wird untersucht, ob eine Brustkrebserkrankung vorliegt.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass bei Vorliegen einer Brustkrebserkrankung das Untersuchungsergebnis ,positiv®
ist, also die Erkrankung erkannt wird, betriagt 83 %.

,Richtig-Positiv-Rate“ / ,Sensitivitit des Tests®

e Wenn keine Brustkrebserkrankung vorliegt, ist das Ergebnis der Untersuchung mit einer Wahrscheinlichkeit

von 97% ,,negativ“ (alSO kOrI'ekt). »Richtig-Negativ-Rate* / ,Spezifitdt des Tests*

Eine zufillig gewéhlte 55-jahrige Frau fithrt ein Mammographie-Screening durch und erhélt ein ,positives® Untersu-
chungsergebnis.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie tatsdchlich Brustkrebs hat? Was schitzt du?

Lésung. Wir stellen die Wahrscheinlichkeiten in einem Baumdiagramm dar.

OM%
Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung
B kein B
P, also
83% 17% 3% 97% P(B|@):M
P(®)
@ o @ o

Mit den Pfadregeln berechnen wir
P(B und @) = 0,006 - 0,83 = 0,004 98
und
P(®) = 0,006 - 0,83 4+ 0,994 - 0,03 = 0,0348.
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewéahlte 55-jahrige Frau mit , positivem® Untersuchungsergebnis tatséchlich
Brustkrebs hat, betrédgt also

P(Bund @)  0,00498
P(@)  0,0348

Da das Ergebnis auf den ersten Blick derartig {iberraschend ist, tiberpriifen wir, welches Ergebnis wir bei einer grofien

=0,1431... = 14,31...%.

P(B|®) =

Stichprobe von 100000 zufillig gewéhlten 55-jahrigen Frauen erwarten wiirden.

Die (erwarteten) absoluten Haufigkeiten sind rechts im Baumdiagramm

600 99400
dargestellt. Es wéren also 498 + 2982 = 3480 , positive“ Ergebnisse zu
erwarten, aber nur 498 ,richtig-positive“ Ergebnisse. Wir erwarten also B kein B
tatsachlich, dass nur 108 . 498 102 9982 96418
—— =14,31...
3480
der ,positiven“ Ergebnisse auch ,richtig-positiv® sind. D o D o

Das iiberraschende Ergebnis liegt an der geringen Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig gewédhlte Frau ohne Vorwissen (,,a priori“) Brustkrebs hat. Bei einem

,positiven* Ergebnis sind also jedenfalls weitere Untersuchungen notwendig, bevor eine (wahrscheinlich) richtige Diagnose gestellt werden kann. D
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Gegenereignis

Ist A ein Ereignis bei einem Zufallsexperiment, dann bezeichnen wir mit A das Gegenereignis von A. Das
Gegenereignis A tritt genau dann ein, wenn A nicht eintritt.

Zum Beispiel: Q = {1,2,3,4,5,6}, A= {1,3,5}, A = {2,4,6}

MATHEMATIK
macht
FREU(N]DE

Gegenwahrscheinlichkeit

Erkléare, warum die Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis von A
P(A) =1- P(A)

betrigt. P(A) nennen wir auch die Gegenwahrscheinlichkeit von A.

Beispiel 5.4. Wie oft muss man einen 6-seitigen Wiirfel mindestens werfen, damit die Wahrscheinlichkeit fiir min-

destens einen Sechser mindestens 99 % betragt?

Lésung. Es ist einfacher die Gegenwahrscheinlichkeit zu berechnen, also die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Wiirfen

kein Sechser ist.

1 5
6 6
Das (abgeschnittene) Baumdiagramm ist rechts dargestellt. Nur s P
ein einziger Pfad beschreibt das Ereignis, keinen Sechser zu wiir- % %
feln. Seine Wahrscheinlichkeit ist: P
55 5 (5\" s A
P(kein Sechs t Wiirfen) = — - —-...- — = = | . 1 5
(kein Sechser unter n Wiirfen) 56 5 (6) 1 3
—_———
n Faktoren ° o

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Wiirfen mindestens ein Sechser ist, betragt also

5 n
P(mindestens ein Sechser unter n Wiirfen) = 1 — (6) .

Fiir welches n ist die Wahrscheinlichkeit iiber 99 %?
5\" 5\" 5
1— (6) >099 < 0,01> (6) <~ In(0,01) >n-In <6) —

In(0,01)
n (3)

Das Ungleichheitszeichen dreht sich wegen In (E) < 0 um.

<n < n> = 25,25...

Man muss mindestens 26 Mal werfen, damit die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen Sechser {iber 99 % liegt. [
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6. BINOMIALVERTEILUNG

Arbeitsblatt — Binomialverteilung »?/ MAT:::':"ATIK

M FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Binomialverteilung behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie wahrscheinlich ist es bei 10 Wiirfen mit einem gew6hnlichen

Spielwiirfel genau 3 Mal einen Sechser zu wiirfeln?

Was ist ein Bernoulli-Experiment?
Was ist eine binomialverteilte Zufallsvariable?

Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeiten fiir die Werte
einer binomialverteilten Zufallsvariable mit Technologieeinsatz

und ohne Technologieeinsatz?

Wie grof} sind Erwartungswert, Varianz und Standardab-
weichung einer binomialverteilten

Zufallsvariable?

Beispiel 6.1. Du wirfst einen fairen 6-seitigen Wiirfel insgesamt 10 Mal.

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gewiirfelten Sechser an.

FREU(N)DE

[Erkléire, warum X eine binomialverteilte Zufallsvariable ist. Wie grof} sind die Parameter n und p?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit . . .

. hochstens zwei Sechser zu wirfeln?

N« Qg sinli 5]
035 Wahrscheinlichkeit

03

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) 028
0.2
=16,14...% + 32,30...% + 29,07...% 015
= 77,52..% >
0.05
o Anzahl Sechser
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

. mehr als zwei Sechser zu wiirfeln?

035 Wahrscheinlichkeit

03

P(X >2)=1-P(X <2) 028
0.2

=100% — 77,52...% 015
=22.47..% *!

0.05

Anzahl Sechser
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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. ein, zwei oder drei Sechser zu wiirfeln?

035 Wabhrscheinlichkeit

03

P1<X<3)=PX=1)+P(X=2)+P(X =3) 0
0.2

=32,30...% +29,07...% + 15,50...% 01

=76,87..% o

0.05

Anzahl Sechser
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rénder beachten

FREU(N)DE

P(, X ist mindestens 3“) = P(X >3) P(,X ist grofer als 3) = P(X >3)
P(,,X ist hochstens 3%) = P(X<3) P(,X ist kleiner als 3%) = P(X <3)
P(,X ist 3 oder kleiner) = P(X <3) P(,X ist 3 oder grofer*) = P(X >3)

Beispiel 6.2. Aus einer Gruppe von 16 Personen wird jede Woche zufillig eine Person zur Stundenwiederholung
ausgewahlt. Die Auswahl erfolgt zum Beispiel mit einem fairen 16-seitigen Wiirfel.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Person im Zeitraum von 28 Wochen . ..

1) ...mindestens einmal ausgewéhlt wird?
2) ...ofter als zweimal ausgewéhlt wird?

3) ...mindestens zweimal, aber hochstens fiinfmal ausgewéhlt wird?

Lésung. Die Zufallsvariable X gibt an, wie oft diese bestimmte Person ausgewéhlt wird.
Das gleiche Bernoulli-Experiment (,,Bestimmte Person ausgewéhlt oder nicht ausgewdhlt?*) wird 28 Mal unabhéngig
voneinander durchgefiihrt. Die ,,Erfolgswahrscheinlichkeit“ ist jedes Mal %6.

X ist damit eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n = 28 und p = 1—16.

15\ %
1) PX>1)=1-P(X=0)=1— (16) = 83,58..%

2) P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X =0)— P(X =1) — P(X =2)

k PX=kK)
28
15 0 |0.16413
P(X =0) = (16> =16,41..% + 030638
gy 1 /15\7 2 |0.27574
P(X:l):( ) () . =30,63...% 0 5 10 15 20 25 |3 /0.15932
1 16 16 M=175 ©=1.28087 |4 |0.06638
28 1\? /15\* /" Binomial -
P(X =2) = (=) (2) =2757.%
( ) (2) (16) (16) ! n 28 p 0.0625
— P(X >2)=2537..% HE
P(3 <X)= 025374

Im Bild rechts berechnen wir P(X > 2) = P(X > 3) mit dem Wahrscheinlichkeitsrechner von GeoGebra.
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3) P2< X <5)=P(X =2)+P(X =3) + P(X =4) + P(X =5)

28\ (1)° [15\% il

P(X =3) = ( ) : () : () = 15,93..% 1 0.30638
3 16 16 2 027574
28 I\ 715\ 2 3 015932

P(X =4) = ( ) : () . () = 6,63..% 0 2 4 6 8 10121416 18 20 22 24 26 28|4 |0.06638 -
4 16 16 p=1.75 0=1.28087 |5 0.02124
28 1\° 15\ 23 ~ Binomial v

px == (B) (A) (B) crmn

= P(2 < X <5)=5226..% L
P(2 <X=<5 )= 0.52269

Beispiel 6.3. Eine Fluglinie hat die Erfahrung gemacht, dass 3% der gebuchten Flugtickets nicht in Anspruch ge-
nommen werden. Die Fluglinie verkauft fiir einen Flug mit 350 Sitzplédtzen insgesamt 355 Tickets. Die Zufallsvariable
X gibt die Anzahl der in Anspruch genommenen Tickets an.

Wir nehmen an, dass X binomialverteilt ist.

Annahmen

FREU(N)DE

Die Binomialverteilung ist hier ein Modell, das als Anndherung der Realitiat verwendet wird.
Welche Voraussetzung fiir eine Binomialverteilung ist in der Praxis wohl nicht erfiillt?

Nimmt jeder gebuchte Passagier wirklich unabhdngig von allen anderen Passagieren das Flugticket in Anspruch?

a) Berechne den Erwartungswert und die Standardabweichung von X.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden hochstens so viele Tickets in Anspruch genommen, wie es Sitzplitze gibt?

Lésung. Ob ein Fluggast ein Ticket in Anspruch nimmt, ist ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit

p = 97 %. Nach unserer Annahme ist X binomialverteilt mit n = 355 und p = 0,97.

a) E(X)=mn-p= 344,35 Tickets, 0(X) = /n-p- (1 — p) = 3,214... Tickets.
b) Mit Technologieeinsatz berechnen wir P(X < 350) = 0,9821... = 98,21...%. O
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Unabhéangigkeit MATHEMATIK
macht

FREU(N)DE

Ein Zufallsexperiment wird n Mal durchgefiihrt.
Bei jeder Durchfiihrung ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen , Erfolg* konstant p.
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Erfolge unter den n Durchfiihrungen an.

Dann folgt noch nicht, dass X binomialverteilt sein muss.

Tatséchlich ist es wesentlich, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg nicht nur konstant ist, sondern auch
dass die Durchfithrungen unabhdngig voneinander sind. Das heif3t fiir jede Durchfithrung:

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg hangt nicht von den Ergebnissen in den vorherigen Durchfithrungen ab.

Zum Beispiel: Hans hat eine Zaubermiinze in der Hand.
e Beim ersten Wurf verhélt sie sich wie eine gewdhnliche faire Miinze.
e Nach dem ersten Wurf wird der Zauber aktiviert:
Bei jedem weiteren Wurf landet die Miinze immer auf der jeweils anderen Seite als im Wurf davor.
Hans wirft die Zaubermiinze insgesamt n = 42 Mal.

Dann gibt es nur zwei verschiedene Ablédufe, die beide gleich wahrscheinlich sind:
(Kopf, Zahl, Kopf, Zahl. .. ,Kopf, Zahl) oder (Zahl, Kopf,Zahl, Kopf. .., Zahl, Kopf)

Bevor Hans die Zaubermiinze zum ersten Mal wirft, ist also bei jedem der n = 42 Wiirfe die Wahrscheinlichkeit
fiir Kopf konstant p = %
Die Zufallsvariable X gibt an, wie oft die Miinze auf der Seite ,,Kopf* landet.

Dann ist X nicht binomialverteilt, sondern es gilt mit Sicherheit X = 21.
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7. NORMALVERTEILUNG

Wir beginnen mit ein paar Uberlegungen, wie wir bei der Darstellung von Flicheninhalten auf die Skalierung von
vertikaler und horizontaler Achse achten miissen. Diese Ideen kénnen wir spéter gut gebrauchen, um den Ubergang

von der Binomialverteilung zur Normalverteilung sichtbar zu machen.

4 MATHEMATIK
Maflstibe macht
f FREU(N)DE

Wir sind es gewohnt, dass Landkarten einen Mafistab

haben, der in jeder Richtung stimmt.

Mit dem Lineal messen wir Abstdnde zwischen Or-
ten, die auf der Karte eingezeichnet sind. Mit Hilfe
des Maflstabs und einer einfachen Schlussrechnung

bestimmen wir dann den wirklichen Abstand der Orte.

— R B 100 km
50 km
mm 2 50 km mm = 100 km
mm = km mm = km
Im néachsten Bild sind horizontale und vertikale Achse nicht im selben Verhéltnis skaliert.
‘ 0 Osterreich ist in horizontaler Richtung gestaucht

abgebildet.

Erklare, wie du den wirklichen Abstand von Orten
in einer solchen, ungewohnlichen Karte bestimmen

kannst.
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& MATHEMATIK
macht
FREU(N]DE

>

Arbeitsblatt — Normalverteilung

| ¢

3

Auf dem Arbeitsblatt — Normalverteilung behandeln wir die folgenden Fragen:
Wie kénnen Flacheninhalte als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden?
Was ist die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert g und

Standardabweichung o7

*® 0.3 f(x) ®

Welche Eigenschaften hat die Dichtefunktion?

Was ist eine normalverteilte Zufallsvariable X7

f(z) f(z)

P(X >a) Pla< X <b)

a a b b

Wie kann man die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) mit Technologieeinsatz berechnen?

Yy
Was ist die Dichtefunktion der Stan-

dardnormalverteilung?

: : o 0,8185... f
Was ist die Standardisierung . ; A=08185
normalverteilter Zufallsvariablen? z
-3 -2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21 2 Xy €9
0.04 TN
77’ N
0.035 7
i \ Welchen Zusammenhang gibt es
0.03 7
Iy zwischen binomialverteilten Zufallsvariablen

und normalverteilten Zufallsvariablen?

nzahl Sechser
150 155 160

Was ist die Stetigkeitskorrektur?

87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101102 103 104 105 106 107

N )
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Beispiel 7.1. Eine normalverteilte Zufallsvariable X hat den Erwartungswert p = 173, und es gilt P(166 < X <
180) = 95 %. Wie grof} ist die Standardabweichung o von X?

Losung. Das Intervall [166; 180] liegt symmetrisch um g = 173. Das entsprechende Intervall bei der standardnormal-

verteilten Zufallsvariable Z liegt damit auch symmetrisch um pz = 0.

Wir suchen also jenen ,z-Wert“ mit

P(-2<Z <2z)=095. 23 2 -1 0 1 Z
u=0 o=1
Der Fléacheninhalt links und rechts vom Intervall betrdgt also jeweils Normal
12098 = 0,025. uo___Jjoit
HHE
P(Z<2)=097 = z=1,959... P(X < 1.9599639¢) = 0.975

Aus z = Z=£ kénnen wir o berechnen:
o 160 1 170 175 180 185 19

180 — 173 u=173 0=3571
o=—""—""= 3,571... Normal 3
p 173 0 3.571
Rechts kontrollieren wir noch einmal das Ergebnis. 1@E
P(166 <X =180 )= 0.95003
O

68-95-99,7-Regel . MATHEMATIK
FR':JFI:‘;DE
Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert p und Standardabweichung o.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert von X um hdéchstens & - o von p abweicht, also
Plu—k-c<X<pu+k- o),
héngt nur von k ab, aber nicht von p oder ¢. Kannst du erkléren, warum? Es gilt:
Ppu—1-0<X<pu+1l-0)=P(-1<Z<1)=6826..%,
Pu—2-0<X<pu+2-0)=P(-2<7<2)=09544..%,

Pu—3-0<X<pu+3-0)=P(-3<2Z<3)=9973..%.
NS J

Zentraler Grenzwertsatz ? MAT"""::":'A“K
REU(N)DE
(! EREUN)

Warum sind so viele Merkmale, die wir beobachten, ndherungsweise normalverteilt?

Bei einer binomialverteilten Zufallsvariable .S,, wird das gleiche Bernoulli-Experiment n Mal unabhéngig vonein-
ander durchgefithrt. Fiir grofes n hat das Sdulendiagramm von .S,, anndhernd die ,,Glockenform* einer Normal-

Verteilung. Satz von Moivre-Laplace.

Tatséchlich erhalten wir auch dann ndherungsweise die , Glockenform* einer Normalverteilung, wenn wir ein
beliebiges Zufallsexperiment mit endlichem Erwartungswert p und positiver Standardabweichung ¢ unabhéngig

voneinander n Mal durchfithren. Diese Eigenschaft folgt aus dem sogenannten Zentralen Grenzwertsatz.

Zum Beispiel: 1000 Mal einen fairen Wiirfel werfen und die Augensumme berechnen.

Aber auch: 1000 Mal einen gezinkten Wiirfel werfen und die Augensumme berechnen.

Oder: Die Korpergrofle resultiert aus dem additiven Zusammenwirken vieler verschiedener Gene. Additive Polygenie
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8. VERTEILUNGSFUNKTIONEN

Arbeitsblatt — Verteilungsfunktionen % MAT:.E;:'A“K

“1 FREU(N)DE

Auf dem Arbeitsblatt — Verteilungsfunktionen behandeln wir die folgenden Fragen:

Wie ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable definiert?

X ist eine binomialverteilte Zufallsvariable.

Wie héngt das zugehérige Sdulendiagramm mit dem Graphen der Verteilungsfunktion von X zusammen?

0.14 | Wahrscheinlichkeit 1 F()

013 [ 0.9

0.12 | ] 08

011

01 — 07

0.09 06

0.08

0.07 05

0.06 04

005

0.04 03

0.03 02

0.02

0.01 o1 .

Anzahl Fiinfer, Anzahl Fiunfer

0 123456 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 0 123 456 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

X ist eine normalverteilte Zufallsvariable.
Welchen Zusammenhang gibt es zwischen der zugehorigen Dichtefunktion f und der Verteilungsfunktion F'?

Welche Eigenschaften hat die Verteilungsfunktion?

| F (@)

0.6 f(x) g:
0.5 '

H 07
0.4 ! 0.6 %%

: 0.5 frmmmmmsmmmmemmnneaaas .
os ! 04 i F(42) = 0,8
0.2 i 0.3 F i
o1l A=08 | o i

I 42 o’ 42
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