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1. ALGEBRA

Gleichungen und Gleichungssysteme.

Aufgabe 1.1. Finde alle natiirlichen Zahlen n, fir die gilt:
[1Y4) + [2Y4] + ... + [nMY) = §n+ 1.
Aufgabe 1.2. Bestimme die Losungen der Gleichung
(a+1)(1+z+2%) =(a+1)(1+2°+2"
in Abhangigkeit vom reellen Parameter a.
Aufgabe 1.3. Beweise, dass es keine rationale Zahl x gibt, mit
{2*} +{a} = 1.

Finde mindestens eine solche Zahl.
Anmerkung: {x} := x — |z, wobei mit |x]| die gréBte ganze Zahl kleiner oder gleich x bezeichnet

wird.

Aufgabe 1.4. Bestimme die Summe:

2012
> tan(n) - tan(n + 1).
n=1

( )
2 M 3”

fiir alle nattirlichen Zahlen n irrational ist.
Aufgabe 1.6. Bestimme alle reellen Losungen des Gleichungssystems:

Aufgabe 1.5. Beweise, dass

20> — 2ab+ b =a
4a® — bab+ 20> = b

Ungleichungen.

Aufgabe 1.7. Genau eine der beiden Zahlen x? und (1 — z)? ist kleiner als 1.
Beweise, dass 0 < 22 — x < 2 gilt.

Aufgabe 1.8. Seien x und y verschiedene reelle Zahlen mit 2xy + 1 # 0. Seien die beiden Zahlen A
und B definiert als

2,2 .
A:6x’y +xy—1 und
2y + 1
po @D -yl - 1)
r—=y

Welche der beiden Zahlen ist grofier?
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Aufgabe 1.9. Seien a, b und c reelle Zahlen mit a < b < c.
Beweise, dass die folgende Ungleichung gilt:

A —bv+a*>(c—b+a)
Aufgabe 1.10. Seien a, b und c die Langen der Seiten eines Dreiecks mit Flache P. Beweise:
1
P < 6(aL2 + 0%+ c?).

Aufgabe 1.11. Seien z und y reelle Zahlen mit sin(xz) + sin(y) = 3.
Beweise, dass

2
sin(3z) + sin(3y) < 2?

gilt.

Polynome.

Aufgabe 1.12. Finde das Minimum des Ausdrucks

a® + 5b% + 8¢ — 4ab — 4bc — 8¢ + 24

wobei a, b und c reelle Zahlen sind. Bestimme auch jene Zahlen, fiir die das Minimum angenommen

wird.

Aufgabe 1.13. Seien ag, aq,..., a,_1 und a, reelle Zahlen, die die folgende Gleichung erfiillen:
ap+ @+ ... +a2" = (x+1)° (x+2)° - (z+672)°

Bestimme den Wert der Summe

as +ayg + ag+ ... + asoig-

2. KOMBINATORIK

Aufgabe 2.1. Eine grofle Anzahl an Kreisscheiben ist in einem Kreis angeordnet, sodass sich be-
nachbarte Scheiben immer tiberlappen (und nicht benachbarte Scheiben sich nie iiberlappen). Wir
nennen eine Scheibe oben, wenn sie auf ihren beiden Nachbarn liegt, und unten, wenn unter ihren
beiden Nachbarn liegt. Zeige, dass es immer gleich viele obere und untere Scheiben gibt, egal wie

viele Scheiben im Kreis sind und wie sie sich iiberlappen.

Aufgabe 2.2. Gegeben sei ein n x n—Schachbrett mit n > 2,n € N. Wie viele Moglichkeiten gibt
es, 2n — 2 identische Steine auf dem Schachbrett zu platzieren (jeden auf einem anderen Feld), sodass
sich keine zwei Steine auf derselben Diagonalen des Schachbretts befinden? Zwei Steine befinden sich
auf derselben Diagonalen des Schachbretts, wenn die Verbindungslinie der Mittelpunkte ihrer Felder

parallel zu einer Diagonalen des n x n—Quadrates ist.

3



MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AS — FORTGESCHRITTENE WS 2020/21

Aufgabe 2.3. Ein Grundstiick hat die Form eines 8 x 8—Quadrats, dessen Seiten in Nord-Siid- bzw.
Ost-West-Richtung orientiert sind. Es ist in 64 quadratische 1 x 1—Parzellen zerlegt. In jeder dieser
Parzellen kann hochstens ein Haus stehen, jedes Haus belegt genau eine Parzelle. Ein Haus ,erhélt
kein Sonnenlicht®, wenn die drei Nachbarparzellen im Osten, Stiden und Westen mit Hausern verbaut
sind.

Man bestimme die maximale Anzahl von Héusern, die gebaut werden kénnen, sodass keines davon
kein Sonnenlicht erhélt.

Anmerkung: Die Hauser am o6stlichen, siidlichen und westlichen Rand des Grundstiicks erhalten

immer Sonnenlicht.

Aufgabe 2.4. Gegeben sei ein konvexes n—Eck mit einer Triangulierung, das heifit einer Zerlegung
in lauter Dreiecke durch einander nicht schneidende Diagonalen.

Man zeige: Man kann mit den Ziffern der Zahl 2007 die n Eckpunkte so markieren, dass jedes Viereck
aus 2 (langs einer Kante) benachbarten Dreiecken 9 als Summe der Zahlen auf seinen 4 Eckpunkten
hat.

Aufgabe 2.5. Wir betrachten Zerlegungen eines regelméfligen n—Ecks in n — 2 Dreiecke durch
n — 3 Diagonalen, die sich innerhalb des n—FEcks nicht schneiden. Eine zweifarbige Triangulierung
ist eine solche Zerlegung eines n—FEcks, in der jedes Dreieck schwarz oder weif3 ist, sodass je zwei
Dreiecke mit einer gemeinsamen Seiten verschiedene Fraben haben. Wir nennen eine positive ganze
Zahl n > 2 triangulierbar, wenn jedes regelméflige n—Eck eine zweifdrbige Triangulierung besitzt,
wobei fiir jeden Eckpunkt A des n—Ecks gilt: Die Anzahl der schwarzen Dreiecke, bei denen A ein
Eckpunkt ist, ist groBer als die Anzahl der weiflen Dreiecke, bei denen A ein Eckpunkt ist.

Man bestimme alle triangulierbaren Zahlen.

3. GEOMETRIE

Dreiecke, Vielecke und Flachen.

Aufgabe 3.1. Sei D der Lotfupunkt vom Punkt C' auf die Basis AB eines gleichschenkligen Drei-
ecks ABC'. Der Punkt M sei der Mittelpunkt der Seite C'D. Die Geraden BM und AC' schneiden

einander im Punkt £.
Bestimme das Verhéltnis |CE| : |AC|

Aufgabe 3.2. Die Seite BC' sei die langste Seite des gleichschenkligen Dreiecks ABC. Sei M auf
der Seite BC, sodass |BM| = |AB|. Der Lotfufipunkt von Punkt M auf die Seite BC sei N.
Beweise, dass das Dreieck BM N und das Viereck ACM N die gleiche Flache und denselben Umfang
haben.
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Aufgabe 3.3. Anna hat ein Rechteck mit zwei blauen Seiten der Linge 24 und zwei roten Seiten
der Lénge 36 gezeichnet. Jeden Punkt innerhalb des Rechtecks farbte sie mit der Farbe, der néchst-
liegenden Seite. Die Punkte, die genauso weit von roten und blauen Seiten sind, farbte sie schwarz.

Bestimme die Flache des roten Teils des Rechtecks.

Aufgabe 3.4. Das Quadrat ABC' hat die Seite der Lénge 1. Sei X ein Punkt auf der Seite AB, und
sei Y ein Punkt auf der Seite AD sodass der Winkel ZCHY = 90°.
Bestimme den Punkt X fir den die Flache des Dreiecks CDY am kleinsten ist.

Aufgabe 3.5. Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks ist 18 und seine Flache ist 9. Wie lang ist

die Hypotenuse dieses Dreiecks?

Kreise.

Aufgabe 3.6. Der Punkt P ist der Mittelpunkt der Seite AB mit Lénge 2. Sei T der Beriithrpunkt
der Tangente von A an den Kreis mit dem Durchmesser PB.
Bestimme die Lange |PT)|.

Aufgabe 3.7. Gegeben sind 2 Kreise mit Radien r; und 7y, die einander nicht schneiden. IThre
gemeinsame innere Tangente beriihrt die Kreise in den Punkten P und @), und die auflere in den
Punkten A und B.

Bestimme die Lange r; - ro wenn |AB| = 16 und |PQ| = 12 sind.

Aufgabe 3.8. Seien p und q reelle Zahlen. Der Graph der Funktion f(z) = 2 + px + ¢ schneidet
die Achsen in 3 verschiedenen Punkten A, B und C.
Beweise, dass der Umkreis des Dreiecks ABC' die y-Achse in einem Punkt der Form (a, 1) schneidet.

Aufgabe 3.9. Augapfelsatz. Gegeben seien zwei Kreise k£ und ko mit disjunktem Inneren. Die beiden
Tangenten durch den Mittelpunkt von k; und ks schneiden k; in A; und By, und die Tangenten durch
den Mittelpunkt von ks und k; schneiden ks in Ay und Bs.

Man zeige, dass |A;B;| = |AsBs].

Geometrisches Optimieren.

Aufgabe 3.10. Man beweise ohne Differentialrechnung, dass unter allen Dreiecken mit Flacheninhalt

1 das gleichseitige Dreieck den kleinsten Umfang hat.

Aufgabe 3.11. Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC. Man finde unter allen Dreiecken PQR,
sodass P auf der Strecke BC', @ auf der Strecke AC und R auf der Strecke BC' liegt, dasjenige mit

dem kleinsten Umfang.

Aufgabe 3.12. Es sei ABC' ein Dreieck, dessen Winkel alle kleiner als 120° sind. Man finde den
Punkt F' im Inneren des Dreiecks, sodass die Summe |AF| + |BF| + |CF| minimal ist.

5
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Aufgabe 3.13. Einem Kreis sind ein Quadrat und ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben. Die
sieben Eckpunkte bilden ein dem Kreis eingeschriebenes konvexes Siebeneck S. (Als Sonderfall kann S
ein Sechseck sein, wenn eine Dreiecksecke mit einer Quadratecke zusammenfallt.)

Fir welche Lagen des Dreiecks relativ zum Quadrat hat S den grofiten bzw. kleinsten Flécheninhalt?

Trigonometrie.

Aufgabe 3.14. Es sei ABC ein Dreieck mit Seitenldngen a, b und ¢, sowie Innenwinkeln «, 8 und .

Man zeige den Sinussatz
sin(a)  sin(f)  sin(y)

a b c

Y

und den Cosinussatz
c® =a®+b* — 2abcos(y).

Aufgabe 3.15. Es sei AB eine Sehne im Kreis k. Auf der Verlangerung von AB iiber B hinaus liege
ein Punkt 7'. Eine Tangente durch 7" an k beriihre den Kreis in C.
Man zeige: |BT| : |TC| = |BC| : |CA|.

Aufgabe 3.16. Sei ABC ein Dreieck mit Umkreis k. Der Seitenmittelpunkt von BC' sei M. Die
Gerade AM schneide k ein zweites Mal in D. Die Winkelsymmetrale schneide BC' in T, und die
Spiegelung der Geraden AM schneide BC in E. Man beweise folgende Verhaltnisse: (1) |BD| :

|DC| = |CA|: |ABJ|, (2) |BT| : |TC| = |BA| : |AC| und (3) |BE| : [TE| = |BA|* : |AC|?.
Aufgabe 3.17. Sei ABC ein Dreieck, und M der Mittelpunkt der Seite BC'.

Man zeige, dass sin(£ZBAM) : sin(LMAC) = |AC| : |AB] gilt. Die Gerade AM schneide den Umkreis
des Dreiecks ABC' ein zweites Mal in D. Zeige, dass |AB| - |BD| = |AC| - |CD] gilt.

Aufgabe 3.18. Sei ABC ein Dreieck mit Umkreis k. Die Tangenten an k durch B und C' schneiden
einander in 7', und die Gerade AT schneide k ein zweites Mal in D.

Man zeige, dass |[AB| - |CD| = |AC| - |BD| gilt. Nun sei N der Mittelpunkt der Strecke AD. Man
zeige, dass die Dreiecke ABN und C'AN sowie BDN und DCN jeweils zueinander ahnlich sind.

Aufgabe 3.19. Man zeige die Summensétze fiir den Sinus und Cosinus,
sin(a + ) = sin(«) cos(f) + cos(a) sin(3) cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f),
fir 0 < a, 5 < 90°.

Aufgabe 3.20. Sei ABC ein Dreieck. Man zeige, dass alle vier Normalprojektionen von A auf die
Innen- und AuBlenwinkelsymmetralen durch die Punkte B und C' auf einer gemeinsamen Geraden

liegen.

Aufgabe 3.21. Sei ABCD ein Quadrat. Nun werden die Seiten AB, BC', CD und DA in ihren
Anfangspunkten A, B, C' bzw. D um jeweils 15° nach innen gedreht. Man zeige, dass das von ihnen

eingeschlossene, kleinere Quadrat den Inkreis des groflen Quadrats als Umkreis hat.

6
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Aufgabe 3.22. Ein Punkt T liege auflerhalb eines Kreises k. Die Tangenten an k durch 7" beriihren &
in P und @, und eine weitere Gerade durch T schneide k in A und B. Der Mittelpunkt von AB sei
mit M bezeichnet. Man zeige, dass die Winkel ZAM P und ZQM A gleich sind.

Aufgabe 3.23. Im Dreieck ABC' befindet sich einen Punkt 7', sodass |AT| = 56, |BT| = 40 und
|C'T| = 35. Die Lotfufipunkte von 7" auf die Seiten des Dreiecks ABC' bilden ein gleichseitiges Dreieck.
Bestimme den Winkel ZABC'

4. ZAHLENTHEORIE

Teilbarkeit, Teiler und Vielfache.
Aufgabe 4.1. Beweise, dass die Zahl bestehend aus 2187-Mal der Ziffer 1 durch 2187 teilbar ist.

Aufgabe 4.2. Sei n eine zusammengesetzte natiirliche Zahl und dy, ds, ..., d,,_1 und d,, ihre Teiler.

Beweise, dass

> log(dy) =1

log(n™)
gilt.

Aufgabe 4.3. Man bestimme die kleinste positive ganze Zahl x, sodass alle folgenden Briiche gekiirzt
sind, das heiffit Zdhler und Nenner relativ prim sind:
3r+9 3x+10 3z +11 3r +49
8 7 9 7 10 77 48
Aufgabe 4.4. Man zeige: Es gibt unendlich viele Vielfache von 2005, die (ohne fithrende Nullen)
alle 10 Ziffern 0, 1, 2, ..., 8 und 9 gleich oft enthalten.

Aufgabe 4.5. Finde alle positiven ganzen Zahlen a, b, c mit
kgV(a,b,c) =a+b+c.

Aufgabe 4.6. Beweise, dass fiir jede ungerade natiirliche Zahl n

24|n" —n
gilt.
Aufgabe 4.7. Zeige, dass die Zahl (a, a,—1 ... ap)1o geschrieben im Dezimalsystem genau dann
durch 7 teilbar ist, wenn
7’(&71 Ap—1 ... a1>10 +5- Qo

gilt.
(Beispielsweise gilt 7364, da 7| 36 + 5 - 4.)
56
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Summe und Differenz.

Aufgabe 4.8. Es sei Ag = {1, 2} und fiir n > 0 entsteht A,, aus A,,_; indem man zu A,,_; die natiir-
lichen Zahlen hinzu nimmt, die sich als Summe von zwei verschiedenen Zahlen aus A,,_; darstellen
lassen.

Es sei a,, = |A,| die Anzahl der Zahlen in A,,.

Man bestimme a,, als Funktion von n.

Aufgabe 4.9. Welche positive ganzen Zahlen lassen sich als Differenz zweier Quadratzahlen schrei-
ben?

Aufgabe 4.10. Zeige, dass

2n k2 12 22 32 (271)2
z -t g
~ k; + 1 2 '3 4 2n + 1

fiir kein n eine ganze Zahl ist.

Primzahlen.
Aufgabe 4.11. Man bestimme alle Primzahlen p, fiir die 57 + 4p* eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 4.12. Man zeige: Fiir 42 paarweise verschiedene Primzahlen pq, ps, ..., pso kann die Sum-

me

f: 1
o+l
kein Stammbruch 1/n? mit n € ZT sein.
Aufgabe 4.13. Man zeige: Ist 2™ — 1 eine Primzahl und m > 1, dann ist m auch eine Primzahl.

Aufgabe 4.14. Man zeige: Ist 2™ 4 1 eine Primzahl, so ist m eine Zweierpotenz.

Aufgabe 4.15. Finde die grofite ganze Zahl a, sodass a|p* — 1 fiir jede Primzahl p > 5.

Ziffern.

Aufgabe 4.16. Wenn man die ersten zwei Ziffern einer positiven ganzen Zahl léscht, erhalt man
eine Zahl, die 73 Mal kleiner ist als die urspriingliche Zahl.

Bestimme die beiden kleinsten Zahlen mit dieser Eigenschaft.

Aufgabe 4.17. Sei n eine positive ganze Zahl. Wir betrachten S(n), die Summe der 2001 Potenzen
von n mit den Exponenten 0 bis 2000. Also

2000
S(n)=>"n"=n"+n'+n’+ ... +n"%.
k=0

Was ist die Einerziffer von S(n) im Dezimalsystem?

Aufgabe 4.18. Man bestimme die letzten beiden Ziffern von 201922,

8
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Diophantische Gleichung.
Aufgabe 4.19. Finde alle ganzzahligen Losungen (a, b) von

3a — bb =7+ 9ab.
Aufgabe 4.20. Beweise, dass die Gleichung

2 =2 —Thy+5
keine ganzzahligen Losungen hat.
Aufgabe 4.21. Beweise, dass die Gleichung

3zt + 2013 = 25y% — 2442
keine ganzzahligen Losungen hat.
Aufgabe 4.22. Man zeige, dass es keine ganzen Zahlen z, y gibt, mit
3 + 6y° = 2020.

Aufgabe 4.23. Zeige, dass die Gleichung

da(a+1) =b(b+3)
keine Losung in den positiven ganzen Zahlen besitzt.
Aufgabe 4.24. Finde alle natiirlichen Zahlen a und b, die das folgende Gleichungssystem erfiillen:

a®>—3b=15
¥ —a=13
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HINWEISE ZU DEN AUFGABEN

Aufgabe 1.1. Beweise, dass n < 81 sein muss.
Aufgabe 1.2. Faktorisiere 2% + 22 + 1

Aufgabe 1.3. Benutze {f]’—z} = 7 fiirein m < q°

tanx—tany

Aufgabe 1.4. Nutze die trigonometrische Formel: tan(z — y) = Trtenztary”

Aufgabe 1.5. Beweis durch Widerspruch: Betrachte ein minimales n fiir das der Ausdruck rational

ist.

Aufgabe 1.6. Gewohnliche Methoden fiir Gleichungssysteme

Aufgabe 1.7. Fallunterscheidung

Aufgabe 1.8. Faktorisiere die Ausdiicke in den Zahlern und betrachte A — B.
Aufgabe 1.9. Forme den Ausdruck um.

Aufgabe 1.10. Betrachte den Winkel gegentiber der Seite mit Lénge a

Aufgabe 1.11. Nutze die Formel der trigonometrische Funktion des dreifachen Winkels:
sin(3z) = 3sin(x) — 4sin(z)>.

Aufgabe 1.12. Forme den Ausdruck um und schreibe ihn als Summe von Quadraten.

Aufgabe 1.13. Bezeichne den gegebenen Ausdruck mit P(x) und betrachte P(1), P(0) und P(—1).

10
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Aufgabe 2.1. Was passiert, wenn wir eine Scheibe aus dem Kreis entfernen, die weder oben noch

unten ist?

Aufgabe 2.2. Wahle zuerst aus, auf welche Diagonalen Steine kommen und lege dann der Reihe

nach auf jede Diagonale einen Stein.

Aufgabe 2.3. FEine etwas leichtere Formulierung der Angabe ware vielleicht: Wir betrachten ein
Rechteck mit 7 Zeilen und 6 Spalten. Wie viele Tetrominos (Figuren aus vier angrenzenden Einheits-
quadraten), die die Form eines auf dem Kopf stehenden T haben, braucht man, um das Rechteck zu

iiberdecken? Dabei diirfen die Tetrominos tiberlappen und am Rand iiber das Rechteck stehen.

Aufgabe 2.4. Verwende vollsténdige Induktion.

Aufgabe 2.5. Zihle, wie viele Eckpunkte die schwarzen und weilen Dreiecke jeweils insgesamt

haben miissen.

Aufgabe 3.1. Betrachte den Schwerpunkt des Dreiecks BC'D

Aufgabe 3.2. Betrachte den Mittelpunkt der Seite BC'

Aufgabe 3.3. Betrachte die Symmetralen der Winkeln BAD und ADC.

Aufgabe 3.4. Bestimme die Fliache in Abhéngigkeit der Lange |AX].

Aufgabe 3.5. Satz des Pythagoras

Aufgabe 3.6. Betrachte den Mittelpunkt der Seite PB. Satz von Pythagoras.

Aufgabe 3.7. Betrachte die Mittelpunkte der Kreise.

Aufgabe 3.8. Potenz vom Punkt (0, 0)

11
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Aufgabe 3.9. Verhéltnisse aufstellen.

Aufgabe 3.10. Wenn das Dreieck nicht gleichseitig ist, kann man den Umfang immer verringern -

dies kann elementar bewiesen werden.

Aufgabe 3.11. Vorgangsweise dhnlich wie beim ersten Beispiel. Spiegeln der Figur an den Drei-

ecksseiten.

Aufgabe 3.12. Rotieren des Beispiels um 60° in einem Eckpunkt; Dreiecksungleichung.

Aufgabe 3.13. Die Lage des Dreiecks und des Quadrats sieht im Grunde genommen immer gleich
aus - iiber je drei von vier Seiten des Quadrats liegt genau ein Eckpunkt des Dreiecks. Man zerlege

den Flacheninhalt des Siebenecks entsprechend.

Aufgabe 3.14. Fiir den Sinussatz berechne man die Langen der Hohen auf jeweils zwei Arten. Fiir
den Cosinussatz finde man zunéchst ein rechtwinkliges Dreieck mit ¢ als Hypotenuse und driicke

dessen Kathetenldangen in den gewiinschten Groflen aus.

Aufgabe 3.15. Tangentenwinkelsatz und Sinussatz.

Aufgabe 3.16. Sinussatz.

Aufgabe 3.17. Wieder Sinussatz.

Aufgabe 3.18. Ein lidngeres Beispiel, bei dem zuerst bewiesen werden sollte, dass AD gespiegelt
an der Winkelsymmetrale durch A eine Schwerlinie von ABC' ist. Die Gerade AD und die analog

definierten Geraden durch B und C' werden Symmedianen genannt.

Aufgabe 3.19. Sinus-Flachenformel im bekannten Einheitskreis-Bild benutzen.

Aufgabe 3.20. Man berechne den Abstand der vier Punkte zur Geraden BC' trigonometrisch.

12
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Aufgabe 3.21. Man berechne das Seitenverhéltnis der beiden Quadrate.
Aufgabe 3.22. Nahe verwandt mit der Konfiguration aus Aufgabe 3.18.
Aufgabe 3.23. Trigonometrie. Sinussatz.

Aufgabe 4.1. Nutze die Primfaktorzerlegung, 2187 = 37 und fiihre einen Beweis mit vollstindiger
Induktion.

Aufgabe 4.2. Gruppiere d; in Paare, deren Produkt gleich n ist

Aufgabe 4.3. w ist gekiirzt, wenn 32t = 32EIEE 1 gekiirzt ist.

Aufgabe 4.4. Betrachte

A, = 1234567890 . .. 1234567890 = 1234567890 - (1 + 10" + 10% + ... 4 1010~ D)

n - mal

und anschlieend die Differenzen A4,, — A,,.

Aufgabe 4.5. Zeige zunichst, dass es geniigt den Fall ggT(a, b, ¢) = 1 zu betrachten. Nachdem man
0.B.d.A a < b < ¢ einfiihrt erhélt man schnell kgV(a, b, ¢) = 2c¢. Wieso?

Aufgabe 4.6. Benutze n™ —n = n(n""! — 1) und zeige, dass der Ausdruck sowohl durch 3 als auch
durch 8 teilbar ist.

Aufgabe 4.7. Schreibe die Zahl (a, a1 ... ag)10 als (a, an—1 ... a1)10- 10+ ag und multipliziere
mit 5.

Aufgabe 4.8. Berechne die ersten A,, und stelle eine Vermutung auf. Lésst sich diese mit Induktion

zeigen?

Aufgabe 4.9. Experimentiere zuerst mit der Differenz aufeinander folgender Quadratzahlen, dann

mit Quadratzahlen die 2 ,,Schritte voneinander entfernt sind. Beweise schliefSlich, dass man so alle
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moglichen Differenzen gefunden hat.

Aufgabe 4.10. Schreibe die Briiche zuerst als Summe von ganzen Zahlen und vereinfachten Briichen.

Aufgabe 4.11. Die Gleichung 57 + 4p* = 22 ldsst sich nach kurzer Umformung faktorisieren.

Aufgabe 4.12. Ausmultiplizieren und modulo 3 betrachten.

Aufgabe 4.13. Benutze die Regel a — 1]a™ — 1, die man beispielsweise mit der geometrischen Sum-

menformel beweisen kann.

Aufgabe 4.14. Benutze die Regel a + 1|a" + 1 fiir ungerade n, die man beispielsweise mit der

geometrischen Summenformel beweisen kann.

Aufgabe 4.15. Stelle zuerst mit Hilfe der ersten beiden relevanten Primzahlen p = 7 und p = 11

eine Vermutung auf.

Aufgabe 4.16. Betrachte die Gleichung modulo 5 und 25

Aufgabe 4.17. Zeige und benutze n* = n*** (mod 10)

Aufgabe 4.18. Wir wollen also 2019%%?! (mod 100) bestimmen. Teile die Aufgabe in modulo 4
und modulo 25 auf. Finde anschliefend (mit méglichst geringem Rechenaufwand) eine kleine Zahl a,
sodass 2019 =1 (mod 25) gilt...

Aufgabe 4.19. Forme nach b um und zeige, dass der entstehende Bruch zu nahe an 1/3 liegt um

eine ganze Zahl zu sein, wenn |a| grof ist.

Aufgabe 4.20. Quadratische Reste modulo 5

Aufgabe 4.21. Finde einen geeigneten Modul, der zum Widerspruch fiihrt.

14
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Aufgabe 4.22. Finde eine geeignete Primzahl p und betrachte die Gleichung modulo dieser Prim-
zahl.

Aufgabe 4.23. Addiere 1 auf beiden Seiten und schreibe die linke Seite anschliefend als vollstéin-
diges Quadrat...

Aufgabe 4.24. Beweise, dass a < 3 gelten muss.
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LOSUNGSVORSCHLAGE

Aufgabe 1.1.
Sei
an = |14+ [2Y4] + ..+ R4

Gesucht ist ein n mit a,, = %n + 1.

Wir sehen, dass [k'/*] = 1 fiir k& < 16. Deswegen gilt a,, = n fiir n < 15, und keiner dieser Werte

erfiilllt somit die Gleichung.
Fir16 <n <80gilta,=1+14+ ... +14+2+ ... +$2=154+2-(n —15) = 2n — 15.

Damit die Gleichung fiir 16 > n > 80 gilt, muss 2n — 15 = %n + 1 gelten. Die einzige Losung dieser
Gleichung ist n = 32.

Groflere Losungen gibt es nicht: Wenn n > 80 um 1 steigt, steigt der Wert der linke Seite um
mindestens 3, und der Wert der rechten Seite um %, d.h. die lenkte Seite bleibt grofier als rechte.

Aufgabe 1.2. Es gilt
L+ 22 +a2t = (14 o+ 22)? — (20 + 227 + 22°)
=1 +2+23)((1+2+2%) —22).
Wir formen unter Verwendung dieser Tatsache die gegebene Gleichung um:
(a—DA+2+2*)?=(a+1)1+z+2°)((1 +2+27%) - 21)
(1+x+2°)(-2(1 +x+2*) +2z(a+1)) =0
(1+z+2*)(1 — ax + 2*) = 0.

Die Gleichung % + x + 1 = 0 hat keine reellen Losungen.

Die Diskriminante von 1 —ax +2? = 0 ist D = a? —4. Daraus folgt, dass sie nur dann reelle Losungen

hat, wenn |a| > 2 ist.

Wir schlieflen, dass die Gleichung fiir a € (—2, 2) keine reelle Losungen hat, fir a = 2 die Losung

x = 1 und fiir a = —1 die Losung z = —1. Fir a < —2 und a > 2 hat sie zwei reelle Losungen,

atva?—4
) .

namlich z; 9 =

Aufgabe 1.3. Wir setzen z = 2. Dann gilt: {2*} + {2} = {Zq)—z} + {£}. Wir sehen, dass {Z—z} ==

fiir ein m < ¢ und {’;} = % fiir ein n < g wobei m und n teilerfremd zu ¢ sind.
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Dann ist

m + ngq
R

unkiirzbar. Es kénnte also nur m + nq = ¢* sein, aber dann wire {2?} + {2} = 0, ein Widerspruch.

Finden wir jetzt ein # < 1 fiir das gilt: 22 + 2z = 1. Die (irrationale) Losung dieser Gleichung ist

v =1(/(5) - 1).

Aufgabe 1.4. Wir benutzen die Formel

tanx — tany

t —y) = :
an(e —y) 1+tanz - tany

Setzen wir x = n + 1 und y = n, so gilt:
tan(n + 1) — tan(n)
tan 1

-1

tan(n + 1) tan(n) =

Beim Summieren kiirzen sich alle Terme aufler dem ersten und letzten:

2012 tan2 — tan 1 tan 2013 — tan 2012
Ztan Jtan(n+1) = ——— — 1+ ... + —
tan 1 tan 1
tan 2013 — tan 1 tan 2013
_ A op12 = A0 913,
tan 1 tan 1
Aufgabe 1.5.

Es gilt die trigonometrische Formel:

3

cos (37) = cos® x — 3cosxsin® v = 4 cos® v — 3cos .

o ) 10 (5 5) - 5

Fur n =1 ist, cos( ) V3 3/2 irrational.

Fir 5% gilt also:

Sei n die kleinste natiirliche Zahl, fiir die cos (537 ) rational ist.

Dann gilt aber, dass cos (#) auch rational ist, was ein Widerspruch zur Minimalitdt von n ist.

Aufgabe 1.6. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2 und subtrahieren sie von der zweiten:

ab = 2a — b.
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Da a = —1 nicht gelten kann, schreiben wir b = f—fl

Wir setzen diesen Ausdruck in die erste Gleichung ein und erhalten:

2a 4a?
24 — 2a - =
a a a+1+(a—|—1)2 a
20 —a —a=0

ala—1)(2¢* +a+1) = 0.

Daraus folgt nach Produkt-Null-Satz, dass entweder a = 0 oder a = 1 oder 2a® + a + 1 = 0 gelten
muss. Fir a = 0 erhalten wir b = 0, und fiir @ = 1 erhalten wir b = 1. Das ergibt die beiden

Losungspaare (0, 0) und (1, 1).

Die Gleichung 2a? + a + 1 = 0 hat Diskriminante —7 und daher gibt es keine weitere reelle Losung.

Aufgabe 1.7. Es gilt entweder
<1< (1—x)?

oder
(1-2)2<1<2%

Im ersten Fall gilt: 2> < 1, d.h. z € [-1, 1], und (1 —2z)* > 1, d.h. z € (—o0, 0] U [2, +00). Dann

sind beide Voraussetzungen fir = € [—1, 0] erfullt.

Im zweiten Fall gilt: 22 > 1 dh 2 € (—oo, —1] U [1,+00), und (1 — z)? <1 d.h. z € [0,2]. Dann sind

beide Voraussetzungen fir = € [1, 2] erfillt.

Also ist die erste Voraussetzung dquivalent zu = € [—1, 0] U [1, 2].

Bestimmen wir, wann die Ungleichung 0 < 2?2 — 2 < 2 gilt.

Aus z(z — 1) > 0 folgt € (—o0, 0] U [1, 00), und aus (x — 2)(z + 1) < 0 folgt = € [—1, 2].

Es folgt, dass beide Ungleichungen fiir x € [—1, 0] U [1, 2] gelten.

Aufgabe 1.8.

Wir vereinfachen die beiden Ausdriicke:

62%y* + 3zy — 22y — 1 3wy(2zy + 1) — 22y + 1) v —1)—y?—1) (23— -
= =3xy — 1B = =
20y + 1 2zy + 1 =y xr —

Wir betrachten die Differenz B — A:

A=

B-—A=(@*+ay+y*—1)—Bay—1)=(z—y)* > 0.
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Daraus folgt, dass A < B ist.

Aufgabe 1.9.

Durch Aquivalenzumformungen wird die Ungleichung wie folgt iibergefiihrt:

A —(c—b+a)i+a>—b>0
sb—a)(2c—b+a)+ (a—b)(a+b) >0
sb—a)(2c—b+a—a—a)>0
<2(b—a)(c—b) > 0.

Diese Ungleichung gilt, weil nach Voraussetzung a < b und b < ¢ sind.
Aufgabe 1.10. Sei a der Winkel gegeniiber der Seite mit Lénge a.
Aus der trigonometrischen Flichenformel P = Lbcsin(a) folgt:

P = ;bcsin(a) < ;bc,
d.h. 2P < be, und analog 2P < ca und 2P < ab.
Summieren der Ungleichungen ergibt

6P < bc+ ca+ ab.

Wir sehen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn a = 90°, daher kann nicht gleichzeitig P = %bc =

1

sca = %ab gelten.

Es gilt also: 6P < ab + bc + ab < a® + b* + 2.

Aufgabe 1.11.
Wir benutzen die Formel fiir die Sinus-Funktion eines dreifachen Winkels: sin(3z) = 3sin(z) —

4sin(z)?. Demnach gilt auch

sin(3z) 4 sin(3y) = 3(sin(z) + sin(y)) — 4(sin(z)® + sin(y)?). (1)

Wir bezeichnen nun sin(z) mit a und sin(y) mit b. Wenn wir die Identitit a® + b = (a +b)® — 3a*b+

1

5 — a fiir die rechte Seite der Gleichung (1) einsetzen,

3ab? — b® nutzen und das zusammen mit b =

erhalten wir:

3a+b) —4(a®+0*) =1—4(a®> — 5 - a+ 5).
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Wir miissen nun nur noch die folgende Ungleichung beweisen:

26
1—4(a® — —a+— < 22

@30ty =5
Diese ist dquivalent zu 36a® — 12a +1 > 0.

Aus 36a® — 12a + 1 = (6a — 1) > 0 folgt die Behauptung.

Aufgabe 1.12.

Wir kénnen den Ausdruck wie folgt umformen:

a® + 5b% + 8¢? — dab — 4bc — 8c 4 24 = (a* — 4ab + 4b*) 4+ b? + 8¢? — 4bc — 8c + 24
= (a —2b)* + b* + 8c* — 4bc — 8c + 24
= (a—2b)* + (b—2¢)* + (2¢ — 2)* + 20

Da Quadrate immer > 0 sind, wird das Minimum genau dann angenommen, wenn alle Quadrate
gleichzeitig 0 sind. Um das Minimum zu erhalten muss also folgendes gelten: a — 2b = b — 2¢ =
2c — 2 = 0. Man sieht einfach, dass das fiir a = 4, b = 2 und ¢ = 1 eintritt. Daraus folgt, dass das

Minimum 20 ist.

Aufgabe 1.13.
Wir bezeichnen den gegebenen Ausdruck ag + ajz + ... + a,2™ mit P(x). Werten wir dieses Polynom

P(z) an den Stellen z = 1 und # = —1 aus, so erhalten wir die beiden Gleichungen
P(1) = ag+ a + ... + asp15 + az016 und
P(—1) = ap — a1 + ... — azo5 + az016-
Summieren wir die beiden Gleichungen, so bleiben nur die Folgenglieder mit geraden Indizes tibrig:
P(1)+ P(—1) = 2ag + 2as + ... + 2a2016
Da ag = P(0) ist, gilt
as + ag + .. + aspe = ;(P(l) + P(—1)) — P(0).
Aus der gegebenen Gleichung fir P(x) kénnen wir die Werte an den drei Stellen berechnen:

P(0) =13.23 ... 6723 = (672!)3,
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P(1)=2%.3%...673% = (673!)® und
P(-1)=0.
Daraus folgt, dass der gesuchte Wert
g + ag + ... + asore = ;(P(l) + P(—1)) — P(0) = ;(673!)3 — (672!)°
ist.

Aufgabe 2.1. Wir ordnen jeder Kreisscheibe eine Zahl zu: Die Ausgangszahl ist 0. Dann wird 1
addiert, falls die Kreisscheibe tiber der im Uhrzeigersinn néchsten Kreisscheibe liegt, und 1 sub-
trahiert, falls die Kreisscheibe unter der im Uhrzeigersinn nachsten Kreisscheibe liegt. Dann wird
genauso nochmal 1 addiert oder subtrahiert, je nachdem, ob die Kreisscheibe iiber oder unter der
gegen den Uhrzeigersinn nachsten Kreisscheibe liegt. Dadurch haben obere Kreisscheiben die Zahl
2, untere Kreisscheiben die Zahl —2 und alle anderen Kreisscheiben die Zahl 0. Gleichzeitig muss
aber die Summe der Zahlen 0 sein, da fiir jede Uberlappungsfliche zu einer Kreisscheibe 1 addiert
wird und von der anderen Kreisscheibe 1 subtrahiert wird. Also muss es gleich viele obere wie untere
Kreisscheiben geben.

Anmerkung: Alternativ kann man auch folgendermafien argumentieren: Man kann eine Kreisscheibe,
die weder oben noch unten ist, aus dem Kreis entfernen und die beiden Nachbarn so tiberlappen, dass
die Nachbarn immer noch obere Kreisscheiben bzw. untere Kreisscheiben sind, wenn sie das vorher
waren. Wenn man das oft genug macht, bleibt ein Kreis aus nur oberen und unteren Kreisscheiben

iibrig, die sich daher abwechseln miissen.

Aufgabe 2.2. Antwort: Es gibt 2" Moglichkeiten.

Betrachten wir alle Diagonalen, die parallel zu einer bestimmten Diagonale des n x n—Quadrates
sind. Es gibt 2n — 1 solche Diagonalen. Die beiden duflersten bestehen jeweils aus einem Feld, die
beiden nachstinneren aus jeweils zwei Feldern usw., bis schliellich die innerste Diagonale aus n Fel-
dern besteht. Da wir 2n — 2 Steine auf dem Schachbrett verteilen sollen, darf also nur eine dieser
Diagonalen frei bleiben. Wir sehen, dass die beiden duflersten Diagonalen, die jeweils nur aus einem
Feld bestehen, durch eine Diagonale in die andere Richtung verbunden sind. Eine dieser beiden au-
Bersten Diagonalen muss also frei bleiben.

Wir legen jetzt zuerst einen Stein auf das Feld von einer dieser beiden duflersten Diagonalen. Da-
bei haben wir zwei Moglichkeiten, welche der beiden wir wéahlen. Nun betrachten wir die beiden
néchstinneren Diagonalen, die aus jeweils drei Feldern bestehen. Durch die Diagonale in die andere
Richtung blockiert der erste Stein die mittleren Felder dieser beiden Diagonalen. Wir haben also nur
jeweils 2 Feldern in diesen beiden Diagonalen iibrig und wir sehen, dass es nur zwei Moglichkeiten

gibt, wie wir zwei Steine auf diese beiden Diagonalen legen, sodass sich diese nicht wieder durch
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Diagonalen in die andere Richtung blockieren. Genauso geht es jetzt immer weiter. Von den bei-
den néchstinneren Diagonalen sind immer nur die beiden &uflersten Felder nicht blockiert, wodurch
wir zwei Moglichkeiten haben, wie wir die néchsten zwei Steine auf diese beiden Diagonalen legen.
Schlieflich werden auch bei der innersten Diagonale nur die beiden duflersten Felder frei sein und wir
haben zwei Moglichkeiten, auf welches dieser Felder wir den letzten Stein legen.

Also hatten wir insgesamt n—mal zwei Moglichkeiten, wie wir die néchsten Steine legen. Das ergibt

insgesamt 2™ Moglichkeiten.

Aufgabe 2.3. Es konnen hochstens 50 Hauser gebaut werden.

Wenn wir in der dritten und sechsten Spalte (wobei Spalten in Nord-Siid-Richtung gehen) des Grund-
stiicks jeweils nur in die siidlichste Parzelle ein Haus bauen und ansonsten in jede Parzelle ein Haus
bauen, erhalten wir eine giiltige Konfiguration mit 50 Hausern.

Wir teilen nun jede Zeile aufler der siidlichsten in der Mitte in zwei Teile. Dadurch erhalten wir 14
1 x 4—Rechtecke, die das gesamte Grundstiick aufler der stidlichsten Zeile iiberdecken. Wir kénnen
nun jedem Rechteck eine unverbaute Parzelle zuordnen, sodass jede unverbaute Parzelle nur einem
Rechteck zugeordnet ist. Daraus folgt dann, dass es mindestens 14 unverbaute Parzellen gibt. Unsere
Zuordnungsvorschrift ist die folgende:

Wenn das Rechteck eine unverbaute Parzelle enthéalt, weisen wir ihm die westlichste unverbaute
Parzelle im Rechteck zu. Wenn das Rechteck keine unverbaute Parzelle enthalt, weisen wir ihm die
ostlichste unverbaute Parzelle im Rechteck darunter zu (bzw. in den 4 siidlich angrenzenden Parzel-
len, falls unter dem Rechteck kein weiteres Rechteck ist).

Wir sehen jetzt: Wenn wir einem Rechteck eine unverbaute Parzelle zuweisen, die nicht in diesem
Rechteck liegt, muss es im Rechteck darunter mindestens zwei unverbaute Parzellen geben (da sonst
im oberen Rechteck die beiden mittleren Héuser nicht beide Sonnenlicht erhalten). Von diesen unver-
bauten Parzellen wird die ostlichste dem oberen Rechteck und die westlichste dem unteren Rechteck
zugeordnet. Also kann es nicht passieren, dass zwei Parzellen demselben Rechteck zugeordnet wer-
den.

Anmerkung: Alternativ kann man auch zeigen, dass mindestens 14 Parzellen unverbaut bleiben, in-
dem man zeilenweise von Siiden nach Norden vorgeht und zeigt, dass in den ersten k& 4+ 1 Zeilen

mindestens 2k Parzellen unverbaut bleiben miissen.

Aufgabe 2.4. Wir beweisen sogar eine etwas allgemeinere Aussage: Man kann die Eckpunkte so mit
den Buchstaben a, b, c und d markieren, dass die Ecken jedes Vierecks aus 2 benachbarten Dreiecken
mit 4 verschiedenen Buchstaben markiert sind. Wahlen wir dann z.B. a = b = 0,¢c = 2,d = 7, so
folgt die gewtinschte Aussage.

Wie gehen mittels vollstandiger Induktion vor. Fiir n < 3 gibt es nichts zu zeigen, da kein Viereck

existiert. Fir n = 4 konnen wir einfach die 4 Eckpunkte des gegebenen Vierecks mit 4 verschiedenen
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Buchstaben markieren. Sei nun die Aussage fiir konvexe n — 1—Ecke bewiesen. Wir betrachten ein
konvexes n—Eck mit einer beliebigen Triangulierung.

Lemma: Es existiert ein Eckpunkt des n—FEcks, von dem in der Triangulierung keine Diagonale aus-
geht.

Beweis: Sei k die minimale Anzahl an Eckpunkten, die in der gegebenen Triangulierung zwischen 2
durch eine Diagonale verbundenen Eckpunkten liegen. Also gibt es eine Diagonale, die 2 Eckpunkte
verbindet, zwischen denen k weitere Eckpunkte liegen. Das bedeutet, dass diese Diagonale das n—Eck
in ein k + 2—FEck und ein n — k—Eck aufteilt. Im k£ 4+ 2—Eck kénnen aber jetzt keine weiteren Dia-
gonalen sein, weil diese Punkte verbinden miissten, zwischen denen weniger als k weitere Eckpunkte
liegen. Also muss das k + 2—FEck ein Dreieck sein, also gilt £ = 1 und es gibt eine Diagonale, die 2
Punkte verbindet, zwischen denen nur ein weiterer Punkt liegt. Von diesen Punkt dazwischen kann
also keine Diagonale ausgehen.

Wir kénnen nun den gefundenen Eckpunkt vom n—Eck entfernen und erhalten ein n — 1—Eck. In
diesem koénnen wir laut Induktionsvoraussetzung eine giiltige Markierung der Eckpunkte finden. Nun
fiigen wir den entfernten Punkt wieder hinzu. Er ist nur in einem Viereck, das aus 2 benachbarten
Dreiecken besteht, enthalten. Die anderen 3 Punkte in diesem Viereck sind auch in einem anderen
Viereck enthalten (da das Dreieck aus diesen 3 Punkten an irgendein anderes Dreieck grenzen muss,
da n —1 > 4) und sind daher mit 3 verschiedenen Buchstaben markiert. Also kann man den vier-

ten Punkt mit dem fehlenden Buchstaben markieren und erhélt eine giiltige Markierung des n—Ecks.

Aufgabe 2.5. Die triangulierbaren Zahlen sind genau die durch 3 teilbaren Zahlen.

Wir stellen zuerst fest: Da fiir einen Eckpunkt A die Dreiecke, bei denen A ein Eckpunkt ist, ab-
wechselnd schwarz und weify sein miissen, muss in jedem Eckpunkt die Anzahl schwarzer Dreiecke
um genau 1 grofer sein als die Anzahl weifler Dreiecke. Auflerdem muss jedes Dreieck, das eine Seite
des n—Ecks als Seite hat, schwarz sein.

Wenn n durch drei teilbar ist, konnen wir per Induktion eine giiltige Triangulierung konstruieren:
Fir n = 3 farben wir einfach das gesamte Dreieck schwarz. Wenn wir nun ein giiltige Triangulie-
rung fiir n gefunden haben, konnen wir folgendermaflen eine giiltige Triangulierung fiir n + 3 finden:
Seien A und F zwei benachbarte Eckpunkte des n—Ecks. Dann kénnen wir dazwischen drei weitere
Punkte B, C, D in dieser Reihenfolge einfiigen. Im urspriinglichen n—FEck behalten wir die vorherige
Triangulierung und Farbung bei. Auflerdem verbinden wir die Punkte A und C' sowie C' und E. Die
Dreiecke ABC und C'DFE firben wir schwarz und das Dreieck ACE weifl. Damit erhalten wir eine
giltige Triangulierung im n + 3—Eck.

Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, nennen wir S die Anzahl an schwarzen Dreiecken und W die An-
zahl an weiflen Dreiecken. Dann ist 35 die Gesamtanzahl von Ecken von schwarzen Dreiecken (wobei
gleiche Eckpunkte mehrfach gezéhlt werden) und 3W die Gesamtanzahl von Ecken von weiflen Drei-
ecken. Jeder Eckpunkt zahlt jetzt aber einmal 6fters zu den Eckpunkten von schwarzen Dreiecken

als zu den Eckpunkten von weilen Dreiecken, also gilt 35 — 3W = n. Daraus folgt, dass n durch 3
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teilbar sein muss, falls eine giiltige Triangulierung existiert.

Aufgabe 3.1. Sei GG der Mittelpunkt der Seite BC' und T' der Schnittpunkt von BM und DG.

Da M und T die Mittelpunkte der Seiten C'D und BC' sind, muss 1" der Schwerpunkt des Dreiecks
BCD sein.

Daraus folgt |GT| : |DG| =1 : 3. Da das Dreieck ABC' gleichschenklig ist, ist D der Mittelpunkt der
Seite AB.

Daraus folgt, dass die Geraden DG und AC parallel sind, und |CE| : |AC| = |TG| : |DG| =1: 3.

Aufgabe 3.2. Sei P der Mittelpunk der Basis BC. Fiir die Dreiecke ABP und M BN gilt:
/BPA = 90° = /BNM, ZABP = ZMBN und |AM| = |MB|, daraus folgt, dass sie kongru-
ent sind. Insbesondere haben sie die gleichen Flacheninhalte: Fagp = Fypny = %F ABC.

Es folgt:
1

FACMN:FABC’_FMBN:FABC_iFABC:FMBN-

Weiter haben wir durch Kongruenz:
1
INB| +|BM| = |PB| + |BA| = 5Uasc
Daraus folgt:

1
Uacun = Uapc — |[NB| — |BM|+ |MN| = §UA30+ |IMN|=|NB|+|BM|+ |MN|=Uygn-

Aufgabe 3.3. Sei E der Schnittpunkt der Symmetralen der Winkeln BAD und ADC', und F der
Schnittpunkt der Symmetralen der Winkeln ABC und BCD. Die Punkte auf der Seite AE sind
genauso weit entfernt von AB und AD, deswegen sind sie genauso wie Punkte auf BF,C'F und DFE

schwarz.

Ahnlich sehen wir, dass alle Punkte innerhalb der Dreiecke AED und BC'F blau sind. Alle anderen
Punkte sind rot, da ihre néchste Seite entweder AB oder C'D ist.

Die gesuchte Flache ist
F = Fapcp — Fapp — Fro.
Sei |AE| = a, dann folgt aus dem Satz von Pythagoras in AED, dass ay/2 = 24.
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Deswegen sind Fagpp = Fpor = % = 144, und die gesuchte Fléache ist 576.

Aufgabe 3.4. Sei z = |AX| und y = |AY|. Die Dreiecke AXY und BCX sind dhnlich: beide sind
rechtwinkelig und ZAXY = /ZBCX. Es folgt:

|BC|  JAX]
BX| AV
und i = % Wir kénnen die Fliache als eine Funktion in z ausdriicken:

1
F«Mﬁﬂ:iuﬁ—x+1y
% ist, erreicht F' das Minimum in

dem Punkt 2 = 1. In diesem Fall ist X der Mittelpunkt der Seite AB.

Da F(z) eine konvexe quadratische Gleichung mit der Nullstelle

Aufgabe 3.5.

Seien a, b und ¢ die Langen der Seiten des Dreiecks, dabei sei ¢ sei die Léange der Hypotenuse.
Da a+ b+ c= 18 ist, gilt (a +b)* = (18 — ¢)* = 18 — 36¢ + *.

Der Satz des Pythagoras besagt, dass a® + b* = ¢? gilt. Daraus folgt, dass (a +b)* = a® + 2ab + b* =
¢ + 2ab ist. Wenn wir jetzt die beiden Gleichungen fiir (a + b)? zusammensetzen, bekommen wir
2ab = 182 — 36¢. Da die Fliche des Dreiecks 9 = 2 ist, gilt: 18% — 36c = 2ab = 36. Wir schlieBen,
dass ¢ = 8 ist.

Aufgabe 3.6. Sei O der Mittelpunkt der Seite PB. Da AT eine Tangente ist, gilt:
ATP=90—-/ZPTO =90 - /ZTPO =90 - /TPB = /TBP.

(Die erste Gleichung gilt, weil AT eine Tangente ist und PT der Durchmesser des Kreises ist. Die
zweite Gleichung gilt weil OPT gleichschenklig ist, und die letzte gilt, weil BPT rechtwinklig ist.)

Die Dreiecke PAT und T'AB sind ahnlich:
|PT| B |AT| B ‘AP|
BT' 'AB' AT

Daraus folgt, dass
|AT|* = |AB||AP| = 2

und |AT| = /2. Es folgt auch |£L| = ? und |BT| = +/|PT|.

Mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck PT'B erhalten wir |PT| = %
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Aufgabe 3.7. Sei S der Mittelpunkt des Kreises mit Radius r; und S, der Mittelpunkt des Kreises
mit Radius r, und X der Schnittpunkt der Geraden AB und PQ).

Die Dreiecke AX S} und PX S; sind kongruent, da die Winkel ZS1AX =90 = £S,PX, |S1A| = |5 P]
ibereinstimmen und sie die Seite X S; gemeinsam haben. Aus dieser Kongruenz folgt: |AX| = |PX]|

und ZAXS, = 1ZAXP.
Analog gilt |[BX| = |QX| und Z/BS,X = 1/QS,B.

— 2

Weiters gilt:
16 = |AB| = |PX| 4+ |QX]| =12+ 2|QX]|

Aus dieser Gleichung folgt, dass |QX| = 2,|XB| =2 und AX = 14.
Da £S1AX =90° = ZX BS;:

1 1 1
LAXS) = S ZAXP = J(180° — (360° = ZXQS, — ZQS,B — £5,BX)) = ZQS,B = /BS,X.

Da AXS] und BS;X ahnlich sind, folgt:

und schlieBBlich r{ - ro = 2 - 14 = 28.

Aufgabe 3.8. Scien A(a, 0), B(b, 0) und C(0, ¢) die Schnittpunkte der Funktion mit den Achsen.
Dann sind a und b die Nullstellen der quadratischen Gleichung und es gilt einerseits ¢ = f(0) = ¢

und andererseits nach Satz von Vieta ab = q.
Sei D(0, d) der andere Schnittpunkt des Umbkreises des Dreiecks ABC mit der y—Achse.

Da einander AB und C'D im Punkt (0, 0) schneiden, folgt wegen der Potenz des Punktes beztiglich
eines Kreises, dass
|OA|-|OB| = |0C|-|OD|.
Daraus folgt, dass |ab| = |cd| (fur |OA| = |a|,|OB| = |b|, |OC| = |¢| bzw. |OD| = |d|.)
Wir sehen, dass die Zahlen ab und cd immer das gleiche Vorzeichen haben, sie sind negativ wenn

(0, 0) innerhalb des Kreises ist, und positiv andernfalls.

Nun folgt aus ab = ¢d und ab = q¢ = ¢, dass d = 1 ist, was wir zeigen wollten.

Aufgabe 3.9.
Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Kreise k; und ko mit O; bzw. O, und die Mittelpunkte der
Strecken A;B; und As;Bs; mit M; bzw. M. Die Berithrpunkte der Tangenten O1A; und O3 A, mit
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den Kreisen ko bzw. ki seien mit C; bzw. C5 bezeichnet. Weil die rechtwinkligen Dreiecke O1M; A,

und O;C5,0, dhnlich sind, gilt |01 A,| : |M1A;| = |0104] : |C204|, d.h. %\AlBﬂ = "2, wenn wir die

Radien von k; und ke mit r; und ro und die Streckenlinge OOy mit d bezeichnen. Der Ausdruck

rira
d

ist aber symmetrisch in Vertauschung von ky und ko, also gilt auch |AsBy| = He.

Aufgabe 3.10.

Zuerst wollen wir uns davon iiberzeugen, dass es unter den Dreiecken mit Flacheninhalt 1 ein Dreieck
mit dem kleinsten Umfang gibt. Es ist einfacher, zu zeigen, dass es unter den Dreiecken mit Umfang
1 eines mit groBitem Flacheninhalt gibt. Der Grund liegt darin, dass der Flacheninhalt stetig von den
drei Seitenlangen a, b, ¢ des Dreiecks abhéngt, und durch die Bedingungen a,b,¢ > 0, a+b+c=1
und zusétzlich die Dreiecksungleichungen a+b > ¢, a+c¢ > b und b+ ¢ > a die Menge der moglichen
Seitenldngen abgeschlossen (durch Ungleichungen mit “>” festgelegten) und beschrinkt ist. Ein Satz
der Topologie besagt nun, dass es ein Tripel von Seitenldngen gibt, das den maximalen Flacheninhalt
F4. realisiert. Dividiert man die Seitenlingen nun durch \/F,.., so erhilt man ein Dreieck mit

Flacheninhalt 1, welches offensichtlich den kleinstmdglichen Umfang hat.

Nehmen wir nun an, das Dreieck mit dem kleinsten Umfang - welches nun zweifelsfrei existiert -
ware nicht gleichseitig. Dann gébe es zwei Seiten, die nicht gleich lang sind, 0.B.d.A gelte a < b.
Der HohenfuSpunkt von C' auf AB sei mit F' bezeichnet, die Hohe C'F mit h, und der Abstand
zwischen I und dem Mittelpunkt von AB mit x. Dann gilt nach Pythagoras a = \/(§ — 2)% + h2,

und @ = /(5 + )% + h?. Wir zeigen nun, dass a+b > 2,/(5)? + h? gilt, dass der Umfang also kiirzer
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wird, wenn man C' auf die Streckensymmetrale von AB setzt:

c 2 c 2 c\ 2
a+b= (—x) + h? + (+x) + h%>2 <> + h?
2 2 2
c

@(S—x>2+h2+(g+x>2+h2+2ﬁﬁ>4<<2>2+h2>

&2 (;)2 +207 4207 + 2,/ >4 <<g>2 + h2>

S22 ((;)2 —x2+h2> = ((;—x>2+h2> ((;+x)2+h2> > ((;)2 —x2+h2>

2

c\? 2 2 c\? 2 2 c\? 2 2
= <2> —cx+x°+h <2> +cex+axt+he| > <2> —x°+h
c\?2 2 c\?2 2
& <<> +x2+h2> — > <<> —a:2+h2>
2 2
c\2 2 c\?2
@(() +:E2—I—h2> —(() —m2+h2>>c2x2
2 2
2
@4((2) —|—h2) ? > 1’ & (P +4h?)? > P,

womit die zu zeigende Ungleichung auf eine dquivalente und offensichtlich wahre zuriickgefithrt wur-
de. Das ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, das Dreieck hétte minimalen Umfang. Damit muss

das Dreieck mit minimalem Umfang gleichseitig sein.

Aufgabe 3.11.
Wie bei Aufgabe 1 gibt es ein solches Dreieck, da der Umfang stetig von der Lage der Punkte P, )
und R abhéngt, und die Menge der moglichen Punktetripel (P, @, R) abgeschlossen und beschrinkt

ist, sofern wir zulassen, dass die Punkte mit den Eckpunkten von ABC' zusammenfallen.

Wir zeigen nun, dass PQR genau dann den minimalen Umfang hat, wenn P, () und R die Hohen-
fulpunkte von A, B bzw. C' auf die jeweils gegentiberliegenden Seiten sind. Zunéchst spiegeln wir
den Punkt P an AB und AC, und bezeichnen die beiden Bildpunkte mit Pg bzw. Po. Dann gilt
|PQ| = |PcQ| und |PR| = |RPg|, und damit |PQ|+ |QR|+ |RP| = |PcQ|+ |QR|+ |RPp|. Nach der
Dreiecksungleichung gilt aber |PoQ|+ |QR|+ |RPg| > |PcPg|, mit Gleichheit genau dann, wenn Pp,
(@, R und Ppg in dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Weil ABC' spitzwinklig ist, ist das mog-
lich, und damit miissen (), R bereits auf der Geraden Pp Pp liegen, da wir ja das Dreieck PQ) R mit dem
minimalen Umfang betrachten. Es gilt also nun, den Punkt P so zu wéhlen, dass die Lange | P Pp|
minimal wird. Betrachte nun das Dreieck PcAPg. Es ist gleichschenklig, da |PcA| = |PA| = |PgA|
nach Konstruktion gilt, mit Scheitelwinkel /PgAPs = 2/BAP + 2/PAC = 2a, und damit bis auf
Ahnlichkeit bestimmt! Das Verhéltnis |PcPg| : |PcA| = |PcPg| : |PA] ist somit unabhéngig von
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der Wahl des Punktes P. Daher ist |PoPpg| genau dann minimal, wenn es der Abstand |AP| ist,
also wenn P der HohenfuBlpunkt von A auf BC ist. Durch zyklisches Vertauschen der Punkte im

vorangehenden Argument erhalt man natiirlich, dass () der Hohenfupunkt von B auf AC' ist, und
dass R der HohenfuBBpunkt von C' auf AB ist.

Aufgabe 3.12.

Wir setzen auf den Seiten AB und AC jeweils gleichseitige Dreiecke nach auflen auf, deren dritte
Eckpunkte wir mit B’ bzw. C’ bezeichnen, sodass B’ das Bild des Punktes B unter Drehung um
60° in A im Uhrzeigersinn und C’ das Bild unter Drehung um 60° in A gegen den Uhrzeigersinn
ist. Es sei nun P ein beliebiger Punkt im Inneren des Dreiecks ABC. Drehen wir P um 60° gegen
den Uhrzeigersinn, erhalten wir einen Punkt P’ sodass AP’'P ein gleichseitiges Dreieck ist, da ja
|AP| = |AP'| gilt, und LP'AP = 60°. Wegen |P'P| = |AP| und |B'P'| = |BP)| ist die Linge des
Streckenzugs |C'P|+ |PP'|+ |P'B’| von C nach B’ genau die Summe |AP|+ |BP|+ |CP|. Damit ist
die Summe nach der Dreiecksungleichung nach unten durch die Lange |C'B’| beschrankt, die nicht
von der Wahl des Punktes P abhéangt. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn C, P, P’ und B’ in genau

dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen.

Wir zeigen nun, dass das dann der Fall ist, wenn wir P als den Schnittpunkt F' der Geraden BC” und
C' B’ wihlen, welcher im Inneren von ABC liegt, weil jeder Innenwinkel kleiner als 120° ist. Da durch
Drehung um 60° in A im Uhrzeigersinn B in B’ und C” in C iibergeht, wird BC" auf B'C abgebildet.
Der Punkt P’ liegt daher auf B'C', weil sein Urbild P auf BC’ gelegen ist! Damit liegen C, P, P’
und B’ auf einer Geraden. Weil /PAC < ZPAC +60° = LZP'AC < Z/BAC + 60° = £ZB'AC <
120° + 60° = 180° gilt, liegen C, P, P’ und B’ auch genau in dieser Reihenfolge auf der Strecke C'B’,
womit gezeigt wurde, dass |F'A| + |FB| + |FC| genau das erreichbare Minimum |C'B’| annimmt.

Aufgabe 3.13.

Die Eckpunkte des Quadrats, die wir mit ABC'D bezeichnen, teilen den Kreis in vier Viertelkreis-
bogen ein. Weil die Seitenléngen des Dreiecks langer als die des Quadrats sind, liegen niemals zwei
Dreieckseckpunkte auf demselben Viertelkreisbogen. O.B.d.A. nehmen wir an, dass die Eckpunkte P,
@ und R des Dreiecks auf den Viertelkreisbogen C'D, DA bzw. BC' liegen. Der zu untersuchende Fla-
cheninhalt des Siebenecks ABRC PD() ist dann durch die Summe der Flacheninhalte des Quadrats
ABCD und der Dreiecke BRC', CPD und DQA gegeben, und wird daher maximal bzw. minimal
genau dann, wenn es die Summe der Dreiecksflachen ist. Weil die Grundlinien der Dreiecke BC', C'D
und DA gleich lang sind, ist die Summe ihrer Flacheninhalte direkt proportional zur Summe ihrer
Hohen.

Wir zeigen nun, dass der Abstand hp von P zu DC' genau dann maximal bzw. minimal wird, wenn
die Summe der Abstdnde hg + hg der Abstédnde von @) bzw. R zu AD bzw. BC' ihr Maximum bzw.
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Minimum annimmt. Betrachtet man die Lénge h der Normalprojektion von QR auf die Gerade AB,
so erkennen wir h — AB = hg + hg. Da |QR| konstant ist, wird die Lénge h wird minimal, wenn QR
den grofftmoglichen Winkel zu AB einschlieit, was unter unseren Annahmen an die Lage der Punkte
genau dann passiert, wenn () = A oder R = B eintritt. Gliicklicherweise ist dann auch der Punkt P
so nahe an einem der Eckpunkte D, C wie moglich, und damit auch der Abstand hp minimal. Ganz
ahnlich wird die Lange h, und damit die Summe hg + hg, maximal, wenn QR parallel zu AB ist,

was zur Folge hat, dass A in der Mitte des Kreisbogens DC' liegt, und somit auch hp maximal wird.

Zusammengefasst wird der kleinstmogliche Flacheninhalt des Siebenecks erreicht, wenn ein Eckpunkt
des Dreiecks mit einem des Quadrats zusammenféllt, und der gréofftmogliche, wenn einer der Drei-

eckseckpunkte auf der Streckensymmetrale einer der Quadratseiten liegt.

Aufgabe 3.14.
Es sei F4 der Hohenfupunkt von A auf BC'. Dann bilden ABF4 und CAF, jeweils rechtwinklige
Dreiecke, mit rechtem Winkel in F4. Der Innenwinkel des Dreiecks ABF, in B ist entweder 5 oder
180° — 3, je nachdem, ob [ stumpf ist. Nach der Definition des Sinus iiber rechtwinklige Dreiecke
ist nun h,, die Lange der Hohe in A auf BC| gegeben durch sin(f) - ¢ oder sin(180° — () - ¢, aber
letzterer Ausdruck ist ebenfalls sin(f) - ¢, da sin(x) = sin(180° — z) gilt. Im Dreieck C AF4 berechnen
wir auf dieselbe Weise hy = sin(7y) - b, und erhalten

sin sin
, S0i) _snty)

sin(f) - ¢=ha =sin(y)-b

Durch die gewohnte zyklische Vertauschung der Eckpunkte erhalten wir analog w = sin(@)

damit insgesamt den Sinussatz.

Fiir den Cosinussatz bezeichnen wir die (gerichteten) Léngen BF4 und F,4C mit x bzw. y, sodass
r +y = BC = a gilt. Nach Pythagoras gilt ¢*> = 2% + h% und h% = b* — %, also 2 = b* + 22 — > =
b’ + (x —y)(x +y) = b* + ala — 2y). Da aber y = bcos(7) gilt (man iiberzeuge sich davon, dass das
Vorzeichen auch fiir stumpfes v stimmt), folgt ¢* = b* + a® — 2ay = b? + a® — 2abcos(7y), und damit

der Cosinussatz.

Aufgabe 3.15.

Nach dem Sinussatz im Dreieck BT'C gilt |BT| : |TC| = sin(£BCT) : sin(£LTBC). Wegen ZTBC =
180° — ZC'BA und sin(z) = sin(180° — z) sowie dem Tangentenwinkelsatz /BCT = ZBAC kén-
nen wir weiter sin(£BCT) : sin(£LTBC) = sin(£BAC) : sin(£ZCBA) schreiben. Nach dem Si-
nussatz im Dreieck ABC' folgt sin(£ZBAC) : sin(ZCBA) = |BC| : |CA|, und damit insgesamt
|BT| : |TC| = |BC|:|CA|.
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Aufgabe 3.16.

Zunéchst bestimmen wir das Verhaltnis sin(ZBAM) : sin(£M AC): Nach dem Sinussatz gilt sin(ZBAM) :
sin(ZAMB) = |BM| : |AB| und sin(£ZMAC) : sin(ZCMA) = |CM]| : |CA|, aber weil |[BM| = |C M|
und sin(ZAM B) = sin(ZCMA), folgt sin(£LBAM) : sin(£LMAC) = |CA| : |AB|. Mit dem Periphe-
riewinkelsatz tiber den Sehnen BD bzw. DC erhalten wir nun ZBAM = ZBCD und ZMAC =
ZDBC. Eine Anwendung des Sinussatzes im Dreieck BDC' ergibt nun |BD| : |DC| = sin(£BCD) :
sin(ZDBC) = sin(LBAM) : sin(LMAC) = |CA| : |AB|, womit (1) bewiesen ist.

Fiir Verhéltnis (2) benutzen wir den Sinussatz in den Dreiecken ABT und ATC, um |BT|: |BA| =
sin(ZBAT) : sin(ZATB) und |TC| : |AC| = sin(LTAC) : sin(ZCTA) zu erhalten. Daraus folgt,
weil Z/ZBAT = ZTAC und, wie vorhin, sin(ZATB) = sin(£CTA) gilt, durch Gleichsetzen und
elementares Umformen die Aussage |BT|: |TC| = |BA| : |AC]|.

Da AFE das Spiegelbild der Geraden AM an der Winkelsymmetralen ist, gilt /BAE = ZM AC und
LEAC = ZBAM, und damit sin(£ZBAFE) : sin(£LEAC) = sin(ZMAC) : sin(LBAM) = |BA| :
|AC|, wie im Zuge des Beweises von (1) gezeigt wurde. Mit dem Sinussatz in den Dreiecken ABE
und AEC erhalten wir, ahnlich wie vorher, |BE| : |BA| = sin(£BAE) : sin(ZAEB) und |AC| :
|EC| =sin(LCEA) : sin(£LEAC). Multiplizieren der beiden Gleichungen ergibt

IBE| |AC| sin(Z/BAE) sin(/CEA) sin(/BAE) |BA| IBE| <yBAy>2

\EC| [BA| ~ sin(ZEAC) sm(ZAEB) _ sm(ZEAC) _|AC| ~ [EC|  \JAC|

Aufgabe 3.17.
Der erste Teil der Aufgabe, sin(ZBAM) : sin(ZMAC) = |AC| : |AB|, wurde bereits im Zuge des
Beweises fir Teil (1) von Aufgabe 3.16 gezeigt.

Da ZBAM ein Peripheriewinkel tiber der Sehne BD im Umkreis des Dreiecks ABC' ist, gilt 2R -
sin(ZBAM) = |BD|, wobei R den Radius des Umkreises bezeichne. (Der einfachste Weg, das zu se-
hen, ist, einen Punkt X so am Umkreis einzuzeichnen, dass BX ein Durchmesser ist - dann ist BDX
ein rechtwinkliges Dreieck mit Innenwinkel ZBAM , Hypotenuse BX und Gegenkathete BD). Ana-
log gilt 2R - sin(ZM AC) = |CD|. Gleichsetzen ergibt |AB| : |AC| = sin(LMAC) : sin(£LBAM) =

|DC| : |BD|, woraus durch elementares Umformen die zweite Behauptung folgt.

Aufgabe 3.18.

Wir benutzen die Aussage aus Aufgabe 3.15, und erhalten |DT| : |TB| = |DB| : |BA| sowie |DT| :
|TC| = |DC|:|CA|, und da |TB| = |TC|, folgt |DB| : |BA| = |DC| : |CA|, womit die erste Aussage
gezeigt ist.

31



MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AS — FORTGESCHRITTENE WS 2020/21

Nun spiegeln wir D an der Streckensymmetrale von BC' und erhalten einen weiteren Punkt D’
am Umbkreis. Fir diesen Punkt gilt |[AB| - |BD'| = |AC| - |CD'|. Da das Verhéltnis |BD'| : |D'C|
zusammen mit der Tatsache, dass D’ genauso wie D auf dem Umkreisbogen BC' liegt, der A nicht
enthélt, den Punkt D’ schon eindeutig bestimmt, muss D’ nach Beispiel 8 der zweite Schnittpunkt

der Schwerlinie durch A mit dem Umbkreis sein.

Die Bedingung |AB|-|CD| = |AC|-|BD| ist symmetrisch beziiglich Vertauschung von AD und BC,
und damit muss es sich bei der Linie BC' auch um die Spiegelung der Schwerlinie BN des Dreiecks
ABD an der Winkelsymmetrale von ZDBA handeln. Wir folgern

LNBA=/DBC =/ZDAC = ZNAC, LACN = /BCD = /BAD = Z/BAN,

womit die Dreieck BAN und AC'N &hnlich sind, da sie in zwei Winkeln iibereinstimmen.

Aufgabe 3.19.

Es sei O der Mittelpunkt des Einheitskreises k, und C' der Schnittpunkt der positiven x-Achse mit
k. Der Punkt A liege so auf k, dass ZCOA = «, und der Punkt B liege so auf k, dass ZBOC = f3,
also insgesamt Z/BOA = a + [ gilt.

Nach der Sinus-Flichenformel ist der Flicheninhalt des Dreiecks AOB durch [AOB] = 1|OA|-|OB|-
sin(Z/BOA) = 11-1-sin(£BOA) = §sin(a+ f3) gegeben. Es muss also dieser Flicheninhalt berechnet
werden. Dazu bezeichnen wir die HohenfuBBpunkte von A und B auf OC mit E bzw. F', und den
Schnittpunkt von AB mit X. Nach dem Strahlensatz gilt |[XE| : | XA| = |XF| : |XB|, und damit
folgt [AXF] = J|XE|- |XB|-sin(ZEXB) = | XF|-|XA|sin(£ZFXA) = [XEB)]. Die Dreiecke
AXF und XEB sind also flaichengleich. Die Hohen |EA| und |F'B| sind durch sin(a) bzw. sin(3)
gegeben, und die Streckenléngen |OF| bzw. |OF| durch cos(f) bzw. cos(a). Mit der gewohnlichen
Flécheninhaltsformel erhalten wir [EOB] = 3|OE| - |FB| = 3 cos()sin(8) und [AOF] = L|OF] -
|EA| = 5 cos(f3) sin(a). Insgesamt ergibt sich

sin(a + 3) = 2[AOB] = 2([AOX] + [XOB))
= 2([AOF] — [AXF] + [EOB] + [XEB]) = cos(a) sin(3) + cos() sin().

Aufgabe 3.20.

Es seien D und E die HohenfuBpunkte von A auf die Innen- bzw. Auflenwinkelsymmetrale von
b = ZCBA, und X und Y die Hohenfupunkte von D bzw. E auf BC. Wir berechnen nun
den Normalabstand dieser Punkte zur Geraden BC'. Da die Dreiecke BDA und BX D rechtwink-
lig sind, gilt |BD| = cos(§)|BA| und |XD| = sin(§)|BD| = sin(g)sin(g)|BA|. Mit dem Sum-
mensatz fir den Sinus erhalten wir |[XD| = $sin(8)|BA|, was genau der halben Hohe von A auf
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BC' entspricht. Weil /DBE = ZADB = /BEA = 90° gilt, ist BDAFE ein Rechteck, und damit
/EDB = /DBA = ZCBD. Nach dem Z-Winkel-Satz ist die Gerade DE daher parallel zu BC,
und somit auch der Normalabstand von E auf BC genau die halbe Hohe von A auf BC'. Durch
Austauschen der Punkte B und C im vorhergehenden Argument erhalten wir, dass auch die Hohen-
fulpunkte von A auf die zwei Winkelsymmetralen durch C' denselben Normalabstand zur Geraden

BC haben, und damit liegen alle vier Punkte auf einer gemeinsamen Geraden.

Aufgabe 3.21.

Offensichtlich haben der Inkreis des Quadrats ABC'D und der Umkreis des kleineren Quadrats, wel-
ches wir mit PQQ RS bezeichnen wollen, denselben Mittelpunkt. Damit muss nur gezeigt werden, dass
ihr Radius gleich ist. Bezeichnen wir das Verhéltnis der Seitenlingen der beiden Quadrate mit A,
sowie Umkreis- und Inkreisradius von ABC'D mit R bzw. r. Der Umkreis von PQRS hat Radius AR,
und damit ist noch zu zeigen, dass A = r : R gilt. Im rechtwinkligen Dreieck ABP ist |AB| die Hypo-
tenuse, und |AP| die Ankathete des Winkels ZBAP, also gilt |AP| = cos(15°)|AB|. Aus Symmetrie-
grinden gilt |AS| = |BP| = sin(15°)|AB|, und wir erhalten A = |SP|: |AB| = cos(15°) — sin(15°).
Das Verhaltnis  : R von In- und Umbkreisradius eines Quadrates ist g = sin(45°) = cos(45°). Mit
der Summenformel fir den Sinus erhalten wir Acos(45°) = sin(45°) cos(15°) — cos(45°) sin(15°) =

sin(45° — 15°) = sin(30°) = 3. Es gilt daher A = 5 ey = 5 =71 R.

Sl

Aufgabe 3.22.

Die Konfiguration in diesem Beispiel ist tatsdchlich ident mit der in Aufgabe 3.18, nur, wie oft in
der Geometrie, aus einem etwas anderem Blickwinkel betrachtet. Nach den Umbenennungen A <+ A,
Q<+ B,P<«+ C,T <+ Tund M <> N sind wir genau in der Situation von Aufgabe 3.18, wo bewiesen
wurde, dass die Dreiecke ABN und C'AN ahnlich sind, und damit insbesondere die Winkel ZC'N A
und ZAN B gleich sind - aber diese sind einfach die umbenannten Winkel /ZPM A und ZAMQ).

Aufgabe 3.23: Wir sehen, dass AMTL ein Sehnenviereck ist, und AT ist der Durchmesser seines
Kreises:
d = |LM| = |AT|sin(a) = 56 sin(a).
Analog gilt: d = 40sin(«) = 35sin(a) Aus dem Sinussatz folgt
a sin(a) 40

b sin(f) 56
Analog folgt 7 = %. Aus dem Cosinussatz folgt:
2 2
1:§ —i—% —2%-2(:08(6).
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Wir setzen die Werte ein und erhalten cos(f) = %, also muss [ = 60° sein.

Aufgabe 4.1. Wir sehen, dass 2187 = 37. Wir beweisen die folgende Behauptung mittels vollstin-
diger Induktion:

Induktionsannahme: Die Zahl, die aus 3"-Mal der Ziffer 1 besteht, ist durch 3™ teilbar.
Induktionsbasis: Fir n =1 gilt die Behauptung, da 111 = 3 - 37

Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung gilt, d.h. 1111... 11 bestehend aus 3" Ziffern
ist durch 3" teilbar.

Wir wollen beweisen, dass die Aussage nun auch fiir n + 1 gilt.

Es gilt:
111...11 =111...11-1000...010...01
N———

3" mal 1

Der erste Faktor ist wegen der Annahme durch 3" teilbar, und die Ziffernsumme des zweiten Faktors
ist gleich 3, d.h. der zweite Faktor ist auch durch 3 teilbar.

Nach vollstandiger Induktion gilt die Behauptung demnach fiir jedes n > 1.

Aufgabe 4.2. Wir gruppieren die Teiler von n in Paare, deren Produkte gleich n sind. O.b.d.A.
gelte
l=di<dy<...<d,, =n.

Wir erhalten folgende Gleichungen:
di-dy,=n, dy-dp1=mn, ... dy-di=n
Multiplikation wir all diese Gleichungen miteinander, so erhalten wir:
d%-d%---dfnznm

Daraus folgt
2 Z log(dy) = 2log(dy - do - -+ d,y,) = 10g(d§ . d% e dfn) = log(n™)

k=1
Aufgabe 4.3. Zunéchst ist %kk“) genau dann gekiirzt, wenn % gekiirzt ist, da
3r+(k+1) 3x+1
= +1
k k
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gilt. Wir suchen als eine moglichst kleine positive ganze Zahl z sodass 3z + 1 zu den Zahlen
8,9, 10, ..., 47 und 48 teilerfremd ist. Somit enthalt 3z + 1 keinen der Primteiler 2, 3, 5, ...,43
und 47. Demnach muss 3z + 1 einer der néchsten Primzahlen sein, die gleichzeitig bei Division

durch 3 einen Rest von 1 ergeben. Das fiihrt zur Primzahl 61 und somit zur Losung x = 20.

Aufgabe 4.4. Wir betrachten Zahlen der Gestalt

A, = 1234567890 . .. 1234567890 = 1234567890 - (1 + 10 + 10% + - .. 410",

n - mal

Es gilt 2005 = 5-401 und offensichtlich ist jedes A,, bereits durch 5 teilbar. Es bleibt daher zu zeigen,
dass es unendlich viele n gibt, sodass A, durch 401 teilbar ist.

Da die Folge (Ag, A, Asg, ...) unendlich lang ist, gibt es unendlich viele A; die in der selben Restklasse

modulo 401 liegen. Wir betrachten ab jetzt nur noch solche A;, die in dieser Restklasse liegen.

Sei A,, die kleinste solche Zahl und A, eine weitere. Da die beiden in der selben Restklasse mod 401
liegen, ist A; — A, durch 401 teilbar. Des weiteren ist A; — A,, von der Gestalt

1234567890 . . . 1234567890000 . . . 0.

Lasst man alle bis auf den letzten Nuller weg, erhélt man eine Zahl, die immer noch durch 401 teilbar
ist, ebenso durch 5 da sie auf eine Null endet und jede Ziffer gleich oft benutzt. Da solche Zahlen fiir
unendlich viele A; in der Restklasse von A,, finden kann, erhalt man unendlich viele Zahlen mit der
gewiinschten Eigenschaft.

Aufgabe 4.5. Zunichst, sei (a,b, c) und d eine positive ganze Zahl. Dann gilt

a+b+c=kgV(a,b,c)
< ad+bd+cd =d-kgV(a,b,c) =kgV(ad, bd, cd).

Somit ist (ad,bd, cd) genau dann eine Losung, wenn (a, b, c) eine Losung ist. Sei deshalb 0.B.d.A.
ggT(a,b,c) = 1.

Es gilt weiter, dass a, b, ¢ paarweise teilerfremd sind, also

ggT(a,b) = ggT(a,c) = ggT(b,c) = 1.

(Sei k ein Teiler von 2 der Zahlen a, b, ¢, dann teilt k auch kgV(a, b, ¢) und wegen a + b+ ¢ = kgV(a, b, ¢)
auch die dritte Zahl. Ein Widerspruch zu ggT(a,b,c) = 1.) Somit gilt ebenfalls

kgV(a,b,c) = abc
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Sei weiters 0.B.d.A. a < b < ¢. Es koénnen nicht alle Zahlen gleich grof sein (also a = b = ¢), da sonst
3a=a+a+a#kegV(a,a,a)=a.
Deshalb gilt a4+b+c < 3c. Da a+ b+ c =kgV(a, b, ¢) gleichzeitig ein Vielfaches von c ist, muss gelten
kgV(a,b,c) = 2¢
(kgV(a,b, c) = c ist nicht moglich, da sonst a + b = 0 gilt.) Aus kgV(a, b, c) = 2¢ folgt weiter
abc = kgV(a,b,c) = 2c = ab =2
und da a < b gilt a = 1 und b = 2. Letztendlich folgt aus
a+b+c=kgV(a,b,c)=2c=a+b=c
dass ¢ = 3 gilt. Wir erhalten somit die Losungsmenge

{(d, 2d,3d), (d,3d,2d), (2d, d, 3d), (2d, 3d, d), (3d, d, 2d), (3d,2d,d) | d € Z*}.

Aufgabe 4.6. Wir zeigen zuerst die Teilbarkeit durch 3 und anschlieBend durch 8, wodurch die
Behauptung folgt.

e Teilbarkeit durch 3: Zunéachst, wenn 3|n dann folgt bereits 3|n"™ — n. Andererseits, wenn 3 { n
dann ist n"~! eine nicht durch 3 teilbare Quadratzahl (da der Exponent gerade ist) und damit

kongruent 1 modulo 3. Somit gilt
3"t —1=3n" —n=nn""1-1).

e Teilbarkeit durch 8: n"~! ist eine ungerade Quadratzahl und dadurch kongruent 1 modulo 8.
Deshalb gilt
8In" ' —1=8n" —n=nn""-1).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

36



MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AS — FORTGESCHRITTENE WS 2020/21

Aufgabe 4.7. Es gilt
7|(an a

<:>7|ana 10~10+a0

<:>7| ap 10(49+1)+5a0

( n—1 )
( n—1 )
®7|(an Ap—1 - - a1)10~50—|—5a0
( n—1 )
< T|(an an_1 )

Damit ist diese Teibarkeitsregel durch 7 gezeigt.

Aufgabe 4.8. Man erhalt
Ay ={1, 2}
A =A{1,2, 3}
Ay ={1,2,3,4,5}
A3 ={1,2,3,4,5,6,7,8, 9}.

Dadurch stellt man die Vermutung auf: A, = {1, 2, 3, ..., 2" 4+ 1}. Beweis durch vollstindige In-
duktion:

Induktionsschritt: n — n + 1. Sei, nach Induktionsvoraussetzung, A, = {1, 2,3, ..., 2" +1} . Dann
enthilt A, die Zahlen 2" +2, 2" +3, ..., 2" 4+ 1, da diese als Summe von 2 verschiedenen Zahlen

aus A, geschrieben werden konnen:
2" +2=(2"+1)+1
2" +3=(2"+1)+2

2 41 = (2" 4+ 1) + 2"
Weiters enthélt A, ,; die Zahlen von A, und kann keine Zahl grofer als 27! + 1 beinhalten. Somit
gilt tatsichlich A, = {1, 2, ..., 2" 4+ 1} womit der Induktionsschritt gezeigt ist.
Letztendlich gilt a,, = |A,| = 2" + 1.

Aufgabe 4.9. Wir suchen also positive ganze Zahlen n fiir die es a,b € Z gibt mit

n=a%— b’
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Probieren wir zundchst b = a — 1. Man erhalt
n=a>—(a—17?=a®>—(a®>—2a+1)=2a— 1.

Somit lasst sich jede ungerade Zahl als Differenz darstellen. Weiters probieren wir b = a — 2:
n=a—(a—2?2=a*—(a®>—4a+4) =4a — 4.

Dadurch ist es moglich jedes Vielfaches von 4 als Differenz von zwei Quadratzahlen zu schreiben.

Wir beweisen nun, dass keine weiteren Zahlen n in dieser Form geschrieben werden kénnen. Somit
gilt es zu zeigen, dass

n = a%— b
keine Losung besitzt, wenn n = 2 (mod 4) ist. Tatséchlich gilt a2, b? € {0,1} (mod 4), wodurch sich
die Restklasse 2 (mod 4) tatsachlich nicht als Differenz schreiben lésst.

Die Losungsmenge ist demnach {n € N: 44 n}.

Aufgabe 4.10. Die Summe lésst sich vereinfachen zu

(R (D (1) 3 (-

> T E+1 _Z E+1 +Z/<:+1

k=1 k=1
2n 2n (_1)k
= Z(—l)k (k=1)+>
k=1 okl
Somit ist der Ausdruck genau dann ganzzahlig, wenn
2 (—1)* 1 1 1 1
> =—c4 =4+
Zk+l 273 4 20+ 1

eine ganze Zahl ist. Wir wollen im néchsten Schritt zeigen, dass dieser Ausdruck fiir jedes n zwischen

—1 und 0 liegt und somit nicht ganzzahlig sein kann. Durch geeignetes Zusammenfassen erhéalt man

1+1 1+1 1+ 1 <0
2 3 4 5 7 2n 2n+1 '
<0 <0 <0
Andererseits gilt
LU G U I U S R S
2 3 4 5 6 2n—1 2n 2n+1 2 2n+1 '
—_——— ~— —_——
>0 >0 >0

Damit folgt die Behauptung.
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Aufgabe 4.11. Zunachst erhilt man
50 4+ dpt = 2? = 5 = 2% — dp* = (v — 2p?)(x + 2p?).
Da 5 eine Primzahl ist, muss sowohl x — 2p? als auch = + 2p? eine Potenz von 5 sein, also
r—2p° =5 und
x+2p* =5°

mit a < b.

e Fall 1: a > 0. Somit gilt 5 | z — 2p* und 5 | x + 2p?, damit auch
5| [(x+2p°) — (x —2p%)] = 4p™.
Da p eine Primzahl ist, bleibt nur p = 5. Einsetzen in den urspriinglichen Ausdruck ergibt
5 +4-5' =5 (5+4)=5*.9=(5".3)? =75

Damit ist p = 5 tatsichlich eine Losung mit der zugehoérigen Quadratzahl 752,
e Fall 2: @ = 0. Demnach gilt x — 2p? = 1, also = 2p? + 1. Eingesetzt in die oben faktorisiert
Gleichung erhélt man
5= (v —2p*)(x +2p*) =2+ 2p* =20 + 1+ 2p* = 4p* + 1,
=1
also 57 = 4p? + 1. Generell gilt jedoch 5* > 4k% + 1 fiir k > 2.
Beweis durch Induktion:
Induktionsbasis: k = 2: 5> =25 >4-22 +1 =17
Induktionsschritt k — k + 1: Angenommen die Behauptung stimmt fiir ein &, also 5% >
4k? + 1 (Induktionsannahme). Dann gilt weiters
A.
Ak + 12417 4022 11 <4 (k21 1) "2 45k < 5k

wodurch die Ungleichung gezeigt ist und es damit keine weiteren Losungen geben kann.

Aufgabe 4.12. Bezeichnen wir mit P das Produkt aller Teiler, also

P = ﬁ(p?nL 1).

Jj=1
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Multipliziert man die Gleichung mit n2P erhilt man

42
"2'2 2P

optl
—_———

€L

=P.

Nun machen wir eine Fallunterscheidung ob einer der Primzahlen 3 ist:

e Keine der Primzahlen py, pa, ..., pso ist 3:
Somit ist p5 + 1= —1 (mod 3) und damit P = (-1)* =1 (mod 3).
Jeder der Summanden » o
p%—l—l :jljl(p?+1>
J#
ist damit kongruent zu (—1)" = —1 (mod 3). Damit ist die Summe dieser 42 Summanden
durch 3 teilbar, jedoch die rechte Seite nicht. Ein Widerspruch!
e Eine der Primzahlen pq, po, ..., pso ist 3:
Sei deshalb 0.E. p; = 3. Somit ist p? + 1 = 10 = 1 (mod 3). Fiir die iibrigen Primzahlen
gilt p2 + 1= —1 (mod 3).

Der erste Summand

P 42 )
=11+ 1)
pi+1 ]Hz J
ist damit kongruent zu (—1)*' = —1 (mod 3). Fiir iibrigen Summanden sind kongruent zu

(=1)* -1 =1 (mod 3), wodurch die Summe kongruent zu 40 = 1 (mod 3) ist. Da n* =0, 1
(mod 3), ist die linke Seite der Gleichung kongruent zu 0 oder 1, die rechte Seite jedoch
kongruent zu —1 modulo 3. Wieder ein Widerspruch!

Damit kann es keine Losungen geben.

Aufgabe 4.13. Die geometrische Summenformel besagt
a” —1
a—1"

l4+a+ad®+a®+...+a" ' =
also durch Umformen
14+a+a*+a*+..+a" - -(a—1)=a"—1.

Deshalb gilt fiir alle a € Z,n € N

a—1la" — 1.
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Sei nun m keine Primzahl, also m = k - mit k,l € Ns,. Setzt man a = 2% und n = [ erhilt man
2F — 112" —1=2m—1.

Da m > k > 2 ist 28 — 1 ein echter Teiler von 2™ — 1 und damit 2™ — 1 keine Primzahl. Also kann

2™ — 1 nur dann eine Primzahl sein, wenn m selbst eine Primzahl ist.

Aufgabe 4.14. Wie in der vorigen Losung zeigen wir

a—1la" -1
fir alle ganzen Zahlen a und n € N. Ersetzt man a mit —a ergibt sich

—a—1la" - (-1)" -1

& a+1|(—a)" — 1.
Deshalb gilt fiir ungerade n
a+1la"-(-1)—1=—-a" -1
& a+ 1la™ + 1.

Sei nun m keine Zweierpotenz. Deshalb enthélt m einen ungeraden Faktor [, also m = k-l mit [ € N*.

Durch die vorige Formel mit a = 2% gilt deshalb

2F 112" +1=2" 4 1.

Somit ist 2™ + 1 keine Primzahl und kann nur eine Primzahl sein, wenn m eine Zweierpotenz ist.

Aufgabe 4.15. Zunéchst erhilt man fiir p =7 und p = 11
a7 —1=2400 = 2° - 3 - 5

und
all1* —1 = 14640 = 2*- 3.5 - 61,

zusammen also a|2* -3 -5 = 240. Wir wollen nun zeigen, dass tatséchlich a = 240 gilt.
Faktorisieren ergibt
pt=1=(p" =1 +1).
e Aus 24 p folgt p> =1 (mod 8), damit 8|p* — 1 und ebenfalls 2|p* + 1, somit 2%|p* — 1.
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e Wegen 31 p gilt p> =1 (mod 3) und damit 3|p? — 1.

e Da 51 p gilt 5|p* — 1 wie man in einer modulo 5 Tabelle nachrechnen kann.

Zusammen gilt 2 - 3 -5 = 240|p* — 1 wie gewiinscht.

Aufgabe 4.16. Seien ab die ersten zwei Ziffern, und = der Rest der betrachteten Zahl, wenn die

ersten beiden Ziffern geloscht worden sind. Sei k& die Anzahl der Ziffern von x.

Dann kann man die Voraussetzung so interpretieren:
n=10"-ab+ 2 =73z
107 - ab = 72z
Versuchen wir zunéchst, eine einstellige Losung fiir # zu finden. Dann haben wir:
10 - ab = 72z.
Da die linke Seite durch 5 teilbar ist, gilt x = 5.
Aus 10 - ab = 360 folgt ab = 36 und die gesuchte Zahl ist 365.
Sei x jetzt eine zweistellige Zahl, dann gilt
100 - ab = T2z,
d.h. 25 - ab = 182. Da z durch 25 teilbar sein muss, gilt ab = 18.

Die kleinste Losung bekommen wir fiir ab = 18, dann ist x = 25 und die gesuchte Zahl ist 1825.

Aufgabe 4.17. Esgilt n® = (mod 10)), wie man etwa durch eine Tabelle von Restklassen modulo 10
feststellen kann. Multiplikation mit n*~! fiir & > 1 liefert

nf*t =n*  (mod 10).

Somit gilt
n'=n=n’= =n'""  (mod 10)
n=n’=n""= ... =n""® (mod 10)
nP=n"=n"= ... =n"" (mod 10)
nt=nf=n2= ... =12 (mod 10).
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Deshalb erhilt man

Sm)=n’+500-(n' +n?+n*+n*)=n"=1 (mod 10).

Aufgabe 4.18. Wir wollen also 2019%°?! = 192021 (mod 100) bestimmen. Wir betrachten getrennt

voneinander die Zahl modulo 4 und 25.

e Modulo 4: Es gilt
2019 = (—-1)*' = -1 =3 (mod 4).
Somit lasst die gesuchte Zahl den Rest 3 bei Division durch 4. Es kommen also nur noch die
Zahlen 3, 7, 11, 15,...,95 und 99 in Frage.
e Modulo 25: Es gilt 2019 = 19 = —6 (mod 25) wodurch wir (—6)?°?! modulo 25 bestimmen
wollen. Wir werden zunachst damit starten, eine moglichst kleine Zahl a zu finden, sodass

6% = 1 modulo 25 ist, welche uns fiir die restliche Losung helfen wird:

6'=6 (mod 25)
6°=6-6=236=11 (mod 25)
6°=6-6"=6-11=66=16 (mod 25)
6'=6-6"=6-16= 96 = 21 (mod 25)
6°=6-6'"=6-21=126=1 (mod 25)
Somit ist
19° = (—6)° = (=1)°-6° = -1 (mod 25)
und damit

19 = (19°)? = (-1)*=1 (mod 25).
Deshalb ist
19202 = 19292019 = (19'9)?2 .19 =1*?.19 =19 (mod 25).

Somit konnen die letzten beiden Ziffern nur 19, 44, 69 oder 94 sein.

Die einzige Zahl, die sowohl bei Betrachtung modulo 4 als auch 25 erlaubt ist, ist 19. Somit endet
die Zahl 20192°2! auf 19.

Aufgabe 4.19. Umformen nach b ergibt
- 3a — 7.
9a + 5
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Wir wollen nun zeigen, dass der Bruch ,nahe“ an 3 = % liegt wenn |a| , groB“ ist und somit nicht

ganzzahlig ist. Es gilt
3a—-7 3a+2 —2-7

b_9a+5 " 9a+5 9a+5
1 5421
T3 27a+15
1 26
T3 2Ta+15

Fiir |a|] > 4 gilt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung |27a + 15| > 27|a| — 15 > 27-4—15 = 93

26 26 26
a+15 [27a+15] — 93

womit |5==re| =

< % gilt und b keine ganze Zahl sein kann.

Sei deshalb nun a € {—3, =2, —1, 0, 1, 2, 3}. Dies liefert fiir b die 7 Zahlen
8 5 =7 =2 -1 1

SR T

1177727 57 7723716
Somit liefert nur a = —2 eine ganze Zahl fir b, wodurch man das einzige Losungspaar (a,b) = (=2, 1)
erhalt.

Aufgabe 4.20. Betrachten wir die Gleichung modulo 5. Wir bemerken, dass eine Quadratzahl n?

modulo 5 die drei Reste 0, 1 und 4 haben kann (diese nennt man quadratische Reste modulo 5).
Daraus folgt, dass die linke Seite der Gleichung einen von diesen Resten modulo 5 hat.

Die rechte Seite ergibt 2y? modulo 5, da die restlichen Terme alle durch 5 teilbar sind. Wir benutzen
wieder quadratische Reste modulo 5 um zu schlieflen, dass 2y? nur die Reste 0, 2 oder 3 bei Division
durch 5 haben kann.

Da die linke und rechte Seite einer Gleichung den gleichen Rest modulo 5 haben miissen, miissen

sowohl x als auch y durch 5 teilbar sein.

In diesem Fall, ist die linke Seite durch 25 teilbar, die rechte jedoch nicht, und die Gleichung hat
somit keine ganzzahligen Losungen.

Aufgabe 4.21. Bringen wir alle Terme auf eine Seite, so erhalten wir die Gleichung
3zt 4 2422 — 25y% + 2013 = 0.

Da alle Terme aufler 25y durch 3 teilbar sind, muss y auch durch 3 teilbar sein. Sei y = 3y;. Wir
konnen beide Seiten durch 3 teilen und erhalten

z* + 82 — 75y% 4+ 671 = 0.
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Wir sehen, dass x nicht durch 3 teilbar sein kann, da nur 671 nicht durch 3 teilbar ist. Wenn z = 1
(mod 3) oder x = 2 (mod 3) ist, dann gilt 22 = z* = 1 (mod 3). Daraus folgt, dass z* + 8% durch 3
teilbar ist. Aber dann miisste auch 671 durch 3 teilbar sein. Wir schlieflen, dass die Gleichung keine

ganzzahligen Losungen hat.

Aufgabe 4.22. Modulo 7 lasst sich die Angabe schreiben als
2 —y*=4 (mod?7).

Diese Gleichung hat keine Losungen, da 22, y* € {0, 1, —1} modulo 7 gilt.

Aufgabe 4.23. Addiert man 1 auf beiden Seiten erhélt man
4a® +4a+1="b*+3b+ 1.

Die linke Seite lisst sich nun schreiben als (2a + 1), womit b? 4+ 3b + 1 eine Quadratzahl sein muss.
Es gilt jedoch

V¥ +3b+1>0*+2b+1=(b+1)>
V¥ +3b+1<b+4b+4=(b+2)>

wodurch b% + 3b+ 1 zwischen zwei aufeinander folgenden Quadratzahlen liegt und damit selbst keine

Quadratzahl sein kann. Somit kann es keine Losung der Gleichung geben.

Aufgabe 4.24.

Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir
a® —a+b*—3b=28.

Fiir a > 4 gilt a® —a > 64. Da aber b — 3b > —2 fiir alle natiirlichen Zahlen b erfiillt ist, folgt daraus,
dass a < 3 gelten muss.

Wir setzen nun der Reihe nach die verbleibenden Méglichkeiten fiir die Zahl a ein.
Fiir a = 1, erhalten wir die quadratische Gleichung b? — 3b = 28, die keine natiirliche Losung hat.
Fiir a = 2 erhalten wir die quadratische Gleichung b* — 3b = 22, die keine natiirliche Losung hat.

Fiir a = 3 erhalten wir die quadratische Gleichung b? — 3b = 4, deren einzige natiirliche Losung b = 4
ist.
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Man kann leicht iiberpriifen, dass das Paar (3, 4) eine Losung des Systems ist.
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QUELLENANGABE ZU DEN AUFGABEN

Aufgabe 1.1.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.2. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.3. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.4. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.5.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.6. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.7. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.8.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.9.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.10. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.11.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.12.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 1.13.

aus [1], tibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team
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Aufgabe 2.1. Mathematical Duel 2019 C-T-3 [Kategorie C, Teamwettbewerb Aufgabe 3] (Robert
Geretschldger), tibersetzt und bearbeitet von Veronika Schreitter und vom MmF-Team.

Hinweis: Gesammelte Aufgaben zwischen 2009-2017 siehe [2].

Aufgabe 2.2. siche [3, Individual Aufgabe 2], tibersetzt und bearbeitet von Veronika Schreitter und

vom MmF-Team

Aufgabe 2.3. siehe [5, Teambewerb Aufgabe 3], tibersetzt und bearbeitet von Veronika Schreitter

und vom MmPF-Team

Aufgabe 2.4. siche [7, BWF 2007, Aufgabe 5|, bearbeitet von Veronika Schreitter und vom MmF-

Team

Aufgabe 2.5. siehe [4, Individual Aufgabe 2|, bearbeitet von Veronika Schreitter und vom MmF-

Team

Aufgabe 3.1: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.2. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.3: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.4: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.5.

aus [1], ibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.6: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.7: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team
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Aufgabe 3.8. aus [1], itbersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 3.9.
A. Akopyan, Geometry in Figures, Problems 6.2.1. [6], bearbeitet von Josef Greilhuber und vom
MmF-Team.

Aufgabe 3.10.
Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team

Aufgabe 3.11.
Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team

Aufgabe 3.12.
Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team

Aufgabe 3.13.
Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene 2012 (nachzulesen in [8]), bearbeitet vom Josef Greilhuber

und von MmF-Team.

Aufgabe 3.14.

Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team

Aufgabe 3.15.

Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team.

Aufgabe 3.16.
Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team.

Aufgabe 3.17.
Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team.

Aufgabe 3.18.
A. Akopyan, Geometry in Figures, Problems 4.4.6 and 4.4.7. [6], bearbeitet von Josef Greilhuber und
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vom MmF-Team.

Aufgabe 3.19.

Allgemein bekannt, bearbeitet von Josef Greilhuber und vom MmF-Team.

Aufgabe 3.20.
A. Akopyan, Geometry in Figures, Problem 4.3.17. [6], bearbeitet von Josef Greilhuber und vom
MmF-Team.

Aufgabe 3.21.
A. Akopyan, Geometry in Figures, Problem 5.3.6. [6], bearbeitet von Josef Greilhuber und vom
MmF-Team.

Aufgabe 3.22.
A. Akopyan, Geometry in Figures, Problem 5.4.24. [6], bearbeitet von Josef Greilhuber und vom
MmF-Team.

Aufgabe 3.23: aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.1. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.2. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.3. aus [7, GWF 2002, Problem 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.4. aus [7, BWFZ 2005, Aufgabe 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-

Team

Aufgabe 4.5. aus [7, BWF 2005, Aufgabe 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.6. aus [7, LWA 2001, Problem 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team
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Aufgabe 4.7. Folklore

Aufgabe 4.8. aus [7, GWF 2001, Problem 4], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.9. bekanntes Resultat, formuliert von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.10. bekanntes Resultat, formuliert von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.11. aus [7, GWF 2003, Problem 2], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.12. aus [8, GWF 2011, Problem 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.13. Folklore, siche den Wikipedia Eintrag zu Mersenne-Zahlen. Formuliert von Jakob

Steininger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.14. Folklore, siehe z.B. den Wikipedia Eintrag zu Fermat-Zahlen. Formuliert von Jakob

Steininger, bearbeitet vom MmF-Team.

Aufgabe 4.15. bekanntes Resultat, formuliert von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.16. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.17. aus [7, GWF 2001, Problem 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.18. von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.19. von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.20. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team
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Aufgabe 4.21. aus [1], iibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.22. von Jakob Steiniger, bearbeitet vom MmF-Team

Aufgabe 4.23. aus [7, LWA 2005, Problem 1], bearbeitet von Jakob Steininger und vom MmF-Team

Aufgabe 4.24.

aus [1], ibersetzt von Nina Mitrovic, bearbeitet vom MmF-Team
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