FREU(N)DE

52. Osterreichische Mathematik-Olympiade

Kurs fiir Internationale ,Mathematik macht Freu(n)de* — Aufgabenblatt fiir den 7. November 2020

Ablauf

Dieses Aufgabenblatt wurde von Karl Grill zusammengestellt.
Wir freuen uns auf deine Fragen und Losungsvorschlige [per E-Mail.

Am 3. November 2020 wird das Blatt mit Tipps zur Losung ausgewéahlter Aufgaben erginzt. Karl
Grill bespricht die Aufgaben mit euch im virtuellen Olympiade-Kurs am 7. November 2020 von
13:15-15:00 Uhr. Kurz darauf ergénzen wir das Blatt um ausgewahlte Losungsvorschldge und An-
gaben zu den Quellen der Aufgaben.

Schreibe uns, wenn du bei den virtuellen Kursen dabei sein méchtest. Du bist jederzeit willkommen!

Primzahlen und Quadrate
Einfiihrung
Primzahlen

Eine klassische Beweistechnik ist der indirekte Beweis: es wird das Gegenteil dessen behauptet, das
gezeigt werden soll, und zu einem Widerspruch gefiihrt. Das Ur-Beispiel ist Euklids Beweis dafiir,
dass unendlich viele Primzahlen existieren: angenommen, es gibe nur endlich viele Primzahlen,
sagen wir py, ..., p,. Dannist a = pi1ps ... p,+1 grofer als 1, daher gibt es eine Primzahl, die a teilt,
aber keine der endlichen vielen Primzahlen p1,...,p, teilt a, und wir haben unseren Widerspruch.
Primzahlen sind bekanntlich Zahlen, die nur sich selbst und 1 als Teiler haben. Es sollte auch bekannt
sein, dass in allgemeineren Betrachtungen (andere Ringe als Z) solche Elemente “irreduzibel” heiflen,
und dass Primelemente durch die Beziehung plab = pla oder p|b charakterisiert werden. In den
natiirlichen/ganzen Zahlen (und allgemeiner in Euklidischen Ringen) wird das als Lemma von
Euklid bewiesen (mit der klassischen Definition einer Primzahl; in modernen Begriffen besagt dieses
Lemma, dass in diesen Ringen jedes irreduzible Element prim ist).

Fiir manche Anwendungen (klassisches Beispiel sind pythagoréische Tripel, also ganzzahlige Losun-
gen der Gleichung a? + b? = ¢?) sind Primzahlen von Interesse, die in einer gewissen Restklasse
zu einem Modul m liegen. Die Vermutung liegt nahe, dass in jeder teilerfremden Restklasse un-
endlich viele Primzahlen liegen. Das hat Dirichlet in allgemeiner Form bewiesen, und auch, dass
in einem sehr viel priziseren Sinn in jeder Restklasse “gleich viele” Primzahlen liegen. Fiir gewisse
Restklassen kénnen “euklidische” Beweise gefithrt werden. Einige einfache Beispiele kommen in den
Aufgaben.

Auch schon Euklid war bekannt: Jede ganze Zahl x hat eine eindeutige Primzahlzerlegung der Form

l
r=e] ]
1=1

mit e = £1, Primzahlen p; < ps < --- < p; und positiven ganzzahligen Exponenten v;.

Fiir eine beliebige Primzahl p soll v, (z) die grofite nichtnegative Zahl sein, fiir die p” in x enthalten
ist.

Auch in der Modulo-Arithmetik kann man quadratische Gleichungen betrachten. Der erste Schritt
ist der, sich zu iiberlegen, wie die “Quadratzahlen” aussehen:
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Definition 1. m sei eine natiirliche Zahl. Die zu m teilerfremde Zahl (bzw. Restklasse) = heifit
quadratischer Rest modulo m, wenn es ein y gibt mit

r=y> (mod m).

Quadratische Reste

Uber quadratische Reste wird Irfan Glogic im Jinner vortragen, hier soll einstweilen nur so viel
gesagt werden:

Satz 1. p sei eine ungerade Primzahl. Dann ist  # 0 (mod p) genau dann quadratischer Rest

modulo p, wenn
p—1

2 =1 (mod p).
Wir brauchen hier nur die einfachere Hilfte: ist # quadratischer Rest, also z = y? (mod p), dann
ist
rz =y?'=1 (mod p)

nach dem Satz von Fermat.

Insbesondere gilt: wenn —1 quadratischer Rest modulo p ist, dann ist p = 1 (mod 4). Das kann
natiirlich auch im Licht der Ordnungen gesehen werden: aus y?> = —1 (mod p) folgt, dass die
Ordnung von y modulo p 4 ist, und diese ist ein Teiler von p — 1.

Aufgaben
Aufgabe 1. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen = 3 (mod 4) gibt.
Aufgabe 2. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen = 2 (mod 3) gibt.
Aufgabe 3. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen =1 (mod 4) gibt.
Aufgabe 4. Der Satz von Wilson sagt, dass
(p—1!=-1 (modp)

genau dann gilt, wenn p eine Primzahl ist. Wenn p eine ungerade Primzahl ist, was kann man dann
iiber
r—1\,\"
<( 3 ) !) (mod p)

Aufgabe 5. Zwischendurch zur Abwechslung ein Beispiel, bei dem es nicht um Primzahlen geht
(auBer der kleinsten), aber dafiir konnen wir eine klassische Beweistechnik iiben:
k und n seien positive ganze Zahlen. Dann gibt es k (nicht notwendig verschiedene) positive ganze

Zahlen myq, ..., mj mit
2k 1 1 1
1+ =(1+—)...(1+—).
n my mg

Aufgabe 6. k£ > 2 und n seien ganze Zahlen und aq,...,a; verschiedene ganze Zahlen aus der
Menge {1,...,n} mit der Eigenschaft, dass a;(a;+1 — 1) fiir alle i = 1,...,k — 1 durch n teilbar ist.
Zeige, dass ag(a; — 1) nicht durch n teilbar ist.

sagen?

Aufgabe 7. n > 2 sei eine ganze Zahl. Zeige: wenn P(k) = k? + k + n fiir alle ganzzahligen k mit
0 < k < +/3n eine Primzahl ist, dann auch fiir alle k =0,...,n — 2.



Tipps zu ausgewihlten Aufgaben

Aufgabe Kann man den Beweis von Euklid so modifizieren, dass die neu gefundene Primzahl
Rest 3 hat?

Aufgabe Quadratische Reste.
Aufgabe |4} Teile (p — 1)! in zwei Produkte.

Aufgabe [5] Die linke Seite ist
n+2F—1

)

n

auf der rechten Seite steht ein Faktor
my + 1

miy
Man konnte versuchen, entweder die beiden Zahler oder die beiden Nenner gleichzusetzen.
Aufgabe @ Indirekt: p sei ein Primteiler von n. Wenn a(a; — 1) durch n teilbar ist, dann ist
entweder aj oder a; — 1 durch p teilbar. Wenn a; — 1 durch p teilbar ist, was gilt dann fiir as etc.?

Wie viele verschiedene Reste konnen die a; modulo n haben?

Aufgabe Indirekt: ko sei das kleinste k, fiir das P(k) zusammengesetzt ist, p der kleinste
Primteiler von P(kg). Zeige

und



Losungsvorschlige zu ausgewihlten Aufgaben

Losungsvorschldge von Karl Grill, bearbeitet vom MmF-Team
Aufgabe
Wir setzen im Beweis von Euklid

a=4p1p2...pn —1=3 (mod 4),
und dass kann nicht nur Primfaktoren =1 (mod 4) enthalten.

Aufgabe

Wir lehnen uns wieder an Euklid an und setzen diesmal

n
a:pr—i—l.
i=1

Jeder Primteiler p von a hat jetzt die Eigenschaft, dass —1 quadratischer Rest modulo p ist, also
ist p=1 (mod 4).

Aufgabe

—1 —1

=1 =

((p;l)lfz_l (mod p),

und —1 quadratischer Rest, fiir p =3 (mod 4)

((P;l>1>2 =1 (mod p),

<p21)! =41 (mod p),

und es scheint keine einfache Regel zu geben, wann da + oder — steht.

s
s

—

Daher ist fiir p=1 (mod 4)

also

Aufgabe

Fiir k =1 ist alles klar, also soll ab sofort & > 1 sein, und wir fithren einen Induktionsbeweis (nach
k). Wenn n ungerade ist, n = 2n’ — 1, dann funktioniert m; = n = 2n’ — 1:

n+28—1 my4+120+28-2 my+1n/ 4211

/ )

n mq 2n/ m1 n



und auf den zweiten Faktor konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Wenn n = 2n/ gerade ist, setzen wir m; = n +2¥ — 2 =2n/ +2F —2:

n+2k—17m1+12n’+2k727m1+1n’+2k7171

/ 7

n mi 2n/ mi n

ganz wie vorhin.
Aufgabe [6}

Also p sei ein Primteiler von p. Wir nehmen an, dass ax(a; — 1) durch n teilbar ist, also auch
durch p, und es muss also entweder a; — 1 oder a; durch p teilbar sein. Im ersten Fall ist a1 = 1
(mod p) nicht durch p teilbar, und weil a;(as — 1) durch p*»(™ teilbar ist, muss as — 1 durch p*»(")
teilbar sein. Dieses Argument kann jetzt schrittweise fortgesetzt werden, und ergibt, dass a; = 1
(mod p*»() fiir i = 3,...,k und schlieslich auch wieder fiir i = 1 gelten muss. Im zweiten Fall
ergibt sich analog

ap_1=apo2=--=a1=ar, =0 (mod p”P("));

in jedem Fall haben alle a; beziiglich jeder Primzahlpotenz, die n teilt, denselben Rest, und nach
dem chinesischen Restsatz haben sie denselben Rest modulo n, also miissen sie alle iibereinstim-
men weil sie ja nur Werte zwischen 1 und n annehmen diirfen, in eklatantem Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

Aufgabe [7}

Wie im Hinweis: P(k) soll fiir ein £ < n — 2 zusammengesetzt sein. ko sei das kleinste k, fiir das
P(k) zusammengesetzt ist, p der kleinste Primteiler von P (ko). P (ko) enthilt mindestens noch einen
Primteiler > p, also gilt

p® < P(ko) < P(n—1) =n”,

also p < n.
Es muss kg < p — 1 gelten, sonst ware 0 < kg — p < ko. und weil

P(kg—p) = P(ko) =0 (mod p)

und P(kg — p) > n > p, wiire auch P(kg — p) zusammengesetzt, im Widerspruch zur Minimalitit
von kg. Ebenso muss kg < % gelten, sonst wire p — 1 — kg < kg. und weil

P(p—1—ko) = P(ko) =0 (mod p),

wére auch P(p — 1 — ko) zusammengesetzt. Damit haben wir

pfl):pzfl

2 < <
P_P(ko)_P( 9 4

+n,

und daher

und

kospg\ﬁ.
2 3

Wenn also P(k) fiir irgendein k£ < n — 1 zusammengesetzt ist, dann gibt es ein ko < y/n/3, fiir das
dasselbe gilt. Das war zu beweisen.



Diese Polynome sind fiir die Félle n = 17 und n = 41 beriithmte Beispiele fiir “Primzahlpolynome”,
das sind Polynome, die fiir viele ganzzahlige Werte des Arguments Primzahlen als Wert liefern. Die
Félle n =2, n =3, n =>5 und n = 11 fallen auch noch in diese Kategorie. Damit hat es sich leider
auch schon: man kann zeigen, dass diese Zahlen alle M6glichkeiten sind, bei denen fiir alle k < n—1
Primzahlen herauskommen. Das schmélert natiirlich die Niitzlichkeit dieses ansonsten sehr netten
Satzes.



Quellenangaben zu den Aufgaben

Aufgabe

Alle diese Aussagen iiber Primzahlen zdhlen mehr oder weniger zur mathematischen Folklore; in der
einen oder anderen Form finden sie sich in vielen Einfithrungstexten zur Zahlentheorie, allerdings
oft nur in Nebensétzen oder Andeutungen. Explizit gefunden habe ich sie in Hlawka und Schoissen-
geier [3], und Remmert [4]. Dickson’s “History of the Theory of numbers” [2] listet einige Resultate
von diesem Zuschnitt auf.

Aufgabe [2}

Folklore.

Aufgabe

Darf auch als Folklore gelten.
Aufgabe

Auch dieser Satz ist Folklore und zum Beispiel auch im (englischen) Wikipedia-Artikel zum Satz
von Wilson aufgefiihrt. Im Buch von Remmert [4] wird er auch erwéhnt.

Aufgabe
IMO 2013 auf dem IMO-Server[l], iibersetzt und bearbeitet von Karl Grill und vom MmF-Team
Aufgabe [6}
IMO 2009 auf dem IMO-Server[l], iibersetzt und bearbeitet von Karl Grill und vom MmF-Team
Aufgabe [7}

IMO 1987 auf dem IMO-Server[l], iibersetzt und bearbeitet von Karl Grill und vom MmF-Team
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