FREU(N)DE

52. Osterreichische Mathematik-Olympiade

Kurs fiir Internationale ,Mathematik macht Freu(n)de* — Aufgabenblatt fiir den 28. November 2020

Ablauf

Dieses Aufgabenblatt wurde von Karl Czakler zusammengestellt.
Wir freuen uns auf deine Fragen und Losungsvorschlige per E-Mail.

Am 24. November 2020 wird das Blatt mit Tipps zur Losung ausgewiéihlter Aufgaben erginzt. Karl
Czakler bespricht die Aufgaben mit euch im virtuellen Olympiade-Kurs am 28. November 2020 von
10:00-11:45 Uhr. Kurz darauf erginzen wir das Blatt um ausgewihlte Losungsvorschlige und An-
gaben zu den Quellen der Aufgaben.

Schreibe uns, wenn du bei den virtuellen Kursen dabei sein mochtest. Du bist jederzeit willkommen!

Aufgaben
Aufgabe 1. Es seien x,y, z nicht negative reelle Zahlen mit xy + 2z 4+ zx + 2xyz = 1. Beweise:
dx+y+2z>2.
Wann gilt Gleichheit ?
Aufgabe 2. Es seien z, y und z paarweise verschiedene positive ganze Zahlen. Beweise:
(r+y+2)(vy+zz+ 20 —2) > Jzyz.
Wann gilt Gleichheit?
Aufgabe 3. Es seien a, b und ¢ paarweise verschiedene positive ganze Zahlen. Beweise:
a® + b + ¢ — 3abe > 18.
Wann gilt Gleichheit?
Aufgabe 4. Es sei n > 2 eine positive natiirliche Zahl und a1, aq, ..., a, reelle Zahlen mit
ay+ag+ - +a, =0.
Eine Menge A ist definiert durch
A={(,j)]1 <i<j<n,la; —aj| >1}.

Beweise, dass

Z aiaj <0

(i,5)eA

gilt, wenn A nicht leer ist.
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Aufgabe 5. Seien by, ... , b, nicht negative reelle Zahlen mit der Summe 2 und ag, ay, ... , a,
positive reelle Zahlen mit ag = a, = 0 und |a; — a;—1| < b; fiir jedes i = 1, ... , n. Beweise:

n

Z(ai + ai_l)bi < 2.

=1

Aufgabe 6. Es seien a, b, ¢, d nicht negative reelle Zahlen mit a + b+ ¢ + d = 4. Bestimme das
Minimum von

a n b n c n d
BP+4 A+4 dB+4 ad+4
Aufgabe 7. Es seien x1, 2, , o, positive reelle Zahlen mit 2% + 23 + - - - + 22 = 1. Zeige, dass es
zu jeder natiirlichen Zahl k > 2 ganze Zahlen a1,a9, -+ ,a, mit | a; |[< k—1,i=1,2,--- ,n, gibt

(wobei nicht alle a; gleich Null sind), die die folgende Ungleichung erfiillen:

(k— 1)y

a1T1 + oo + -+ - apxy |<
|11 242 nn|_ kn—l



Tipps zu ausgewihlten Aufgaben

Aufgabe Versuche die Nebenbedingung umzuformen, oder geignet zu subsstituieren,.
Aufgabe 2} Niitze die Symmetrie der Ungleichung!
Aufgabe Verwende die elementarsmmetrischen Polynome

Aufgabe Beachte:

Z a;a; = (Z ai)2 =0.

1<i,j<n

Die Summe iiber alle Paare (i, j) ist also gleich Null. Es sei nun T' die Menge aller Paare (7, ) mit
la; — a;j] <1 (dazu gehéren auch alle Paare (7,4)), dann geniigt es daher

Z CLZ‘CLj 2 0,

(i,5)ET

zu zeigen. Diese Ungleichung kann man nun leicht verschérfen.

Aufgabe [B} Zeige zuniichst
und

Damit kann man die linke Seite der Ungleichung nach oben abschiitzen. Uberlege nun welche aj du
mit der ersten und welche du mit der zweiten Ungleichung abschétzt!

Aufgabe |§|: Es gilt ﬁ =a- ﬁ. Betrachte die Funktion f mit
1
o =m51

Kann man hier eine verniinftige Abschéitzung (nach unten) finden?
Aufgabe [} Mit der QM-AM- Mittelungleichung erhélt man
Vi a +ay ety
. Betrachte nun alle moéglichen Summen
bixy + baxe + - - + bz, mit b; €{0,1,2,...,k—1}.

Wie viele gibt es?



Losungsvorschlige zu ausgewihlten Aufgaben

Losungsvorschlidge von Karl Czakler, bearbeitet vom MmF-Team
Aufgabe

Wir setzen y + z = a und yz = b. Dann gilt

—-b

= !
T (a+2b # 0!).

Wenn a > 2 ist, dann gilt 4z + a > 2 und die Ungleichung ist gezeigt. Sei also im Folgenden a < 2.
Dann haben wir

—b +a>2

4.
a+2b -

zu zeigen. Das ist dquivalent zu

4 —4b+ a® + 2ab > 2a + 4b
a® —4b+ 4 — 4b + 2ab — 2a > 0
a® —4b+4(1 —b) —2a(1 —b) >0
a® —4b+2(1 —-b)(2—a) >0

Das ist aber richtig, da a? —4b = (y +2)? —4yz = (y — 2)2 > 0, b = yz < % = % < 1 und
a < 2.
Gleichheit gilt fiir y = z und a = 2. Das fiihrt auf das Tripel (0,1, 1).

Andere Losungsmoglichkeit:
Es gilt:
1 1 1

x+1+y+1+z+1:

Y +yz + 22+ 2zyz = 1 <=
Mit Cauchy folgt dann

4 1 1 (2+1+1)?
+ + > -
4z+1) y+1 241" do4+y+2+6

Es gilt daher
24z +y + 2+ 6) > 16,

also
dr+y+ 2> 2.
Bemerkung:
Auch die Substitution z = 3¢,y = Cia und z = 5 fithrt zum Erfolg.
Aufgabe

Folgende Ungleichungen sind zur gegebenen Ungleichung dquivalent:
(x+y+2)(xy +yz+z22) — 9zyz > 2(x+y + 2)

wy—2P+ylx—2)2+z2(z -y’ > 2@ +y+2)
z(y—2)(y—2)+yl@—z2)(zr—2)+z2z—-y)(z—y) > 2@ +y+2).



Wir kénnen 0.B.d.A. = > y > z > 0 voraussetzen. Dann gilt z —y > 1,z —2>2und y— 2z > 1
und es geniigt daher
2y —2) + 2@ —2)+2(0 —y) = 2z +y+2)

zu zeigen. Das ist dquivalent zu

xy —xz+2yr —2yz+xz —yz —2x —2y —22 >0
Syr —3yz —2x — 2y — 22 >0
By—2)(x—2)—(2y+42) 20

Wir verschérfen die Ungleichung noch einmal mit  — z > 2 und haben
23y —2)—2y—42>0
also

dy—2-1)=0

zu zeigen. Das ist aber wegen y — z > 1 richtig und die Ungleichung ist bewiesen.
Gleichheit gilt fiir alle Tripel (¢ + 2,¢ + 1,¢) samt Permutationen mit ¢ positiv und ganz.

Aufgabe

Klarerweise gilt
a+b+c>6.

Da a,b, ¢ verschiedene ganze Zahlen sind, folgt
(a—b)2+(b—c)*+ (c—a)? >6.

Bezeichnet man mit p = x4+ y + 2,9 = xy + yz + zz und r = xyz die elementarsymmetrischen
Polynome in drei Variablen, dann kann man die linke Seite der Ungleichung folgendermafien an-
schreiben:

1
a® +b% + & — 18abc = p* — 3pg + 3r — 3r = p(p® — 3pq) = 51)(2102 — 6pq).
Daher haben wir

1
a3+b3+c3—3abc:§(a+b+c)((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2) >—-6-6=18,

und alles ist gezeigt. Gleichheit gilt fiir das Tripel (1, 2, 3) samt allen Permutationen
Aufgabe

Wir kénnen a; # 0,i € [1..n] voraussetzen. (Man kann alle Zahlen a; = 0 weglassen, das dndert
nichts.) Es sei
A= {(i,j) 1 1 <i,j < m,la; —a] > 1}.

Mit (4,5) € A* ist dann auch (j,4) € A*. Wenn wir die Ungleichung fiir A* beweisen konnen, dann
haben wir sie klarerweise auch fiir A gezeigt. Weiters sei nun

B* :={(i,j): 1 <4,j <n,la; —aj| <1}



Mit (i,5) € B* ist dann auch (j,¢) € B* und auch die Paare (i,7) gehoren zu B*. Es gilt nun

2
0= ( ai) = E a;a; + E a;a;.
1 (1,5)EA" (i,j)€B™
lai—aj|>1 lai—aj|<1

n

K3

Es geniigt daher
Z a;a; >0 (1)

(i,)€B”
lai—ajz]<1

Zu zeigen.

Es sei nun |a;| > 1. Dann gilt fiir alle a; mit |a; —a;| < 1, dass a; und a; dasselbe Vorzeichen haben,
also a;a; > 0. Wenn wir diese Produkte daher weglassen verschirfen wir die Ungleichung (1). Sind
daher {c1,ca,...c} alle Zahlen von {a1,ag,...,a,} mit |a;| <1,i € {1,2...,n} , geniigt es

Z CiCj > 0

1<ij<k
lei—c;l<1

zeigen. Sind nun ¢; und ¢; zwel Zahlen mit |¢; — ¢;| > 1, dann haben ¢; und ¢; verschiedene
Vorzeichen und es gilt
Z cicj < 0.

1<ij<k
lci—cj|>1

Daher haben wir

k 2
E CiCj = E Ci — E CiCj > 0.
1<4,j<k =1 1<i,5<k
lei—cj|<1 lci—cj|>1

Damit ist aber alles gezeigt.

Aufgabe
Seien by, ... , b, nicht negative reelle Zahlen mit der Summe 2 und aq, aq, ... , a, positive reelle
Zahlen mit ag = a, = 0 und |a; — a;—1| < b; fiir jedes i =1, ... , n. Beweise:
n
Z(ai +ai—1)b; < 2.
i=1
Es gilt:

J
Zbk > lar —agl + |lag —a1| + - +laj —aj_1| > a1 —ap+az —a1 + -+ a; —a;—1| = a;
k=1
und
n—1
> bigr > lajp—a;l+laja—ajal+ - Hlan—an-1| > laj i —a+a,10—aj 0+ Fan—an_1| = a;.
k=j
Wir bezeichnen mit z; die Summe Zi:l by fir 7 = 1,2,...,n und setzen xo = 0. und mit y; die
Summe ZZ;; bp+1 fiir  =0,1,2,...n — 1 und setzen y,, = 0. Zusammenfassend haben wir daher:



° I :Zizlbk >aq;firj=1,2,---nund 2g =0
o yj =>4 i bip1 > aj fiir j =0,1,2,...n — 1 und y,, = 0.
o x;+y; =2ftrj=0,1,2,...,n.
Da die Folge der z; ist monoton wachsend ist und z,, = 2 gilt, gibt es einen kleinsten Index k£ mit
k=1,2,...n fir den x; > 1 gilt.
Dann gilt
<1 firi=1,2,...k—-1
x;
>1 firi=kk+1,...,n

und
>1 firi=1,2,. . k—1
Vi V<t firi=kk+1,....n

Wir schétzen nun die linke Seite der Ungleichung wie folgt ab.

n k—1 n
> (@i +ai)bi =Y (ai +ai-1)bi + (ax + ar-1)be + Y (a; +ai_1)b;
=1 i=1 i=k+1

k—1 n
<Y (@i wic)bi + (e + - 0)be + > Ui+ yio1)bs
i=1 i=ht1

k—1 n
= (2b1+2ba+ -+ 2bi1 +bi)bi + (yk + 2e—1)br + Y (bi + 2bigr + - + 2by )b,
i=1 i=k+1
= (Z bi)2 - 2(b1 +by+ -+ bkfl)(bk+1 +bgpo+ -+ bn) + (yk + xk,l)bk.
iZh
Wir haben also
(Th—1 +yr)® — 22k 1k + (Yn + Th—1)br < 2
zu zeigen. Das ist dquivalent zu
(@p—1 + k) (@r—1 + Yy + br) — 221y <2
(Th—1 +yr) -2 — 22 1yp < 2
Th—1Yk — Th—1 — Yp +1 <2
(1 —zp_1)(1 —yr) <0.

Die letzte Ungleichung ist richtig, da xx—1 < 1 und y; > 1 gilt.
Aufgabe [6}

Es seien a, b, ¢, d nicht negative reelle Zahlen mit a + b + ¢ + d = 4. Bestimme das Minimum von

a L b L c n d
B+4 3+4 d3+4 ad3+4

Wir suchen das Minimum von
1 1 1 1
b— d— .
B4 + 3 +4 +Cd3+4 + a®+4




Wir betrachten die Funktion f mit f(z) = ﬁ. Die Tangente ¢ an den Graphen von f an der
Stelle = 2 hat die Gleichung

fegy = 1 T
RARVERETY
Wir zeigen nun, dass der Graph der Funktion f fiir > 0 oberhalb der Geraden g liegt, also

1 1 x
> - .

4+4 4 12

_;[_II_ A(0,1/a)
’ e B(2,112)

Das ist aquivalent zu

12> 32% + 12— 2* — 4z
z(z® —32% +4) >0
z(z —2)%(x+1) >0,

also richtig. Es gilt daher

1 1 1 1
b d >
K Ry R p

b(l,i)+<l,£)+d(l,i)f
1 12) T\1 T 12 1 12) 7
a+b+c+diab+bc+cd+da

4 12
liab—i—bc—«—cd—i—da zlfi:g.
12 12 3

a(lfi)+
4 12

Dabei wurde
(a+b+c+d)?

1 =
verwendet. Gleichheit gilt fir a +¢c=b+d ,a+b+c+d=4alsoa+c=2und b+d = 2. Da
weiters nur Gleichheit eintritt, wenn eine Variable gleich 0 oder 2 ist, haben wir folgende Quadrupel
als mogliche Gleichheitsfille:

ab+bc+cd+da=(a+c)(b+d) < 4

(27 27 0’ 0); (27 07 0’ 2); (07 2’ 2’ 0); (07 0’ 27 2)'

Aufgabe [7}



Mit der QM-AM Mittelungleichung folgt:
Vn>xi+as+ 4z,

Es seien nun alle x; fest und wir betrachten fiir k¥ > 2 die Summen

D biwy +bywa+ -+ buwy mit b € {0,1,2,3,--+  k—1} firalle i =1,2,---,n
i=1

Das sind insgesamt k™ Summen (eine ist gleich 0) und fiir jede dieser Summen gilt

i=1
Wir teilen nun das Intervall [0; (k — 1)y/n] in ™ — 1 Teilintervalle mit der Linge

(k—1)vn
kn—1

Da es k™ Summen gibt, miissen nach dem Schubfachprinzip zwei Summen S, S” in demselben Teil-
intervall liegen. Es gilt dann:

- , - k—1)y/n
158 1= 3 (b~ ) =1 Y < LV
=1 =1

mit | a; |=| b; — b} |< k — 1. Damit ist aber alles gezeigt.



Quellenangaben zu den Aufgaben

Aufgabe

[1, Team Selection Test Israel 2016]
Aufgabe

[, Junior Balkan Math Olympiad 2017]
Aufgabe

[B, inequalities]

Aufgabe

[2, IMO Shortlist 2019], eine englischsprachige Losung kann bei [4, Category: Inequalities] nachge-
lesen werden.

Aufgabe

[4, Category: Inequalities, Bulgarien 2020].
Aufgabe [6

[4, Category: Inequalities, USAMO 2017].
Aufgabe

[2 IMO 1987]
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