53. Osterreichische Mathematik-Olympiade

Kurs fiir Internationale ,, Mathematik macht Freu(n)de“ — Aufgabenblatt fiir den 25. September 2021

Ablauf

Dieses Aufgabenblatt wurde von Theresia Eisenkolbl zusammengestellt.
Wir freuen uns auf deine Fragen und Losungsvorschlige [per E-Mail.

Am 23.September 2021 wird das Blatt mit Tipps zur Losung ausgewéhlter Aufgaben ergéinzt.
Theresia Eisenkolbl trigt zum Thema im virtuellen Olympiade-Kurs am 25.September 2021 von
13:15-15:00 Uhr vor. Kurz darauf ergdnzen wir das Blatt um ausgewéhlte Losungsvorschlige und
Angaben zu den Quellen der Aufgaben.

Schreibe uns, wenn du bei den virtuellen Kursen dabei sein méchtest. Du bist jederzeit willkommen!

Zifferndarstellungen
Aufgaben

Aufgabe 1. Sei b > 2 eine natiirliche Zahl.
Zeige, dass sich jede natiirliche Zahl n > 1 fiir ein geeignetes k eindeutig als

n:nkbk+~~+n1b1 +n0b0
darstellen ldsst, wobei n; € {0,1,...,b — 1} und ng # 0.
Aufgabe 2. Fiir welche Basen b besitzt die Zifferndarstellung von 2021 lauter gleiche Ziffern?

Aufgabe 3. a. Finde eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 2 fiir eine Zahl in der
Darstellung zur Basis 3.

b. Finde eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 3 fiir eine Zahl in der Darstellung zur
Basis 2.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgende Operation, die aus einer gegebenen natiirlichen Zahl eine
neue Zahl entstehen lasst: Die gegebene Zahl wird in einer beliebigen ganzzahligen Basis b > 2
dargestellt, in der sie zweistellig mit beiden Ziffern ungleich 0 ist. Dann werden die beiden Ziffern
vertauscht und das Ergebnis in der Zifferndarstellung zur Basis b ist die neue Zahl. Ist es moglich,
mit eventuell mehreren dieser Operationen jede Zahl grofer als 10 zu einer Zahl kleiner oder gleich
10 zu veréndern?

Aufgabe 5. Fiir ein ,Wort“ a, das als ,Buchstaben® nur 0 und 1 enthélt, sei o(a) das Wort, das
man erhélt, wenn man die Ersetzungen

0—0lund1— 10

vornimmt.
Wir beginnen jetzt mit ag = 0 und definieren a, 11 = o(a,).
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a. Zeige, dass es ein unendlich langes Wort w gibt, sodass die ersten 2™ Buchstaben des Wortes
w das Wort a,, ergeben.

b. Wir bezeichnen die Buchstaben in w mit
W = Wowi1wa2wWs . ...
Zeige, dass w, die Paritét der Ziffernsumme von n in der Bindrdarstellung ist.

Aufgabe 6. Wir betrachten die Basis b = 3, erlauben jetzt aber statt der iiblichen Ziffern {0, 1,2}
die Ziffern {—1,0,1}.

a. Welche Zahlen lassen sich fiir ein geeignetes k als n,b*+- - -+n1b" +nob® mit ny, # 0 darstellen?
b. Ist die Darstellung eindeutig?

Aufgabe 7. Wir iiberlegen uns jetzt, was fiir die negative Basis b = —2 passiert, wenn die Ziffern
0 oder 1 sein diirfen.

a. Welche Zahlen lassen sich fiir ein geeignetes k als n,b*+- - -+n1b' +nob° mit ny, # 0 darstellen?
b. Ist die Darstellung eindeutig?

Aufgabe 8. Wir ersetzen nun die Potenzen einer Basis b durch Faktorielle und betrachten Aus-
driicke der Form
ng-kl+ng_1-(k—1+--+ng- 10

wobei n; € {0,1,...,i} liegt und ng # 0 gilt.
a. Welche Zahlen n lassen sich mit so einem Ausdruck darstellen?
b. Ist die Darstellung eindeutig?
Aufgabe 9. Die Fibonaccizahlen sind definiert durch Fy =0, Fy =1 und F, = F,,_1 + F,,_o.
a. Zeige, dass sich jede natiirliche Zahl n fiir ein geeignetes k als
n="F, +F,+-+F,,

darstellen ldsst, wobei ny > 1 und n; > n;_1 + 1. (Es diirfen also keine gleichen oder aufein-
anderfolgenden Fibonaccizahlen verwendet werden.)

b. Ist die Darstellung eindeutig?



Tipps zu ausgewihlten Aufgaben

Aufgabe Ein induktiver Beweis ist sowohl durch Bestimmung von n; als auch Bestimmung
von ng moglich.

Aufgabe Wie verhalten sich die Potenzen der Basis modulo des gewiinschten Teilers?
Aufgabe Jede Zahl grofer als 10 lédsst sich in ein oder zwei Schritten kleiner machen.
Aufgabe Zeige mit Induktion, dass a,+1 = a,@,, wobei 0 =1 und 1 = 0.

Aufgabe [6} Induktionsbeweis oder auf eine bekannte Darstellung zuriickfithren.
Aufgabe [7} Kleine Fille betrachten. Induktionsbeweis.

Aufgabe|8| ”greedy algorithm”: Ziehe immer die grofitmogliche Faktorielle mit der grofftmoglichen
Ziffer ab und zeige, dass das gutgeht.



Losungsvorschlige zu ausgewihlten Aufgaben

Losungsvorschldge von Theresia Eisenkolbl
Aufgabe [2}
Fiir b = 46 und b > 2022.

Aufgabe

a. Sei n = (ny...n1ng)s. Da 3* = 1¥ =1 (mod 2) ist, gilt auch

n=ng+mn+---+n; (mod2).

b. Sei n = (ng...ning)2. Da 2% = (=1)* (mod 3) ist, gilt auch

n=ng—ny+---+(=1)*n,  (mod 3).
Aufgabe [4

Wir zeigen, dass wir aus jeder Zahl > 10 eine kleinere Zahl erzeugen kénnen. Damit werden wir
irgendwann eine Zahl < 10 erreichen. Wenn die Zahl n = 2k + 1 ungerade ist, dann wéihlen
wir als Basis fiir die Zifferndarstellung b = k. Es gilt also n = (21);. Damit erhalten wir als
neue Zahl (12); = k+ 2. Da k > 5 gelten muss, ist die Wahl von b = k zulédssig und es gilt
k+2<2k—-5+2 < 2k+ 1 wie gewiinscht. Wenn die Zahl n = 2k gerade ist, wihlen wir als Basis
b = 2k — 2 und erhalten n = (12)3x_2. Die neue Zahl ist also (21)2;—2 = 4k — 3. Jetzt withlen wir
als Basis k — 1 und erhalten 4k — 3 = (41)_1. Die neue Zahl ist also (14),_1 = k+ 3. Wegen k > 5
sind beide Basen grofler als die grofite vorkommende Ziffer und somit zuléssig und es gilt £+ 3 < 2k
wie gewiinscht.

Aufgabe

Offensichtlich gilt o(xy) = o(x)o(y) und o(Z) = o(x). Wir zeigen jetzt mit Induktion, dass a,41 =
anGp. Das stimmt natiirlich fiir n = 0.

Der Induktionsschritt folgt sofort aus

any2 = 0(ant1) = 0(anGn) = 0(an)o(@n) = 0(an)o(an) = Gni1Gny1-

a. Da wir nun bewiesen haben, dass a,, der Beginn von a1 ist, werden also einfach nur immer
weiter Buchstaben angehéingt, somit entsteht ein unendliches Wort w mit Anfangsabschnitt
ayn. Da sich die Anzahl der Buchstaben in jedem Schritt verdoppelt, hat das Wort a,, in der
Tat genau 2" Buchstaben.

b. Wenn wir mit p(n) die Paritét der Ziffernsumme von n in der Bindrdarstellung bezeichnen,
dann gilt fiir n < 2* offensichtlich

p(n) = p(2* +n).

Das entspricht aber genau der Gleichung o(a,) = a,a,. Da natiirlich auch wg den richtigen
Wert hat, ist alles gezeigt.



Aufgabe [6}

Sei 0 < z < (3k—1)/2. Fiir 2 = 2+ (3¥—1)/2 gilt < 3¥—1, also hat x eine normale Darstellung zur
Basis 3 der Linge hochstens k. Wenn wir nun (3% — 1)/2 abziehen, wird von jeder Ziffer in diesem
Bereich 1 abgezogen, sodass man wie gewiinscht eine Darstellung von z mit den Ziffern {—1,0,1}
erhalt.

Die Darstellung einer negativen Zahl —z erhiilt man sofort durch Anderung der Vorzeichen der
Darstellung von z.

Aufgabe [7}

Es lassen sich alle ganzen Zahlen eindeutig darstellen. Dazu nehmen wir an, dass sich bereits alle
Zahlen mit z mit |2| < 2% eindeutig darstellen lassen. Sei nun 2% < 2z < 2¥*1. Wenn k gerade ist,
dann muss 2* in der Darstellung vorkommen und z — 2* hat auch nach Voraussetzung bereits eine
eindeutige Darstellung, zu der man 2* einfach addieren kann.

Wenn k ungerade ist, dann muss 2*T! vorkommen und es hat z — 2¥*! nach Voraussetzung eine
eindeutige Darstellung, zu der man 2F+! einfach addieren kann.

Das Argument fiir die negativen Zahlen im betrachteten Bereich funktioniert analog.

Somit ldsst sich nach Induktion jede ganze Zahl eindeutig darstellen.

Aufgabe

Wir nehmen an, dass es fiir n < a! bereits so eine eindeutige Darstellung gibt.
Fir a! <n < (a+ 1)! muss k = a gewéhlt werden, weil k¥ = a + 1 offensichtlich zu grof ist und
k = a — 1 aufgrund der folgenden Ungleichung zu klein ist:

Ng—1-(a— 1) +ngo-(a—2)1+---+mng -1
<(a-=1)-(a—D'+---+1-1!
=a—(a—+(@—-)—-(a—2)4---+21 -1

=al—1.

Wenn wir nun a! so oft wie moglich abziehen, erhalten wir n — ng,a! < a!, was nach Voraussetzung
eine eindeutige Darstellung hat.



Quellenangaben zu den Aufgaben

Aufgabe

OMO BWF 2015, Theresia Eisenkolbl.



