Zur Verflgung gestellt von:

Christoph Baxa

UE Lineare Algebra und Analysis in mehreren Variablen fiir das Lehramt, WiSe 2021/22
LV-Nr.: 250028

Fakultat fur Mathematik, Universitat Wien

Danke!

["Jbungen zu Lineare Algebra und

Analysis in mehreren Variablen fiir das Lehramt
WS 2021/22

Christoph Baza

1) Beweisen Sie, dass (R"™,+) eine abelsche Gruppe ist, wobei + die komponentenweise
Addition bezeichnet.

2) Ist (R3, +, x) ein Ring? Dabei bezeichne + die komponentenweise Addition und x das

Kreuzprodukt
1 T2 Y122—21Y2
<y1> X <y2> = (Z1332£U1Z2) .
Z1 z2 T1Y2—Y1x2
Wenn es sich dabei nicht um einen Ring handeln sollte, beweisen Sie die erfiillten Voraus-

setzungen und geben Sie Gegenbeispiele fiir die nicht erfiillten Voraussetzungen an.

3) Berechnen Sie alle Produkte der folgenden drei Matrizen A, B und C (mit reellen
Eintragungen), die man bilden kann:

9 4 ] 1 1 0 1 1 2

A= B=12 1 -1 1 C=13 1
3 0 -1

3 1 5 1 1 —4

4) Uberpriifen Sie durch direktes Nachrechnen, dass (A - B)T = BT . AT gilt (wobei die
Matrizen A und B reelle Eintragungen haben sollen):

—1
a=( 07 B=| o
1 2 1 X

5) Es sei K ein Korper. Beweisen Sie: Sind A, B € M,, ,(K) und C € M, ¢(K), so gilt
(A+B).-C=A.-C+B-C.

2 0
3 1
-1 2

6) Es sei K ein Korper und a,b,c,d € K. Zeigen Sie: Wenn ad — be # 0, ist die Matrix

A= (“ Z) e My(K)

Cc

invertierbar. Geben Sie A~1 an.
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7) Es sei K ein Korper. Zeigen Sie: Wenn A € M, (K) die Eigenschaft besitzt, dass ein
r € NU{0} existiert, sodass A”! = 0 (wobei 0 die Nullmatrix bezeichnet), dann ist I,, — A
invertierbar und es gilt (I, — A)™ ' =1, + A+ A%+ ... + A".

8) Beweisen Sie, dass (M, ) eine Gruppe ist. Dabei bezeichne - die Multiplikation von

M:{< C?SQ sina) ’O_/GR}.
—sina cos «

Matrizen und

Ist diese Gruppe abelsch?

9) Beweisen Sie, dass (C, - ) eine Gruppe bildet, wobei

e-{(3)

sei und - die Matrizenmultiplikation bezeichne. Ist diese Gruppe abelsch?

a,bGR,CLZ—i—bQ;ﬁO}

10) Es sei K ein Korper und
Dn = {A = (aij)lsi,jgn S Mn(K) | (077 % 0 fur 1 < 1 <n und Q5 = 0 fir ¢ 7é j},

d.h. die Menge aller n x n — Diagonalmatrizen mit Eintragungen aus K, in deren Diagonale
nur Eintragungen # 0 stehen. Beweisen Sie, dass (D,,,-) eine Gruppe ist, wobei - die
Matrizenmultiplikation bezeichnet. Fiir welche n ist diese Gruppe abelsch?

Definition: Es sei K ein Korper und A = (a;j)i<ij<n € Mp(K). Als Spur von A
bezeichnet man

n
Spur A = Za” =ay1 tass+ -+ ap, € K.
i=1

11) Es sei K ein Korper und A, B € M,,(K). Beweisen Sie:

a) Spur(AB) = Spur(BA),
b) Wenn B invertierbar ist, gilt Spur(BAB~!) = Spur A.

12) Zeigen Sie: Die Gruppe GL,,(K) ist nicht kommutativ wenn n > 2. Hinweis. Um ein
Gegenbeispiel zu konstruieren, dass fiir jeden Koérper K funktioniert, finden Sie zunéchst
eines fiir n = 2, in dem nur die Korperelemente 0 und 1 auftreten. Erweitern Sie dieses
geeignet, um ein Gegenbeispiel zu finden, dass fiir n > 2 verwendet werden kann.

Definition: Es sei K ein Korper. Eine Matrix A € M, (K) heifit symmetrisch (bzw.
schiefsymmetrisch) wenn AT = A (bzw. AT = —A) gilt.
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13) Es sei K einer der Korper Q, R oder C. Beweisen Sie:

a) Wenn A = (a;5)1<i,j<n € My (K) schiefsymmetrisch ist gilt a;; = 0 fiir 1 <4 < n,

b) Ist A € M, (K) sowohl symmetrisch als auch schiefsymmetrisch, so ist A = 0 (wobei 0
die Nullmatrix bezeichnet),

¢) Summen, Differenzen und skalare Vielfache von symmetrischen (bzw. schiefsymmetri-
schen) Matrizen sind wieder symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch).

14) Es sei K einer der Korper Q, R oder C. Beweisen Sie: Jede Matrix A € M,,(K) lasst
sich auf eindeutige Weise als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen
Matrix schreiben.

15) Es sei K ein Korper, a € K und A, B € M, (K). Zeigen Sie
(0-A)-B=A-(a-B)=a-(A-B).

16) Zeigen Sie: Wenn K ein Korper ist und n € N\ {0}, dann ist K" ein K-Vektorraum.

17) Beweisen Sie: Die Menge F = {(an)n>1|an € R fiir alle n € N\ {0}} aller reeller
Folgen ist mit den Verkniipfungen
(an)n21 + (bn)n21 = (an + bn)nZl und o - (an)n21 = (aan)n21

ein reeller Vektorraum.

18) Es sei I(C R) ein Intervall und R = {f | f : I — R} die Menge aller Funktionen
I — R. Beweisen Sie, dass R’ ein reeller Vektorraum ist, wobei Summe f + ¢ und skalares
Vielfache « - f (mit f,g € R und a € R) durch

(f +9)(z) :== f(z) + g(z) bzw. (a- f)(z) = a - f(x) fiir x € T
festgelegt sind.

19) Es sei V = (0, +00), d.h. V ist die Menge der positiven reellen Zahlen. Fiir v,w € V
und o € R seien v w und a ©v durch v w :=v-w und o ® v := v* definiert. Beweisen
Sie, dass V' ein reeller Vektorraum ist.

20) Es sei M # @ eine Menge und K ein Korper. Beweisen Sie, dass die Menge K™ aller
Abbildungen f : M — K mit den Verkniipfungen

(f+9)(z):=f(x)+g(x) und (o f)(x) =« f(x) firz € M und o € K
ein K-Vektorraum ist. Welche der bisherigen Beispiele von Vektorraumen kann man als
Spezialfall dieses Vektorraums auffassen?
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21) Welches der folgenden Beispiele ist ein Vektorraum (jeweils mit komponentenweiser
Addition und Multiplikation mit Skalaren)?

a) C" iiber R b) R™ {iber Z c) Z" iber Z d) R™ {iber C
22) Es seien aq, as, 81, f2 € R. Beweisen Sie, dass

{(2) GRQ)CXMWLCYQ?J:/BM-FBQ?J:O}

ein Teilraum des R? iiber R ist.

23) Es seien ay, ... ,a, € R. Beweisen Sie, dass

()

ein Teilraum des R™ iiber R ist.

a1m1+---+anfcn=0}

24) Welche der folgenden Mengen sind Teilrdume des Vektorraums R" {iber R (mit n > 2)?

a){(f)ER" 3:120} b){(f)ER” 371:1:2:0} c){(f)ER” xleQ}

25) Welche der folgenden Mengen sind Teilrdume des Vektorraums P(R) iiber R?
a) {p € P(R) [ p(1) =0} b) {pe P(R)|p(1) =1} ¢) {peP(R)[TacR:p(a)=0}

26) Beweisen Sie, dass sowohl die symmetrischen als auch die schiefsymmetrische Matrizen
einen Teilraum des reellen Vektorraums M, (R) bilden und bestimmen Sie den Schnitt

dieser beiden Teilraume.
27) Ist Q™ ein Teilraum des R™?

28) Es sei V ein K-Vektorraum und U, W zwei Teilriume von V. Beweisen Sie, dass UUW
genau dann ein Teilraum von V ist, wenn U C W oder W C U gilt.

29) Finden Sie den Schnitt der folgenden beiden Teilriume U und W des R? iiber R:

U:{<y) x—y-l—z:()}v W:{(y)

30) Es seien ag, ay,as € R und
V={feC®R)|apf"(x)+ arf(x) + asf(x) =0 fir alle z € R}.

Beweisen Sie, dass V' ein Teilraum des reellen Vektorraums C*°(R) ist.

2x+y—z:0}.
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31) Es sei V ein K-Vektorraum und U und W Teilrdume von V. Beweisen Sie, dass
U+W:={ut+w|uelUweW}

ebenfalls ein Teilraum von V ist.

32) Es sei V ein Vektorraum iiber Q, R oder C und {v1,vs,v3} eine linear unabhéngige
Teilmenge von V. Beweisen Sie, dass dann auch {vq + va, vy + v3,v1 + v3} eine linear
unabhangige Teilmenge von V ist.

33) Es sei V der reelle Vektorraum R2. Zeigen Sie, dass {u,v}, {u,w} und {v,w} alles
Basen von V sind, wobei

e=(2) o= () i w= (),

34) Es sei V der reelle Vektorraum R3. Welche der folgenden Teilmengen von V sind linear
unabhéingig bzw. Basen von V7

oA GO o 1)) (2))
o {00 C-C o {6)6)- () ()

35) Es bezeichne V' den reellen Vektorraum P;(R). Welche der folgenden Mengen sind
linear unabhéngig bzw. Basen von V7

a) {p1,p2,p3} wobei p1(z) = 2% + 1, pa(x) = 2® + = + 1 und p3(z) = 2* — 22,

b) {p1,p2,p3,pa} wobei pi(z) =22% + 1, po(x) =2 +x + 1, p3(z) =2 — x

und py(z) = 2% + 1.

36) Geben Sie eine Basis des C" iiber R an (und beweisen Sie, dass es wirklich eine Basis
ist). Was ist dimg C™?

37) Es sei V der reelle Vektorraum C'*°(R) und pg bzw. p; sollen die Funktionen py(x) = 1
bzw. p1(z) = z (fiir alle z € R) bezeichnen. Zeigen Sie, dass die Menge {sin, cos, pg, p1}
von Funktionen linear unabhangig ist.

38) Es sei V der reelle Vektorraum V = {A € M, (R) | A ist symmetrisch}. Geben Sie
eine Basis fiir V' an und bestimmen Sie dimg V.

39) Es sei V der reelle Vektorraum V = {A € M,,(R) | A ist schiefsymmetrisch}. Geben
Sie eine Basis fur V' an und bestimmen Sie dimg V.
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40) Es sei V = {z + v2-y|z,y € Q}. Beweisen Sie, dass V (mit der iiblichen Addition
und Multiplikation reeller Zahlen) ein Vektorraum iiber Q ist. Geben Sie dafiir eine Basis
an und bestimmen Sie dimg V.

41) Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen mit Eintragungen aus R:

1 -1 3 4
2 2 3 4

1 2 2 —2 1 1
A: B:—__ —
(2—4) 52 =8 ¢ ~1 3 -1 -2
2 4 2 4

3 2 =2 3

S NN = O

42) Beweisen Sie:
a) Der Zyklus ¢ = (a1 az ... ap) € S, hat Signum sgn ¢ = (—1)k=1 = (=1)*+1,
b) Hat die Permutation o € S,, die Darstellung

g = (CLH ai ... CL17T1)O<6L21 aszo ... CL27,~2)O O(asl Qg ... CLS’,«S)

als Verkniipfung elementfremder Zyklen, so gilt sgno = (—1)m T +7=s,

43) Berechnen Sie die folgenden Determinanten (mit Eintragungen aus R):

10 3 2 0 b
V3 V2 ¢ . .
a) b) 4 7 5 c) |—a 0 «¢| (mita,b,céeR beliebig)
V2 V3 1 0 8 b 0
- b —c

44) Berechnen Sie die folgenden Determinanten (mit Eintragungen aus C bzw. R):

0 2 1 -2 1
1+i 2 ' Lob=2d 11 3 0 0
i —1 —
) 0 1 1 3
a) 0 1 1—1 b) c) 2 1 -3 2 5
) ) 2 -1 1 0
27 3 1—3 1 2 4 -1 -1
3 1 2 5
-2 1 2 3 5

45) Leiten Sie die Formel fiir die Determinante einer 2 x 2 — Matrix sowohl mit Hilfe der
Leibniz-Formel als auch mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes her.

46) Beweisen Sie die Regel von Sarrus mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes.

47) Es sei K ein Korper. Zeigen Sie (mit «, 3,7, € K beliebig):

« B y )
-8 a =0 7
-y o0 a B
-0 -7 B Q

= (® + B>+ 4%+ 6°)°
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48) Berechnen Sie die folgenden Determinante (mit Eintragungen aus einem Kérper K):

0O 0 --- 01
o0 --- 10
1 0 0

0 0

49) Zeigen Sie (mit Eintragungen aus R):

1 12 0 0
-1 1 22 0 0
0o -1 1 3 0 0
' =n!
0 0 -1 1 (n—-2)2 0
0 0o -1 1 (n—1)>2
0 0 -1 1

50) Berechnen Sie die sogenannte Vandermondesche Determinante: Fiir n > 2 gilt

2 n—1
1z 2y -
2 n—1
1 x2 x5 -+
N D
: 1<i<i<n
2 n—1
1 z, x, - x
fur alle 1,29, ... ,z, € K (wobei K einen Korper bezeichnet).
9 7 )

Hinweis. Die rechte Seite ist das Produkt iiber alle Paare (i,5) € {1,...,n}?, diei < j
erfiillen. Verwenden Sie Induktion nach n. Bringen Sie fiir den Induktionsschritt die erste
Zeile auf die Gestalt (1,0,...,0): Multiplizieren Sie dazu die (n — 1)-te Spalte mit z; und
subtrahieren Sie sie von der n-ten. Dann multiplizieren Sie die (n — 2)-te Spalte mit 1
und subtrahieren Sie sie von der (n — 1)-ten, usw.

51) Beweisen Sie, dass die Special Linear Group SL,(K) = {A € M, (K) | det A =1} mit
der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet.

52) a) Es sei A € M,,(K) und « € K. Zeigen Sie det(aA) = o™ det A.
b) Es sei A € M,,(R) schiefsymmetrisch. Beweisen Sie: Wenn n ungerade ist, gilt det A = 0.
c) Es sei A € M,,(R) invertierbar und A= = AT. Beweisen Sie det A € {+1,—1}.
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53) Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen (soferne sie existieren):

2 4 3 3 0 2 - 120

) 1 30 b) 1 1 2 ) 03 21

& ¢ 0 4 2 1
0 2 1 2 1 6

315 7

54) Losen Sie mit Hilfe von Satz 57 nochmals Bsp. 6.

55) Fiir welche Werte von x € C sind die folgenden Matrizen invertierbar? Geben Sie die
Inversen an (soferne sie existieren).

-1 =z 0 —T 1 1 1
a) r 1 =z b) 1 =z 1 c) 1 1 =z
0 = -1 0 1 —=x 1 = 1

56) Die Matrizen A, B € M3(R) seien gegeben durch

2 -3 1 3 0 -1
A=14 -5 3 und B=| -2 1 1
2 -2 1 -1 2

Finden Sie eine Losung X € M;3(R) der Gleichung AX + B = 0 (soferne eine solche
existiert).

57) Es sei n > 2 und A, B € M,,(K) seien invertierbar. Beweisen Sie:
a) (A- B)# = B? . A% b) det(A#) = (det A)"~!
) (A#)# = (det A)"—2A Q) (A-1)# = (4%)!

58) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Geben Sie einen Beweis oder ein
Gegenbeispiel an. Wenn ¢ linear ist, geben Sie eine Darstellung mittels Multiplikation mit
einer Matrix an.

0
a) p:R> =5 R3 v —v b)go:R4—>]R4,U»—>v+<é>
1

0
cm:RuR?,(é)H(xTzn dw:RMR‘%(i;)H( o )

x3

59) Es sei K ein Korper und B € M, (K) ist fest gewéhlt. Beweisen Sie, dass die Abbildung
o: M, (K)— M,(K), A— A-B — B - A linear ist.
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60) Es seien V = R3 und W = R%. Uberpriifen Sie, dass

p=1()-()-0))

eine Basis von V' ist und bestimmen Sie die lineare Abbildung ¢ : V' — W die durch die
folgenden Bilder der Elemente von B gegeben ist:

O-() -0-() -0-(

4 2

61) Es sei I C R ein (offenes) Intervall. Zeigen Sie, dass die Abbildung
D:C®(I) = C>(I), D(f) = ' = &
(d.h. D bildet jede Funktion auf ihre Ableitung ab) linear ist und bestimmen Sie Kern D

und Bild D. Hinweis. Bei diesem Beispiel konnen und miissen Sie Thr Wissen aus der
Vorlesung Analysis in einer Variable fir das Lehramt verwenden.

62) Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, ¢ : V. — W eine lineare Abbildung und
w € W. Zeigen Sie: Wenn es ein vg € V mit der Eigenschaft ¢(vg) = w gibt, so ist
die Menge der Losungen v € V' der Gleichung ¢(v) = w durch {vg + u | u € Kern p}
gegeben. Welche bekannte Tatsache aus der Analysis erhdlt man, wenn man (wie im
vorangegangenen Beispiel) V =W = C°(I) und ¢(f) = D(f) = f' setzt?

63) Gegeben sei die lineare Abbildung

z1
—zot
p:R* > R? w(mz) = (o).

x3

Bestimmen Sie Kern, Bild und Rang von ¢ und dimg Kern ¢.

64) Ist die folgende lineare Abbildung injektiv bzw. surjektiv?

T1 r1+T2
@ :R® = R3, gp(m) = ( 23 >
T3 T
65) Zeigen Sie, dass die Abbildung

0:C2 = C?, o (Z:Z) = <a:)rb> (mit a,b,c,d € R)

R-linear aber nicht C-linear ist. (D.h. ¢ ist linear, wenn man C? als reellen Vektorraum
auffasst, aber nicht linear, wenn man C? als komplexen Vektorraum auffasst.)
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66) Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme iiber R mit Hilfe des Gaufischen

Eliminationsverfahrens:

r1+2z9 +r3=—1

r1—2r9—23=—1 61 +ro +r3=—4 T1 —Ty +x3—r4 +x5=1
a) 2r;+3zotxz= 0 b) 2x1-3xy —x3= 0 c) 2x1 —xo+3x3 +4x5=2
r1+4xotr3= 2 —x1—Txo—2x3= 7 3xr1—2x9+2x3+14 +x5=1

1 —Io =1

67) Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme iiber C mit Hilfe des GauBschen
Eliminationsverfahrens:
2x1 +Hixg+(1 + i)xz=1
b) ZL'1—21'2 +’L$3:0
—ixl —f—ZL‘Q—(Q — Z)(E3:1

) ir1+(2 4+ i)ze=1
a

l‘1+(2 — 2)%221 —|— Z
68) Fiir welchen Wert von « € R bilden die Losungen des folgenden linearen Gleichungs-

systems (iiber R) einen zweidimensionalen Teilraum?

1 +3x9 —2x3 +14=0
—r1 Hx2+2r3 —214=0
3r1+13xo+axz+3x4=0

69) Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme iiber R mit Hilfe der Cramerschen
Regel (soferne das moglich ist):

T1—2T9+3x3 —x4=—2
21 +x0 —x3+2x4= 12

3Ty —T3 —T4=-—3
3r1+2x9+4x3+5x4= 10

3r1+xo—x3=0
a)  x1t+x2tx3=0 b)
ZL‘2—$3:1

70) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme aus Beispiel 67) nochmals mit Hilfe der
Cramerschen Regel (soferne das mdglich ist).

71) Beweisen Sie, dass durch
<<i;), (Z;)> =421y — T2y1 — T1Yy2 + 10227 fiir alle <;;>, (‘Zi) € R?
auf R? ein inneres Produkt definiert ist.

72) Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und B = {vy,... ,v,} eine Basis
von V. Beweisen Sie, dass durch (v, w) := ([v]p, [w]p) (mit v,w € V) ein inneres Produkt
auf V' definiert ist, wobei (.,.) das Standardskalarprodukt auf R™ bezeichnen soll.
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73) Es sei V = M,, »(R) und fiir A, B € V sei (A, B) = Spur(AT - B) definiert. Beweisen
Sie, dass (.,.) ein inneres Produkt auf V' ist.

74) Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt (.,.) und ||.|| die davon
induzierte Norm. Beweisen Sie die Parallelogrammgleichung

[l + wl|* + [lv — wlf* = 2[jol|* + 2[lw]* Yv,we V.

75) Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt (.,.) und [|.|| die davon
induzierte Norm. Beweisen Sie, dass

(ww) =3 (o +wl? = o~ w|?) ¥o,weV.
76) Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R offen bzw. abgeschlossen sind:
a) (—00,2]U(3,+00)  b)(0,2/U[L,3) o N\{0o}  d)Qn[o,1]

77) Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R offen bzw. abgeschlossen sind:

a) {1+ 4" | neN\{0}} Db){efu{d+2)"|neN\{0}} o Ejl[n,n—l—%}

n—=

78) Schreiben Sie {0} U {1 | m € N\ {0}} C R als Durchschnitt (unendlich vieler)

abgeschlossener Mengen.

79) Es sei x € R¥ und r > 0, sowie aj, ... ,a, € B.(x). Zeigen Sie, dass die “offene Kugel
mit Lochern” B, (x) \ {ai,...,a,} offen ist.

80) Es sei M C R¥. Zeigen Sie: M ist genau dann beschriinkt, wenn es ein N > 0 gibt,
sodass M C [-N, NJ]*.

81) Welche der Mengen aus den Beispielen 76 bzw. 77 sind kompakt?

82) Es seien f,g: R — R durch

0 firz<O 1 firze@
flx) = ) bzw. g(z) = )
1 firz>0 0 firzeR\Q

gegeben. Geben Sie offene (bzw. abgeschlossene) Mengen an, deren Urbilder unter f bzw.
¢ nicht offen (bzw. abgeschlossen) sind.
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83) Zeigen Sie, dass die Menge A abgeschlossen ist, indem sie sie als Urbild einer abge-
schlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung darstellen.

a) A= B,.(x) (mit r > 0, x € R¥) b) A:={(z,y) e R? | |z| + |y| < 1}

84) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktionen
flx,y) = 23 — 22%y? + 4y + y* + 10,

1, ) (22 + 92)e™,

1, ) — ayzsin( +y+2),

[z, 2) = 22 (mit = #0).

a)
b)
)
)

85) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen 0 f/0x und 0f /0y der Funktion

Q. o

fiir (z,y) € R?\ {(0,0)}

_Ty
[iRESR, f(x,y)::{gﬂ’ fir (z,y) = (0,0)

auf ganz R? existieren und berechnen Sie sie.

86) Es sei f:R?\ {(0,0)} — R gegeben durch f(z,y) = log /22 + y2. Zeigen Sie

0% f 0% f

@(x) + 6—y2(x) =0 fiir alle x # 0.

87) Die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist durch PV = ¢T" gegeben. Dabei bezeich-
nen P den Druck, V' das Volumen und 7" die Temperatur und c ist eine positive Konstante.

Zeigen Sie
oV oT oP

oT OP OV
(und nicht 1, wie man durch “Kiirzen” erhalten wiirde).

88) Es sei D C R” offen, a€ D und f,g: D — R mdgen in a einen Gradienten besitzen.
Beweisen Sie: Dann besitzen auch f + g, af (mit a € R), fg und f/g (soferne g(a) # 0)
in a einen Gradienten und es gelten:

a) grad(f + g)(a) = grad f(a) + grad g(a),
b) grad(af)(a) = agrad f(a),

c) grad(fg)(a) = g(a) grad f(a) + f(a) grad g(a),

d) grad(£)(a) = sk (9(a) grad f(a) — f(a) grad g(a)).

89) Es sei A = (aij)1<i j<n €ine symmetrische n x n — Matrix mit reellen Eintragungen
(d.h. es gelte a;; = a;; € R fir 1 < 4,5 < n). Beweisen Sie, dass fiir die Abbildung
f:R" = R, f(x) = (x, Ax) die Gleichung grad f(x) = 2Ax gilt.
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90) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x in Richtung u,

soferne sie existiert:
a) f(xay) = z? +y27 X = (171)7 u= (1/\/5; 1/\/§)a
b) f(x,y) = Sin(xy)> X = (170)7 u= (1/27 \/3/2)7
C) f(a:,y,z) = e x = (1’ 1, 1)7 u = (1/\/67 2/\/65 _1/\/6)'

91) Die Funktion f : R? — R sei durch

o % fiir (z,y) # (0,0)
fl.y): {0 fiir (z,y) = (0,0)

gegeben. Berechnen Sie g—i und 2—5.2 Zeigen Sie: %(O,y) =y und %gx,O) = 0, und zwar
auch fir x = y = 0. Daraus folgt %(0, y) = 1 fiir alle y € R und g)x—afy(m, 0) = 0 fiir alle

x € R. Insbesondere ist also 6128); (0,0) =1 und 68;—8];(0, 0) =0.

92) Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen auf ihrem gesamten Definitionsbereich
differenzierbar sind und berechnen Sie ihre Ableitung f'(x,y) bzw. f'(z,y, 2):

a) f:R? = R?, f(z,y) = (2y,e” "),

b) f:R3 = R3, f(x,y,2) = (e%, zsinx,y cos x),

c) f1R2 = R?, f(z,y) = (@, ay,y").

93) Es sei f(x,y) = (% + 1,%?) und g(u,v) = (u + v,uv?). Berechnen Sie die Ableitung
(go f)'(1,1) mit Hilfe der Kettenregel und direkt.

94) Eine Funktion f : R¥ — R heifit homogen vom Grad o € R, wenn sie f(tx) = t* f(x)
fir alle t > 0 und alle x € R* erfiillt. Zeigen Sie den folgenden Satz von Euler: Ist f
homogen vom Grad « und differenzierbar, so gilt
0 0
/ L of

. (x) i = af(x).

Hinweis. Es sei g(t) = f(tx) fiir festes x und ¢ > 0. Berechnen Sie ¢’(1) auf zwei Arten.

95) Bestimmen Sie, ob die folgenden quadratischen Formen ¢ : R3® — R positiv bzw.
negativ definit bzw. semidefinit oder indefinit sind:

a) q(x1, T2, T3) = 2102 + T2x3 + 2173,

b) q(x1, e, x3) = 423 — 122129 + 925 + 23,

c) q(z1, 72, w3) = —2% — dx179 — 523 + 61213 — 973,
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96) Bestimmen Sie, ob die folgenden quadratischen Formen ¢ : R3® — R positiv bzw.
negativ definit bzw. semidefinit oder indefinit sind:

a) q(z1,22,23) = 223 + 373 + 222 — 22109 — 27123 + 4073,
b) q(z1, 22, 73) = —22% — 323 — 523 + 23129 — 27173 + 27073,
c) q(z1, 72, w3) = 23 + 423 — 23 + 42129 + 67173 + 127073,

97) Berechnen Sie nochmals die Richtungsableitungen aus Bsp. 90), diesmal mit Hilfe von
Satz 122 aus der Vorlesung, d.h. mittels grad f.

98) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktion:
fl,y) =2 +zy+y* +x+y+1 (mit z,y € R)

99) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktion:
f@y)=1/y—1/z —dz+y (mit z,y € R\{0})

100) Gegeben seien die n Punkte ai, ... ,a, € R*. Beweisen Sie, dass die Funktion

n
) = fx = e+ x — el = 3 [x - ay?
=1

n
bei x = + 3" a; ein Minimum annimmt.
i=1

101) Beweisen Sie: Wenn z1,...,x, € R, dann gilt (> i, ;) < nd ., z7, wobei
Gleichheit nur fir x; = --- = x,, gilt. Hinweis: Cauchy — Schwarzsche Ungleichung.
102) Gegeben seien n Punktepaare (z1,y1),. .. , (Tn,yn) € R?, die man durch Messungen

erhalten hat und fiir die von einer Theorie eine lineare Beziehung y = kx + d voraussagt
wird. Da die Messungen fehlerbehaftet sind, sucht man eine Ausgleichsgerade, d.h. Werte
fiir £ und d, durch die der Fehler moglichst klein wird. Zu diesem Zweck betrachtet man
die Funktion f(k,d) := >, (kz; + d — y;)* und untersucht, fiir welche Werte von k und
d sie ihr Minimum annimmt. (Diese Vorgangsweise wird Methode der kleinsten Quadrate
genannt.) Beweisen Sie, dass man (unter einer verniinftigen Zusatzannahme — némlich

welcher?) auf diese Weise folgende Werte erhilt:

L — nZ?:l LilYi — Z?:l Ly E?:l Yi d— Z?:l %2 : Z?:l Yi — Z?:l £Li - Z?:l LiYi
n n n n
Y i %2 — (D imq mi)? Y iy 3%2 — (D imq mi)?
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103) Berechnen Sie fQ f(z,y)d(z,y) fir
a) @ =1[0,2] x [3,4], f(x,y) =2z + 3y
b) Q=1[0,1%, f(z,y) = 2y + ¥

104) Berechnen Sie [, f(z,y) d(z,y) fiir
a) Q= [1,2%, f(z,y) = ™"
b) @ =10, 3, f(z,y) = sin(z +y)
105) Berechnen Sie [, f(2,y,2) d(z,y, 2) fiir
a) Q= [172] X [253] X [072]7 f(I,y,Z) = (1‘"21'—2)2

3

b) Q =1[0,17, f(z,y,2) = £

106) Berechnen Sie das Volumen des Korpers zwischen der Ebene z = x 4+ y und dem
Rechteck [0,1] x [0,2] (in der zy-Ebene).

107) Berechnen Sie das Volumen des Kérpers, der oben vom Paraboloid z = 22 + 32 und
unten vom Quadrat [0, 1] x [0,1] (in der zy-Ebene) begrenzt wird.

108) Berechnen Sie das Volumen des Kérpers, der unterhalb der Fliche z = xy? + 4% und
oberhalb des Quadrats [0,2] x [0,2] (in der zy-Ebene) liegt.

109) Berechnen Sie
/ v*yd(z,y),
A

wobei A die obere Halfte des Kreises mit Radius 2 um den Nullpunkt sei.

110) Berechnen Sie
[ @) dan)

wobei A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,1) und (1,0) sei.





