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Beispiel 1 (5 Punkte).
(a) Sei f: R — R durch f(z) := 2% definiert.

Bestimmen Sie, ob f injektiv ist und ob f surjektiv ist.
Berechnen Sie zudem das Bild des Intervalls [—5, 2] sowie das Urbild des Intervalls [—1,4].
(b) Sei X eine beliebige Menge und P(X) ihre Potenzmenge. Wir definieren die Relation ~ auf P(X)

dadurch, dafl A ~ B genau dann gelte, wenn die symmetrische Differenz A /A B leer ist oder
endlich viele Elemente besitzt.

Bestimmen Sie, ob ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Losung.
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Beispiel 2 (5 Punkte).
(a) Beweisen Sie fiir alle n € IN\{0} die Ungleichungen

271,—1 < n| < nn.

(b) Wir definieren fiir alle n € IN die Partialsummen
n 1
w1
k=1 k

Zeigen Sie, daB fiir jedes n € IN\{0, 1} eine ungerade Zahl p,, € 2IN + 1 und eine gerade Zahl
qn € 2N existieren, fiir die
_ P

an

U n

ist, und schlieflen Sie daraus, daf u, fiir kein n € IN\{0, 1} eine ganze Zahl ist.

Losung.
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Beispiel 3 (5 Punkte).
(a) Zeigen Sie, daf} die Menge

U={zeC||z| =1}
eine Untergruppe von (C\{0}, -) bildet.

(b) Sei (R, +,-) ein endlicher, kommutativer Ring ohne Nullteiler.
Zeigen Sie, daB fir jedes x € R\{0} die Funktion

fw: R_)Ra fE(y) =Ty,

bijektiv ist, und folgern Sie, dafi R ein Korper ist.

Losung.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
(a) Finden Sie Zahlen A,y € Z mit

805\ + 2734 = 7.

(b) Seien (G, *¢) und (H,*p) zwei endliche, zyklische Gruppen. Wir definieren die Produktgruppe
(G x H,*gxpm) auf dem kartesischen Produkt G x H mit der durch

V91,92 € G hi,hy € H : (g1, h1) *axm (92, h2) = (91 *a g2, h1 *u h2)

gegebenen komponentenweisen Verkniipfung g« g .

Zeigen Sie, dafl (G x H, *gxm) eine zyklische Gruppe ist, falls
geT(card(G),card(H)) = 1

ist.

Losung.
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Beispiel 5 (5 Punkte).
(a) Berechnen Sie alle komplexen Losungen z € C der Gleichung

2P+ (1 —i)z—(1—i)z=(1-1)>2
(b) Berechnen Sie das Supremum und das Infimum der Teilmenge
a
K= {E ‘ abe (1,2)} cR.

(Ein Beweis, daf} es sich bei den gefundenen Werten in der Tat um das Supremum und das Infimum
handelt, wird erwartet.)

Losung.
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Beispiel 6 (5 Punkte).
(a) Bestimmen Sie, ob die durch

zp = V2k2 +1—+/2k2 — 1, ke N\{0},
gegebene Folge (z)j"_; konvergiert, und berechnen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

(b) Sei (a;)jen eine monoton fallende Folge in [0, 400) mit lim;_, a; = 0.
Beweisen Sie, dafi die Reihe

k
.
2 e
J=0 kelN

in C konvergiert.

Losung.
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Personliche Notizen (werden nicht gewertet).
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Personliche Notizen (werden nicht gewertet).
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