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Beispiel 1 (5 Punkte).
(a) Wir definieren auf C die Relation R dadurch, dal wRz genau dann gelte, wenn Re(w) < Re(z)
und Sm(w) < Sm(z) ist.

Bestimmen Sie, ob R eine Ordnungsrelation auf C ist und ob (C,R) total geordnet ist.
(b) Seien X und Y zwei Mengen, A1, Ay © X und By, By < Y nicht leere Teilmengen mit A1 N Ay # &
und By n By # @ und f1: Ay — By und fo: Ay — By zwei bijektive Funktion.

Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage, dafl dann eine bijektive Funktion g: A; n As — By n Bs
existieren muf.

Losung.

(a) o Wir verifizieren die einzelnen Eigenschaften einer Ordnungsrelation:

Reflexivitdt: Wegen Rew < Rew und Smw < Smw gilt wRw fir alle w € C.

Transitivitat: Fs gelte wRz und zR(. Dann ist Rew < Rez < Re und Smw < Smz <
Sm ¢, also wR(.

Antisymmetrie: FEs gelte wRz und zRw. Dann haben wir few < ez < Rew und Smw <
Smz < Smw, also Rew = Rez und Smw = Ym z und somit w = z

< , ) § .
Also ist R eine Ordnungsrelation.

e Die Relation ist keine Totalordnung, da etwa die Zahlen 1 und i weder 1Ri noch iR1 erfillen.

(b) Wir geben ein Gegenbeispiel: X ={0,1,2}, Y = {a,b}, A; ={0,1}, Ay = {1,2}, By = By = {a, b}
und f1(0) = a, f1(1) =b, fo(1) = a, f2(2) =b. Dann ist Ay " Ay = {1} und By n By = {a,b}. Wegen
card(4; N As) = 1 < 2 = card(By n Bz) g¢ibt es dann jedoch keine bijektive Abbildung zwischen
A1 M A2 und Bl M BQ.
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Beispiel 2 (5 Punkte).
(a) Seien x,y € Z und n € IN.

Zeigen Sie, daf} die Zahl ™ — y™ ein ganzzahliges Vielfaches von = — y ist.
(b) Sei (zx)ken eine Folge in [0, +0), die rekursiv durch die Gleichung
Tpt1 =2+ y/xy fir alle k e N

und den Anfangswert xg := 5 gegeben ist.

Zeigen Sie, dafl (zy)ren eine streng monoton fallende Folge ist und zy, € (4, 5] fiir alle k € IN gilt.

Losung.

(a) Die Identitét

n—1

" yn _ (T o 7/) Z Jlkynilik,
k=0

liefert uns, daf

n—1
2" —y" = Mz —y) mit \ := 2 zhynlk ez
k=0
gilt.
b) Wir beweisen die Aussage mittels vollstandiger Induktion. Sei
g g
A= {kEIN|4<[Ek+1<LL‘k<5}.

Wegen 4 < 2 ++/5 < 5 haben wir 4 < z; < 29 < 5, also 0 € A. Angenommen k € A, dann gilt wegen
Tht1 > 4:

Tk+2 —4 = AV Tk+1 —2>0.

Variante 1: Aus xp11 < 2 < 5 folgt weiters, da die Funktion z — 2 + /2 monoton wachsend ist,
daB

Thta =2+ \/Trr1 <2+ /T = Tp41 <D
ist.

Variante 2: Auflerdem haben wir wegen x;.1 > 4 die Ungleichung
Thyo — Tpyl = 2+ /Trr1 — Thp1 = —(VTrr1 — 2) (Va1 +1) <0,
weshalb xp1o < g1 < 5 gilt.

Somit ist 4 < g0 < X1 < 5, also k + 1 € A und nach vollstindiger Induktion daher A = IN.
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Beispiel 3 (5 Punkte).
(a) Bestimmen Sie, ob die Teilmenge K = {a + bi | a,b € Q} des Korpers (C, +, -) mit der komplexen
Addition und Multiplikation ein Korper ist.

(b) Sei G eine Untergruppe von (R, +) mit der Eigenschaft, daf
a:=inf{ge G|g>0}>0
ist. Beweisen Sie, daf3
G=aZ = {an |neZ}

gilt.

Losung.

(a) Offenbar sind 0,1 € K. Da auflerdem fiir beliebige a + bi,a + fi€ K, a,b, o, B € Q gilt, dafi wegen
a—c,b—deQ
(a+bi)+(—c—di)=(a—c)+ (b—d)ie K

ist, so haben wir daf$ (K,+) eine Untergruppe von (C,+) ist. Auflerdem haben wir, dafi wegen
ac —bd,bc + ad € Q

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (be + ad)i € K

liegt, weshalb (K, +,-) ein (automatisch kommutativer) Unterring des Korpers (C,+,-) ist.
Zudem liegt das inverse Element eines Elements a+bi € K\{0} ebenfalls in K, da wegen e ﬁ €
Q auch

a b .
— 1
a?+b2  a?+b?

(a+bi)~t = e K

ist. Damit erfullt (K, +,-) alle Eigenschaften eines Korpers.

(b) o Wir zeigen zuerst, daf$ a € G liegt. Angenommen, a ware nicht in G, dann gibt es ein Element
ge G mit a < g < 2a und weiters ein Element g € G mit a < g < g. Da G eine Untergruppe
ist, muf jedoch auch g — g € G sein, was wegen 0 < g — g < 2a — a = a jedoch ein Widerspruch
zu a = inf{g e G | g > 0} wdre. Somit ist a € G.

o Also ist die von a erzeugte Untergruppe, das ist aZ., in G enthalten. Es bleibt zu zeigen, dafl

kein weiteres Element x € G\aZ existiert. Angenommen es gibe so ein Element x. Dann gilt fir
n:=|%], daff na < x < (n+1)a ist. Da G eine Gruppe ist, lige damit jedoch auch x —na € G,

was wegen 0 < x —na < a wiederum ein Widerspruch zur Definition von a wdre. Somit muj3
G = aZ sein.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
(a) Bestimmen Sie ein x € Z, das durch 4 teilbar ist und die Kongruenzen

rz=2 mod 3
=3 mod?7
erfillt.

(b) Sei p eine Primzahl, fiir die auch 8p? + 1 eine Primzahl ist. Zeigen Sie, dal p = 3 ist.

Losung.

(a) Wir bemerken, dafl die Zahlen y; :=4-7 = 28 und y, := 3 -4 = 12 die Kongruenzen

y1=1,492=0 mod 3,
y1 =0,y =0 mod 4,
y1=0,92=5 mod 7

erfiillen. Kombinieren wir diese beiden Werte zu
x = 2y; + 2y = 80,
so haben wir wie verlangt

r =2 mod 3,
=0 mod 4 und
r=10=3 mod 7.

(b) Angnommen, p wire nicht gleich 3. Dann wire p € (3Z + 1) U (3Z + 2) und wegen (3Z + 1)? =
(3Z + 2)? = 3Z + 1 daher p? € (3Z + 1). Somit wire 8p? + 1 € 3Z, was jedoch 3 | 8p* + 1 bedeuten
wiirde, weshalb 8p? + 1 in dem Fall keine Primzahl sein kénnte. Also bleibt nur noch die Méglichkeit
p =3, wo 8p> + 1 = 73 in der Tat eine Primzahl ist.
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Beispiel 5 (5 Punkte).
(a) Seien x,y € R. Beweisen Sie, dal = y genau dann gilt, wenn wir fir alle € > 0

lv —y| <e
haben.

(b) Sei P c NN eine endliche Teilmenge der Primzahlen. Zeigen Sie, daf die Polynomfunktion

[:€—C f(z)=]]E-p),

peP

keine rationale Nullstelle besitzt.

Losung.

(a) ,=*: Seix =vy. Dann gilt fir alle e > 0 offenbar |z —y| =0 < e.

,<=* Angenommen wir haben |z — y| < e fiur alle e > 0, aber x # y. Dann ist v —y # 0 und daher
|z — y| > 0. Insbesondere liefert uns das fiir € := |z — y| den Widerspruch 0 < e < |z —y|.

(b) Da C ein Korper und damit nullteilerfrei ist, ist z genau dann einen Nullstelle von f, wenn ein

pe P mit

Z- =P

existiert. Da p eine Primzahl ist, kann jedoch keine rationale Zahl o € Q mit a® = p existieren, weil
sich jede rationale Zahl als o = ¢ mit zwei teilerfremden Zahlen a € Z und b € N\{0} schreiben

b

lifst und dann a® = pb? gelten miifte. Jedoch miifite dann p | a und daher p* | a? gelten, woraus
aber p? | pb?, also p | b und weiters p | b folgern wiirde, was der Teilerfremdheit von a und b

widerspriche.
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Beispiel 6 (5 Punkte).
(a) Berechnen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter o € R\{—2} den Grenzwert

o =27
im ——.
n—ow " + 27
(b) Sei (z,,)nen eine konvergente Folge in R mit dem Grenzwert y € R\Z.
Zeigen Sie, daf3

lim |z, | = |y

n—0o0

gilt.

Losung.

(a) o Fir |a| > 2 bekommen wir

an — 2n ) 1_(2)n

Q

im ———— = lim ——5%—
n—owo " + 21 n—ow 1 4+ (%)”
e Fiir @ = 2 haben wir die konstante Nullfolge, also ist

oot =2"
lim — =0.
n—o Q' + 21

o Fiir |a] < 2 bekommen wir

a — 2n

n_1
im ——— = lim = —— =
n—oo " + 27 n—>OC( )n+1

—1.

—
n[Q o]
N

(b) Da (x,)nen gegen y konvergiert, finden wir ein N € IN mit
|z, —y| < d:=min{y — |y, |y| + 1 — y} fiir alle n € [N, 0)n.
Dann ist
lyl <y—d<z, <y+d<|y|+1, also z, € (|y],|y] + 1) fiir alle n € [N, 0)y.
Somit ist jedoch
|, ] = |y] fiir alle n € [N, 00)y,

weshalb (|@n])nen gegen |y| konvergiert.
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