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Beispiel 1 (5 Punkte).
(a) Wir definieren auf p0,`8q die Relation „ dadurch, daß x „ y genau dann gelte, wenn

?
x´

?
y

x2 ` y2 “ x2 ´ y2

erfüllt ist. Bestimmen Sie, ob „ eine Äquivalenzrelation auf p0,`8q ist.

(b) Seien X und Y zwei Mengen und f : X Ñ Y und g : Y Ñ X zwei Funktionen mit der Eigenschaft,
daß f ˝ g “ idY ist. Bestimmen Sie das Bild pg ˝ fqpXq.

Lösung.

(a) Die Relation „ ist klar reflexiv und symmetrisch (das Vertauschen von x und y multipliziert beide
Seiten der Gleichung mit ´1). Für die Transitivität bemerken wir, daß die Gleichung äquivalent zu

?
x´ x4 “

?
y ´ y4

ist, was uns unmittelbar die Transitivität liefert.

(b) Wir beweisen, daß pg ˝fqpXq “ gpY q ist. Die Inklusion pg ˝fqpXq Ă gpY q folgt direkt aus fpXq Ă Y .
Sei nun x P gpY q. Dann existiert ein y P Y mit x “ gpyq. Die Verkettung mit f liefert damit
fpxq “ pf ˝ gqpyq “ y. Verketten wir dies jetzt mit g, so bekommen wir

pg ˝ fqpxq “ gpyq “ x

und daher x P pg ˝ fqpXq.
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Beispiel 2 (5 Punkte).
(a) Zeigen Sie, daß für alle n P Nzt0u die Ungleichung

2n
´1
ÿ

k“1

1
k
ě
n

2

gilt.

(b) Beweisen Sie die Ungleichung

4npn!q3 ă pn` 1q3n für alle n P Nzt0u.

Lösung.

(a) Für n “ 1 lautet die Ungleichung 1 ě 1
2 und ist damit erfüllt. Nehmen wir an, daß für ein n P Nzt0u

2n
´1
ÿ

k“1

1
k
ě
n

2

gilt. Dann haben wir

2n`1
´1

ÿ

k“1

1
k
“

2n
´1
ÿ

k“1

1
k
`

2n`1
´1

ÿ

k“2n

1
k
ě
n

2 `
2n`1

´1
ÿ

k“2n

1
k
.

Bemerken wir nun, daß für alle k P r2n, 2n`1 ´ 1sN die Abschätzung 1
k ě 2´pn`1q gilt, so finden wir

2n`1
´1

ÿ

k“2n

1
k
ě 2n ¨ 2´pn`1q “

1
2 .

Wir bekommen daher schließlich
2n`1

´1
ÿ

k“1

1
k
ě
n

2 `
1
2 “

n` 1
2 ,

woraus wir mit vollständiger Induktion folgern können, daß die Ungleichung für alle n P Nzt0u erfüllt
ist.

(b) Für n “ 1 gilt die Ungleichung. Nehmen wir an, sie gilt für ein n P Nzt0u. Dann haben wir

4n`1ppn` 1q!q3 “ 4npn!q3 ¨ 4pn` 1q3 ă 4pn` 1q3 ¨ pn` 1q3n “ 4pn` 1q3pn`1q.

Es genügt daher zu zeigen, daß 4pn` 1q3pn`1q ď pn` 2q3n`3 ist, was wiederum äquivalent zu

4 ď
ˆ

n` 2
n` 1

˙3pn`1q
“

ˆ

1` 1
n` 1

˙3pn`1q

ist. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes können wir diese Abschätzung direkt verifizieren:
ˆ

1` 1
n` 1

˙3pn`1q
ě 1`

ˆ

3pn` 1q
1

˙

1
n` 1 “ 4.
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Beispiel 3 (5 Punkte).
(a) Zeigen Sie, daß die Menge

G :“
"

1` 2m
1` 2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m,n P Z

*

eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe pQzt0u, ¨q ist.

(b) Sei G eine endliche Gruppe. Bestimmen Sie alle Untergruppen H von G mit der Eigenschaft
cardpHq ą 1

2 cardpGq.

Lösung.

(a) Das neutrale Element 1 gehört offenbar zu G. Zudem ist für 1`2m
1`2n P G das inverse Element 1`2n

1`2m
ebenfalls in G. Außerdem ist für 1`2m

1`2n ,
1`2m̃
1`2ñ P G das Produkt

1` 2m
1` 2n

1` 2m̃
1` 2ñ “

1` 2pm` m̃` 2mm̃q
1` 2pn` ñ` 2nñq

auch in G. Somit ist G eine Untergruppe von pQzt0u, ¨q.

(b) Der Satz von Lagrange liefert uns, daß cardH ein Teiler von cardG ist. Also existiert ein n P Nzt0u
mit

n cardH “ cardG.

Da jedoch nach Annahme bereits 2 cardpHq ą cardpGq ist, bleibt nur die Wahl n “ 1. Daher ist
H “ G die einzige Untergruppe von G, die mehr als der Hälfte der Elemente von G enthält.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
(a) Bestimmen Sie alle Lösungen pλ, µq P Z2 der Gleichung

272λ` 195µ “ 1.

(b) Beweisen Sie für a, b, c P Z die Implikation

c � ab ñ c � ggTpa, cq ggTpb, cq.

Lösung.

(a) Der Euklidische Algorithmus liefert uns die Iteration

272 “ 195` 77,
195 “ 2 ¨ 77` 41,
77 “ 41` 36,
41 “ 36` 5,
36 “ 7 ¨ 5` 1,

die wie folgt gelesen werden kann:

1 “ 36´ 7 ¨ 5
“ 36´ 7p41´ 36q “ 8 ¨ 36´ 7 ¨ 41
“ 8p77´ 41q ´ 7 ¨ 41 “ 8 ¨ 77´ 15 ¨ 41
“ 8 ¨ 77´ 15 ¨ p195´ 2 ¨ 77q “ 38 ¨ 77´ 15 ¨ 195
“ 38 ¨ p272´ 195q ´ 15 ¨ 195 “ ´53 ¨ 195` 38 ¨ 272.

Daher ist λ0 :“ 38 und µ0 :“ ´53 eine Lösung der Gleichung.
Damit können wir die Gleichung in der Form 272pλ ´ λ0q “ 195pµ0 ´ µq schreiben. Und da 272
und 195 gemäß dem Euklidischen Algorithmus teilerfremd sind, muß für jede Lösung pλ, µq P Z2

ein k P Z existieren, für das pλ ´ λ0q “ 195k ist. Dann lautet die Gleichung µ0 ´ µ “ 272k, so
daß jede Lösung von der Form pλ0, µ0q ` p195,´272qk, k P Z, ist. Umgekehrt gilt jedoch auch
272pλ0 ` 195kq ` 195pµ0 ´ 272kq “ 272λ0 ` 195µ0 “ 1 für alle k P Z, so daß die Lösungsmenge
gerade pλ0, µ0q ` p195,´272qZ ist.

(b) Schreiben wir a und b als Vielfache ihres jeweiligen größten geimeinsamen Teilers mit c, so bekommen
wir mit d̃ :“ ggTpa, cq und d̂ :“ ggTpb, cq:

a “ ãd̃, c “ c̃d̃ mit ggTpã, c̃q “ 1 und b “ b̂d̂, c “ ĉd̂ mit ggTpb̂, ĉq “ 1.

Wir haben nach Voraussetzung also c “ c̃d̃ � ãb̂d̃d̂, was uns c̃ � ãb̂d̂ liefert. Das Lemma von Euklid
impliziert dann, daß c̃ � b̂d̂ gilt. Zusammenfassend kriegen wir daher

ĉd̂ “ c “ c̃d̃ � b̂d̃d̂,

was ĉ � b̂d̃ impliziert und uns schlußendlich, da ggTpb̂, ĉq “ 1 ist, ĉ � d̃ liefert. Somit haben wir:

c “ ĉd̂ � d̃d̂ “ ggTpa, cq ggTpb, cq.
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Beispiel 5 (5 Punkte).
(a) Geben Sie jede Nullstelle ζ der komplexen Polynomfunktion

P : CÑ C, P pzq :“ p2z2 ` iqpz2 ´ p4´ iqz ` 5` iq,

in der Normalform ζ “ α` iβ mit α, β P R an.

(b) Sei p eine Primzahl und n P N eine zu p teilerfremde Zahl. Zeigen Sie, daß ?np irrational ist.

Lösung.

(a) Das Polynom P ist schon teilweise faktorisiert. Um die Nullstellen von P zu bestimmen, genügt es
daher, die Nullstellen von 2z2 ` i sowie z2 ´ p4´ iqz ` 5` i betrachten.

• Zur Berechnung der Nullstellen von 2z2 ` i schreiben wir die Gleichung 2z2 ` i “ 0 als

z2 “ ´
i
2 ,

was uns mit z “ α` iβ das Gleichungssystem

α2 ´ β2 “ 0,

2αβ “ ´1
2

mit den beiden Lösungen α “ ´β P t´1
2 ,

1
2u liefert. Damit haben wir die beiden Nullstellen

´ 1
2 `

i
2 und 1

2 ´
i
2 gefunden.

• Für die Bestimmung der Nullstellen von z2 ´ p4´ iqz ` 5` i berechnen wir die Diskriminante
δ :“ p4 ´ iq2 ´ 4p5 ` iq “ ´5 ´ 12i. Die Quadratwurzeln von δ in Normalform α̃ ` iβ̃ sind
Lösungen von

α̃2 ´ β̃2 “ ´5,
2α̃β̃ “ ´12,

also α̃` iβ̃ P t´2` 3i, 2´ 3iu. Die Nullstellen von z2 ´ p4´ iqz ` 5` i sind daher

4´ i´ p2´ 3iq
2 “ 1` i und 4´ i` p2´ 3iq

2 “ 3´ 2i.

(b) Nehmen wir an, es gäbe Zahlen s, t P Nzt0u mit ?np “ s
t und ggTps, tq “ 1. Dann hätten wir

np “
s2

t2
, also t2np “ s2.

Daraus schließen wir, daß p � s2 gelten müßte. Da p jedoch eine Primzahl ist, würde p � s folgen; wir
fänden also ein k P Nzt0u mit s “ kp, was uns t2np “ s2 “ k2p2 lieferte. Daraus würde allerdings
p � t2n folgen, weshalb wir, da nach Voraussetzung ggTpp, nq “ 1 gilt, p � t2, also auch p � t, hätten,
was jedoch der Annahme ggTps, tq “ 1 widerspräche.
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Beispiel 6 (5 Punkte).
(a) Berechnen Sie in Abhängigkeit vom Parameter α P tz P Czt0u | |z| ‰ 3u den Grenzwert

lim
nÑ8

2α´n ` 3´n

α´n ´ 3´n .

(b) Bestimmen Sie, ob die Reihe

8
ÿ

n“1

an
n

mit an :“
Yn

3

]

´
n´ 1

3 für alle n P Nzt0u

konvergiert.

Lösung.

(a) • Für |α| ą 3 bekommen wir

lim
nÑ8

2α´n ` 3´n

α´n ´ 3´n “ lim
nÑ8

2p 3
α q
n ` 1

p 3
α q
n ´ 1

“ ´1.

• Für |α| ă 3, α ‰ 0, bekommen wir

lim
nÑ8

2α´n ` 3´n

α´n ´ 3´n “ lim
nÑ8

2` pα3 q
n

1´ pα3 qn
“ 2.

(b) Wir bemerken, daß

an “

$

’

&

’

%

0 für n P 3Nzt0u ´ 2,
´ 1

3 für n P 3Nzt0u ´ 1,
1
3 für n P 3Nzt0u

ist. Damit bekommen wir die Abschätzung

1
3

K´1
ÿ

k“1

ˆ

´
1

3k ´ 1 `
1
3k

˙

´
1
3

1
3K ´ 1 “

3K´1
ÿ

n“1

an
n

ď

3K
ÿ

n“1

an
n
“

3K`1
ÿ

n“1

an
n
“

1
3

K
ÿ

k“1

ˆ

´
1

3k ´ 1 `
1
3k

˙

.

Da die Reihe p
ř`
k“1p´1qkbkq8`“1 mit b2k´1 “

1
3k´1 und b2k “

1
3k , k P Nzt0u nach dem Leib-

nizkriterium gegen einen Wert α P R konvergiert, finden wir zu jedem ε ą 0 ein K0 P N, für
das ∣∣∣∣∣α´ K

ÿ

k“1

ˆ

´
1

3k ´ 1 `
1
3k

˙

∣∣∣∣∣ ă ε für alle K P rK0,8qN

gilt. Damit haben wir mit N0 :“ maxt3K0 ` 2, 1
2εu∣∣∣∣∣α3 ´

N
ÿ

n“1

an
n

∣∣∣∣∣ ă ε

3 `
2ε
3 “ ε für alle N P rN0,8qN.

Somit konvergiert die Reihe gegen α
3 .
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