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Beispiel 1 (5 Punkte).
(a) Wir definieren auf (0, +00) die Relation ~ dadurch, da§ z ~ y genau dann gelte, wenn

VEZNG o
= Y
x? 4+ y?
erfiillt ist. Bestimmen Sie, ob ~ eine Aquivalenzrelation auf (0, +o0) ist.

(b) Seien X und Y zwei Mengen und f: X — Y und g: Y — X zwei Funktionen mit der Eigenschaft,
dafl f o g = idy ist. Bestimmen Sie das Bild (g o f)(X).

Losung.

(a) Die Relation ~ ist klar reflexiv und symmetrisch (das Vertauschen von x und y multipliziert beide
Seiten der Gleichung mit —1). Fir die Transitivitat bemerken wir, daf die Gleichung dquivalent zu

V-t =y—y'
ist, was uns unmittelbar die Transitivitdt liefert.
(b) Wir beweisen, daf$ (go f)(X) = g(Y) ist. Die Inklusion (go f)(X) < g(Y') folgt direkt aus f(X) < Y.

Sei nun x € g(Y). Dann existiert ein y € Y mit x = g(y). Die Verkettung mit [ liefert damit
f(z) = (fog)(y) =y. Verketten wir dies jetzt mit g, so bekommen wir

(9o f)(x) =9g(y) ==
und daher x € (go [)(X).
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Beispiel 2 (5 Punkte).
(a) Zeigen Sie, daf fiir alle n € IN\{0} die Ungleichung

wn—t
N’lB

gilt.
(b) Beweisen Sie die Ungleichung

4™(n1)3 < (n 4 1)>" fiir alle n € IN\{0}.

Losung.

(a) Fiir n = 1 lautet die Ungleichung 1 > § und ist damit erfiillt. Nehmen wir an, daf fiir ein n € IN\{0}

gilt. Dann haben wir

w\H

2"“—11 Ty 2"*1—11 n 2"“1

Bemerken wir nun, da8 fiir alle k € [27,2"+1 — 1]y die Abschitzung + > 2-("+1 gilt, so finden wir

on+l_1

Z l > on. 2—(’n+1) _ =
s

Wir bekommen daher schlieilich

woraus wir mit vollstdndiger Induktion folgern kénnen, dafi die Ungleichung fiir alle n € IN\{0} erfiillt
ist.

+1_n+1
2 b)

k‘\r—
w\;%
DO |

(b) Fir n =1 gilt die Ungleichung. Nehmen wir an, sie gilt fiir ein n € IN\{0}. Dann haben wir
4" (n+ D)D3 =43 - 4(n+1)2 <4(n+ 1) - (n + 1)3" = 4(n + 1)300FY),

Es geniigt daher zu zeigen, daB 4(n + 1)>("+1) < (n + 2)3"+3 ist, was wiederum édquivalent zu

423 30D 1 \3(+D)
4< =11
(i) =0+

ist. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes konnen wir diese Abschétzung direkt verifizieren:
1\ M 1
1+ 1y (30D -
n+1 1 n+1
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Beispiel 3 (5 Punkte).
(a) Zeigen Sie, dafl die Menge
1+ 2m
G = { T+ on m,neZ}

eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe (Q\{0}, -) ist.
(b) Sei G eine endliche Gruppe. Bestimmen Sie alle Untergruppen H von G mit der Eigenschaft

card(H) > % card(G).

142n
14+2m

H2m o ¢ das inverse Element
14+2n

Losung.
(a) Das neutrale Element 1 gehort offenbar zu G. Zudem ist fir
L2 o ¢ das Produkt

142m
1+2n’ 1420

ebenfalls in G. Auferdem ist fir
1+ 2(m + m+ 2mm)

1+ 2(n+ 7+ 2nn)

1+2m1+2m

1+2n 1+2n
auch in G. Somit ist G eine Untergruppe von (Q\{0},).
(b) Der Satz von Lagrange liefert uns, daf$ card H ein Teiler von card G ist. Also existiert ein n € IN\{0}

mit

ncard H = card G.
Da jedoch nach Annahme bereits 2 card(H) > card(G) ist, bleibl nur die Wahl n = 1. Daher ist
H = G die einzige Untergruppe von G, die mehr als der Hilfte der Elemente von G enthdlt.
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Beispiel 4 (5 Punkte).
(a) Bestimmen Sie alle Lésungen (), ) € Z2 der Gleichung

272X + 1954 = 1.

(b) Beweisen Sie fiir a,b, c € Z die Implikation

clab = c|ggT(a,c)ggT(b,c).

Losung.

(a)

(b)

Der Euklidische Algorithmus liefert uns die Iteration

272 =195 + 77,

195 =277+ 41,

77 =41 + 36,

41 =36 + 5,

36=7-5+1,

die wie folgt gelesen werden kann:

1=36—-7-5
=36—"7(41—36)=8-36—7-41
=8(77—41)—7-41=8-77—15-41
=8-7T7T—15-(195—2-77) =38-77—15-195
=38-(272—195) — 15-195 = —53 - 195 + 38 - 272.

Daher ist Ao := 38 und p := —53 eine Losung der Gleichung.

Damit konnen wir die Gleichung in der Form 272(\ — A\g) = 195(ug — p) schreiben. Und da 272
und 195 geméB dem Euklidischen Algorithmus teilerfremd sind, muf fiir jede Losung (A, u) € Z2
ein k € 7Z existieren, fir das (A — \g) = 195k ist. Dann lautet die Gleichung pug — p = 272k, so
daB jede Losung von der Form (Ao, o) + (195, —272)k, k € Z, ist. Umgekehrt gilt jedoch auch
272(Ng + 195k) + 195(uo — 272k) = 272X + 1951 = 1 fir alle k € Z, so daf die Losungsmenge
gerade (Ao, po) + (195, —272)Z ist.

Schreiben wir @ und b als Vielfache ihres jeweiligen grofiten geimeinsamen Teilers mit ¢, so bekommen
wir mit d := ggT(a,c) und d = ggT(b, c):

a =ad, ¢ =& mit ggT(a,é) =1 und b = bd, ¢ = éd mit ggT(bh,é) = 1.
Wir haben nach Voraussetzung also ¢ = éd | &Eam, was uns ¢ | abd liefert. Das Lemma von Euklid
impliziert dann, daf3 ¢ | bd gilt. Zusammenfassend kriegen wir daher

6cf=c=éd\ BJ{Z,

was ¢ | bd impliziert und uns schluffendlich, da ggT(@, ¢)=1list, ¢ | d liefert. Somit haben wir:

c=éd | dd = ggT(a,c)ggT(b,c).
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Beispiel 5 (5 Punkte).
(a) Geben Sie jede Nullstelle ¢ der komplexen Polynomfunktion

P:C—C, P(z):= (22 +1)(2* — (4 — i)z + 5 + i),
in der Normalform ¢ = a + i mit «, 5 € R an.

(b) Sei p eine Primzahl und n € IN eine zu p teilerfremde Zahl. Zeigen Sie, dafl ,/np irrational ist.

Losung.

(a) Das Polynom P ist schon teilweise faktorisiert. Um die Nullstellen von P zu bestimmen, genigt es
daher, die Nullstellen von 222 + i sowie 22 — (4 —1i)z + 5 + i betrachten.

e Zur Berechnung der Nullstellen von 2z + i schreiben wir die Gleichung 22% +1 =0 als

was uns mit z = a +if das Gleichungssystem
o — 32 =0,

1
2 I
afs 5

mit den beiden Losungen o = —f3 € {—%, %} liefert. Damit haben wir die beiden Nullstellen
—% + 5 und % — 5 gefunden.

e Fiir die Bestimmung der Nullstellen von 22 — (4 —1i)z + 5 + i berechnen wir die Diskriminante
§ = (4—1)?—4(5+1i) = =5 — 12i. Die Quadratwurzeln von § in Normalform & + i3 sind
Losungen von

a*— [ = -5,
2683 = —12,
also & + i € {—2 + 3i,2 — 3i}. Die Nullstellen von 2> — (4 —1i)z + 5 + i sind daher

4—i—(2-3i)
2

=3 —2i.

:1+iund4_%(2_3l)

(b) Nehmen wir an, es gibe Zahlen s,t € IN\{0} mit \/np = $ und ggT(s,t) = 1. Dann hdtten wir

2
np = 2 also t?np = 5.

Daraus schliefen wir, dafi p | s? gelten miifite. Da p jedoch eine Primzahl ist, wiirde p | s folgen; wir
finden also ein k € IN\{0} mit s = kp, was uns t*np = s*> = k*p? lieferte. Daraus wiirde allerdings

p | tn folgen, weshalb wir, da nach Voraussetzung ggT(p,n) = 1 gilt, p | 2, also auch p | t, hdtten,
was jedoch der Annahme ggT(s,t) = 1 widerspriche.
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Beispiel 6 (5 Punkte).
(a) Berechnen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter o € {z € C\{0} | |z| # 3} den Grenzwert

. 2T+ 3T
lim
now " — 3N

(b) Bestimmen Sie, ob die Reihe

-1
nJ . 3 fir alle n € IN\{0}

0
Z—n itan:zlg

n

konvergiert.

Losung.
(a) e Fiir |a| > 3 bekommen wir
3—n 2 3 noyq

lim L lim (;)7 =—1.
n—ow " — 37N n—00 (E)n —1

o Fir |a| <3, a # 0, bekommen wir

-n -n 24+ (&
20 "t :hm#zl
n—oo |1 — (§
(b) Wir bemerken, daf§
0  fiir ne 3N\{0} — 2,
L fiir n e 3N\{0} —

Ap = -3
L fiir n e 3N\{0}

3
ist. Damit bekommen wir die Abschéitzung

1 1 _Slilan
-1 n

K-1
1 1 1
3 2 <_3k 1 Bk) 33K
k=1 o =1
a 3K+1a 1 K 1
< —= = =2z )
\n 7;1 n 3;( 3k—1 3k>

3

@ 3

<

)kbk) ", mit bop_1 = ﬁ und by, = 3k, k € IN\{0} nach dem Leib-

Da die Reihe (ng:l(
nizkriterium gegen einen Wert o € R konvergiert, finden wir zu jedem ¢ > 0 ein Ky € N, fiir

das
< ¢ fir alle K € [Ky, )N

K
1 1
=2, <_3k—1+3k)

k=1

gilt. Damit haben wir mit Ny := max{3Ky + 2,4 52

Z%

2
° _ ¢ fir alle N € [No, o0

3

oo\m

(6]

Somit konvergiert die Reihe gegen §
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