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Bezispiel 1.
Formulieren Sie die Negation der folgenden Aussagen:

(a) ,Die Zahl 7 ist irrational oder transzendent und die Zahl 496 ist entweder eine perfekte Zahl oder
ungerade.”

(b) ,Wenn sich die zwei Geraden schneiden, dann haben sie genau einen Schnittpunkt.”

Beispiel 2.

Wir nehmen an, die Aussage ,Wenn es regnet, nimmt Jana einen Regenschirm mit. Ljoscha nimmt nie
einen Regenschirm, wenn es nicht regnet, und immer einen, wenn es regnet.” trifft zu.

Was kénnen Sie dann jeweils aus den Aussagen

(a) ,Jana trigt einen Regenschirm.“,
(b) ,Jana trigt keinen Regenschirm.®,
(c) ,Ljoscha trigt einen Regenschirm.,
(d) ,Ljoscha trigt keinen Regenschirm.,
(e) ,Es regnet.“ und

(f) ,Es regnet nicht.“

schliefsen?

Bezispiel 3.

(a) Wieviele verschiedene dreistellige Junktoren gibt es?

(b) Sei n eine natiirliche Zahl. Wieviele n-stellige Junktoren gibt es?

Bezispiel 4.

Seien p, ¢ und r Aussagenvariablen. Geben Sie fiir die folgenden Formeln jeweils eine Wahrheitstabelle
an:

(a) pV ((-p) < q),

(b) p=q) =,

(c) (=p) Aa) = ((mq) V (-r)).
Beispiel 5.

Bestimmen Sie, welche der folgenden Aussagen Kontradiktionen sind und welche Tautologien sind:

(a) (p=q)V(a=p),

(b) (0N (p=q) A (9),

(c) pA (=) A (=) A (=(g = 1)),
(d) (pV (=q) Vr)A(=p)Ag,

(e) (p=q) = ((g=71)=(p=71)).
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Beispiel 6.
Drei Personen X, Y und Z treffen zusammen.

e X sagt: Y sagt die Wahrheit.“
e Y sagt: ,,Z liigt.”

o 7 sagt: , X und Y sagen beide die Wahrheit oder sie liigen beide.”

Gibt es eine mogliche Konstellation, so daf der Wahrheitsgehalt der Aussagen konsistent damit ist, ob
die Personen liigen oder die Wahrheit sagen? Bestimmen Sie, welche Personen in diesen Fallen jeweils
die Wahrheit sagen und welche liigen.
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Bezispiel 1.
Seien p, ¢ und 7 drei Aussagenvariablen. Wir definieren die Formel A durch die Wahrheitstabelle

wahr | wahr | wahr | wahr | falsch | falsch | falsch | falsch
wahr | wahr | falsch | falsch | wahr | wahr | falsch | falsch

p
q
T H wahr ‘ falsch ‘ wahr ‘ falsch ‘ wahr ‘ falsch ‘ wahr ‘ falsch ‘
A H wahr ‘ falsch ‘ falsch ‘ wahr ‘ falsch ‘ wahr ‘ wahr ‘ falsch ‘

|
|

Schreiben Sie A als Verkniipfung der Aussagen p, ¢ und r

(a) in konjunktiver Normalform und

(b) in disjunktiver Normalform.

Beispiel 2.
Fiir beliebige Aussagen p und ¢ definieren wir die Exklusion p A g als —(p A q).

Zeigen Sie, dak jede aussagenlogische Formel &quivalent zu einer ist, die sich nur mit Hilfe des Junktors
A schreiben 14£t.
Beispiel 3.
Seien p, g, drei Aussagenvariablen. Bestimmen Sie, welche der vier Formeln
e (p=q =r,
e (pAg) =T,
e p=(q=r),
e (p=r)A(g=r)

dquivalent zueinander sind.

Bezispiel 4.
Beweisen Sie, daf
(a) die beiden Formeln

(p=q) Apund p A gq; sowie
(b) die beiden Formeln
(=p) = (¢ Vr) und (=g) = ((-r) = p)
jeweils dquivalent zueinander sind.

Bezispiel 5.

Wir haben gesehen, daf (p = ¢) V (¢ = p) gilt. Sei nun n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir definieren p
als die Aussage ,,Die Zahl n ist ungerade. und ¢ als die Aussage ,,Die Zahl n ist eine Primzahl.“. Da nun
jedoch entweder p = q oder g = p gilt, folgt entweder, daf jede ungerade Zahl n eine Primzahl ist, oder,
dak jede Primzahl n ungerade ist.

Offensichtlich sind jedoch beide Aussagen falsch. Wo ist der Fehler in der Argumentation?



Beispiel 6.

Seine p, ¢ und r Aussagenvariablen. Zeigen Sie, dafs
p=q¢p=(@=r)Fp=r

gilt; die Formel p = r also wahr ist, wann immer die Formeln p = ¢ und p = (¢ = r) wahr sind.
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Bezispiel 1.

Welche Spielkarten in der untenstehenden Figur muff man mindestens umdrehen, um mit Sicherheit die
Frage ,,Sind alle der fiinf Karten, die ein blaues Rautenmuster auf der Riickseite haben, Asse?* beantworten
zu konnen (wenn wir davon ausgehen, dafs jede Spielkarte eine Bild- und eine Riickseite besitzt)?
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Beispiel 2.

Geben Sie einen formalen Beweis fiir den sogenannten Modus tollendo tollens:

—q,p = qF —p.

Bezispiel 3.
Bringen Sie die aussagenlogische Formel
(p=a A e (sVi)
(a) in disjunktive Normalform und
(b) in konjunktive Normalform.
Bezispiel 4.

Bestimmen Sie die Negation der folgenden pradikatorlogischen Aussagen

(a) ,Wenn iiberall Nacht ist, sind alle Katzen grau.”

(b) ,Es gibt genau dann ein Haar in der Suppe, wenn jemand danach sucht.*
Bezispiel 5.
Bestimmen Sie die Negation der pradikatorlogischen Formeln

(a) Yz (P(z) A By Q(x,y))) und

(b) 3z ((3y(P(z) v Q(x,y))) & VzR(z,2)),
wobei P ein einstelliges und @@ und R zweistellige Prédikate bezeichnen.
Beispiel 6.
Wir betrachten die pradikatorlogischen Formeln

Va Jy P(x,y) und JyVa Pz, y),

wobei P ein zweistelliges Pradikat bezeichnet.

(a) Geben Sie eine Interpretation an, in der die erste Formel wahr und die zweite falsch ist.

(b) Gibt es auch eine Interpretation, in der die erste Formel falsch und die zweite wahr ist?
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Bezispiel 1.
Ist die Implikation

ACBUC=(ACB)V(AcCCQO)

fiir alle Mengen A, B und C richtig?

Beispiel 2.
Sei E = {a,b,c,d}. Geben Sie die Potenzmenge P(E) an.

Beispiel 3.

Seien A, B, C' drei Mengen mit der Eigenschaft AU B = BN C. Zeigen Sie, dalt A C B C C gilt.

Bezispiel 4.
Seien A, B C X. Beweisen Sie die beiden Identitdten
(a) X\ (AUB)=(X\A4)N(X\B) und

(b) X\ (ANB)=(X\A)U(X\B).
Beispiel 5.
Sei X eine Menge und R die durch

ARB & (A=B)V (A= X\B)

definierte Relation auf P(X). Zeigen Sie, dak % eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiel 6.
Sei R die durch

Ry & (2 +2)(y+1) =@ +2)(z+1)

definierte Relation auf R.

(a) Zeigen Sie, dak 9 eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Bestimmen Sie fiir jedes # € R die Anzahl Elemente in der Aquivalenzklasse [z].
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Bezispiel 1.

Wir betrachten das Alphabet A := {a,b,c,...,z}, versehen mit der iiblichen Ordnung < (das heifit,
es gilt @ < B genau dann, wenn das Zeichen o € A frither im Alphabet vorkommt als das Zeichen
B € A). Wir definieren auf der Menge A? der aus zwei Buchstaben bestehenden Worte die lexikographische
Ordnungsrelation < dadurch, da8 fiir alle o, &, 8,3 € A

((@.8) 2@ 5) & ((a#@) A (@ <@) V(@ =a) A (B <))
gelte.
Zeigen Sie, dafl < eine Ordnungsrelation auf A? ist und (A?, <) total geordnet ist.

Bezispiel 2.

Seien ~1 und ~y zwei Aquivalenzrelationen und %, und My zwei Ordnungsrelationen auf einer Menge X .
Wir definieren die Relation R dadurch, daf8 fiir alle z,y € X die Bezichung xRy genau dann erfiillt sei,
wenn

(a) (x~1y) A (x~2y), (d) (xR1y) V (zR2y),
(b) (x~19y)V(x~2y), (e) (xz ~1y) A (2R1y) beziehungsweise
(¢) (zR1y) A (2Ray), (f) (& ~1y)V (2R1y)

gilt.

Bestimmen Sie, ob die Relation % eine Aquivalenzrelation ist und ob sie eine Ordnungsrelation ist.

Bezispiel 3.

Wir definieren eine strikte Ordnungsrelation & auf einer Menge X als eine transitive Relation auf X, die
zudem irreflexiv und asymmetrisch ist, das heifit, fiir kein x € X sei &z erfiillt und fiir alle z,y € X
gelte (z6y) = —(y6x).

(a) Sei R eine Ordnungsrelation. Wir definieren die Relation & dadurch, daf§ fiir alle z,y € X die
Beziehung *Gy genau dann gelte, wenn

(zRy) A (z # y)
erfiillt ist.

Zeigen Sie, dafl G eine strikte Ordnungsrelation ist.

(b) Sei umgekehrt & eine strikte Ordnungsrelation. Wir definieren die Relation SR dadurch, daf fiir alle
z,y € X die Beziehung xRy genau dann gelte, wenn
(x6y) V (z = y)
erfiillt ist.

Zeigen Sie, dafl R eine Ordnungsrelation ist.

Beispiel 4.
Sei X eine Menge. Wir definieren fiir eine beliebige Teilmenge A C X die charakteristische Funktion

1 firxz € A,

La: X = {0,1}, 1a(x) = {0 firze X\ A



Zeigen Sie, dafl die Funktionen
(a) X - {0,1}, 2 — 1 —14(x),
(b) X - {0,1}, x — 14(z)1p(z), und
(c) X > {0,1}, z— 1a(x) + 1p(z) — 1a(x)1p(x),
fiir beliebige Teilmengen A, B C X ebenfalls charakteristische Funktionen sind, und bestimmen Sie die
zugehorigen Teilmengen.
Bezispiel 5.
Seien X,Y zwei Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, daf3
(a) AC f71(f(A)) fiir alle A C X und
(b) f(f~'(B)) C Bfiralle BCY
gilt. Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir A beziehungsweise B, fiir die diese Beziehung eine echte Inklusion
ist, oder beweisen Sie, dafl immer Gleichheit gilt.
Beispiel 6.

Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f: X — Y zwischen zwei Mengen X und Y, fiir die es eine Funktion
g:Y — X mit

g(f(z)) = x fiir alle x € X

gibt und zumindest ein y € Y mit f(g(y)) # y existiert.

Kann man ein solches Beispiel auch im Fall, wo X =Y ist, finden?
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Bezispiel 1.

Wir betrachten die durch
(a) f1:(=1,1) = (0,2), fi(2) = 172,
(b) fa: [=5, 5] = [-1,1], fa(z) = sin(z),
(c) f3:[-2,2] = [0,16], f3(z) == x*, und
(d) fa:[-2.2] = [-16,16], fu(z) = 2?,

definierte Funktionen. Bestimmen Sie, ob die Funktionen injektiv sind, ob sie surjektiv sind, und ob sie
bijektiv sind.

Bezispiel 2.
Wir betrachten die Funktion
fiR—=R, f(z) =log(1+ (z—1)°).

Bestimmen Sie das grofite Intervall I € R mit —1 € I, fiir das die Einschrankung f|;: I — R auf I
injektiv ist, und berechnen Sie die inverse Funktion von f|;.

Beispiel 3.
Sei f: X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen X und Y.

(a) Zeigen Sie, daf fiir jede Teilmenge A C X
f(A%) C f(A)°
gilt, falls f injektiv ist.
(b) Zeigen Sie, daB fiir jede Teilmenge A C X
f(A) C f(A9)
gilt, falls f surjektiv ist.
(¢) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f und einer Teilmenge A C X, so dafl weder
f(A?) C f(A) noch f(A)® C f(A°)
gilt.

(Die Komplemente sind dabei stets als Komplemente in X beziehungsweise in Y zu verstehen.)

Beispiel 4.
Fiir beliebige natiirliche Zahlen m,n sei X eine Menge mit n und Y eine Menge mit m Elementen.
(a) Wieviele verschiedene binire Relationen zwischen X und YV gibt es?

(b) Wieviele verschiedene Funktionen von X nach Y gibt es?

(¢) Wieviele verschiedene bijektive Funktionen von X nach Y gibt es?

Beispiel 5.
Seien X und Y zwei Mengen mit der gleichen Kardinalitdt und f: X — Y sei eine injektive Funktion.

(a) Zeigen Sie, dafl f bijektiv ist, falls X endlich viele Elemente enthalt.



(b) Mufl das auch gelten, wenn X nicht endlich viele Elemente besitzt? Beweisen Sie die entsprechende

Aussage oder geben Sie ein Gegenbeispiel dafiir.

Beispiel 6.
Sei f: X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen X und Y. Wir definieren die Funktionen

fP(X) = PY), f*(A) = f(A) und
fo: P(Y) = P(X), fu(B) = f~1(B).

Zeigen Sie,
(a) daf} die Funktion f* genau dann injektiv ist, wenn f injektiv ist, und

(b) daB f. genau dann injektiv ist, wenn f surjektiv ist.
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Bezispiel 1.
Zeigen Sie, dafl
(a) eine bijektive Abbildung von IN nach IN x IN existiert und

(b) folgern Sie damit, dal Q und IN gleichmiéichtig sind.
Beispiel 2.
Sei I eine beliebige Indexmenge. Wir betrachten die Menge A = {(a;)icr | @i € {0,1}} aller Familien
(ai)ier in {0,1}. Zeigen Sie, dafl die Kardinalitéit von A strikt gréfler ist als diejenige von I.

Beispiel 3.
Beweisen Sie fiir alle n € IN\ {0} die Gleichheit

Beispiel 4.
Zeigen Sei, daB fiir alle n € IN'\ {0} die Ungleichungen
-1
(a) Z? <2—— und

erfiillt sind.

Beispiel 5.

Sei X eine Menge. Fiir eine Familie (4;);en Familie von Teilmengen von X definieren wir die symmetrische
Differenz A", A; der ersten n Mengen A; rekursiv durch

2 n+1 n
A; = A AAyund A A; = < Al) AAn+1 fir allen € IN \ {0, 1}
i—1 i—1 i—1

1= 1= 1=

Zeigen Sie, dafl AT, A; genau aus den Elementen in X besteht, die in einer ungeraden Anzahl der Mengen
A, 1€ {1,2,...,n}, liegen, das heifit:

A A ={z e X |card({i € {1,2,...,n} |z € A;}) € 2N + 1},
i=1
wobei 2IN + 1 := {2m + 1 | m € IN} die Menge der ungeraden Zahlen bezeichne.

Beispiel 6.
Zeigen Sie, dafl die Abbildung

FrNx (N\A{O}) = NN, f(z,y) = (z +y)* +,

injektiv ist.
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Bezispiel 1.

Sind die rationalen Zahlen @ mit der {iblichen Ordnungsrelation < wohlgeordnet? Falls sie nicht wohlge-
ordnet sind, geben Sie eine Ordnungsrelation an, beziiglich der @ wohlgeordnet ist.

Beispiel 2.

Sei X eine Menge und *: X x X — X eine assoziative innere Verkniipfung, fiir die
rxy=y>xxfiralle z,y € X

gilt. Zeigen Sie, daB fiir alle n € IN'\ {0} die Beziehung
2" xy=y? w2 firalle z,y € X

gilt.

Beispiel 3.

Wir definieren auf @ die innere Verkniipfung
#:QxQ—=Q, rxy=zx+y+a3y.
Bestimmen Sie,
(a) ob die Verkniipfung assoziativ ist,
(b) ob sie kommutativ ist,
(c) ob sie ein neutrales Element besitzt und
(d) welche Elemente x € Q ein inverses Element beziiglich % besitzen.

Beispiel 4.
(a) Sei A die Menge aller affinen Funktionen f: @ — Q vom Grad 1, das heifit,

A={f:Q—->Q|JaecQ\{0},b€Q: f(z) = axr+b}.

Zeigen Sie, daBl (A, o) mit der Verkettung o: A x A — A von Funktionen eine Gruppe ist. Ist die
Gruppe (A, o) kommutativ?

(b) Sei B die Menge aller quadratischer Polynome ¢g: Q — Q, das heif}t,
B={9:Q—Q|3acQ\{0},b,ccQ:g(xr)=azr®+br+c}

Hat B mit der Verkettung von Funktionen ebenfalls eine Gruppenstruktur?

Beispiel 5.

Geben Sie (bis auf Umbenennung der Elemente) alle méglichen Verkniipfungen # an, die die Menge
{e,a,b,c,d} zu einer Gruppe machen. Ist eine dabei, die nicht kommutativ ist?

Bezispiel 6.

Seien (Hj,#) und (Ha, ) zwei Untergruppen eine Gruppe (G, x). Beweisen Sie, dafi (H; U Ha, x) genau
dann eine Untergruppe ist, wenn H; C Hs oder Hy C H; gilt.
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Bezispiel 1.

Sei X = {1,2,3} und (&3, 0) die symmetrische Gruppe auf X, bestehend aus allen bijektiven Abbildungen
o: X — X. Es bezeichne 7 := (1 2): X — X die Transposition der Zahlen 1 und 2, also 7(1) = 2,
7(2) == 1 und 7(3) == 3.

Zeigen Sie, dafl die Teilmenge {idx,7} C &3 eine zyklische Untergruppe von (&3, 0), aber kein Normal-
teiler ist.

Bezispiel 2.
Sei (G, *) eine Gruppe, fiir die die Funktion

f:G =G, f(g)=g°
ein surjektiver Homomorphismus ist.

Zeigen Sie, daBl (G, x) Abel’sch ist.

Hinweis: Zeigen Sie, daf fiir alle g, h € G die Beziehung g% * h? = (h x g)? und damit g* x h* = (g x h)*
gilt, woraus Sie die Identitit g * h3 = h3 x ¢ folgern kénnen.

Beispiel 3.
Sei X eine Menge.

(a) Zeigen Sie, daff die Potenzmenge P(X) von X, versehen mit der symmetrischen Differenz (A, B) —
AAB als Addition und dem Schnitt (A, B) — A N B als Multiplikation, einen kommutativen Ring
bildet.

(b) Ist (P(X), A, N) nullteilerfrei?

Bezispiel 4.

Sei (K, +, ) ein Korper, (R, +,-) ein Ring mit R # {0} und f: K — R ein Ringhomomorphismus. Zeigen
Sie, daB8 f injektiv ist.

Beispiel 5.

Sei F' eine Menge mit vier Elementen. Konstruieren Sie Verkniipfungen +: Fx F — Fund -: FxF — F
so, dafl (F,+,-) ein Kérper wird.

Beispiel 6.
Seien (R, +,-) und (S, +, ) Ringe und ®: R — S ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie, dafl
(a) (R*,-) und (S*,-) Gruppen sind und

(b) ®|r~ ein Gruppenhomomorphismus zwischen den Gruppen (R*,-) und (S*,-) der Einheiten der
Ringe ist.
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Bezispiel 1.

Sei (Z[X],+,-) der Ring der Polynome mit ganzzahligen Koeflizienten. Bestimmen Sie das kleinste Ideal,
das die Teilmenge {2, X} C Z[X] enthélt. Ist es ein Hauptideal?

Beispiel 2.

Wir betrachten das Polynom p := X2 + 2X? — 13X + 10 in Z[X]. Bestimmen Sie Zahlen a, b, ¢ € Z, mit
denen sich das Polynom p in der Form

p=(X—-a)X -b)(X —c)

schreiben 1a8t. Dazu bemerken wir, dafl p bei 1 eine Nullstelle hat.

Bezispiel 3.
Bestimmen Sie die Menge Z[X]* der Einheiten des Polynomrings (Z[X], +, -).

Beispiel 4.

Zeigen Sie fiir beliebige ¢,m,n € IN folgende Identitdten der Binomialkoeflizienten:

@ 3 () -0 = @33 (1)) =

k=01
3 ()= @S ()=
Beispiel 5.

Sei (R,+,-) ein Ring, n € N und N = {(i,5,k) € N3 | i+ j + k = n}.
Beweisen Sie, dafl wir fiir alle z,y, z € R die Gleichheit

n!

@hy+2)"= >, ey’
(i,45,k)EN
haben.
Beispiel 6.

Bestimmen Sie alle Paare (m,n) € Z, die die Gleichung
82m — 144n =2

erfiillen.
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Bezispiel 1.
Berechnen Sie die grofiten gemeinsamen Teiler
(a) ggT(15,2445 4 7) und

(b) ggT(3k + 2,10k + 6) fiir alle k € Z.
Beispiel 2.

Zeigen Sie, dafl
(a) 360 | n*(n? —1)(n* — 4) und
(b) 30| (n® —n)

fiir alle n € IN gilt.

Beispiel 3.
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, daf} fiir alle a,b € Z
(a) (a+0b)P =a? + b mod p,

() a>=b> modp = (p|(a—10))V(p|(a+b)) und
(c¢) (@™ —b™) | (a™ —b") fir alle m,n € IN mit m | n
gilt.
Bezispiel 4.
(a) Zeigen Sie, dafl es unendlich viele Primzahlen p mit
p=2 mod 3

gibt.

(b) Bestimmen Sie alle Primzahldrillinge, das heifit alle Primzahlen p, fiir die auch p + 2 und p + 4

Primzahlen sind.

Bezispiel 5.

Seien a,b € Z und n € IN\ {0}. Zeigen Sie, daff genau dann ein = € Z existiert, das die Kongruenz

ar=b modn

erfiillt, wenn b ein Vielfaches von ggT(a,n) ist.
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Bezispiel 1.

Berechnen Sie alle Losungen = € Z des Kongruenzsystems

r=6 mod?7,
=9 mod 12,
=11 mod 25.

Bezispiel 2.
Seien x,y € Q zwei rationale Zahlen. Zeigen Sie, dafl

(a) »? € Z = x € Z und
(b) (x+yeZ)N(xy€eZ) = z,yeZ
gilt.

Beispiel 3.
Wir definieren

e das arithmetische Mittel A: R? = R, A(z,y) = 3 (z +y),

e das geometrische Mittel G: [0,0)% — R, G(z,y) := \/Zy und

e das harmonische Mittel H: (0,00)? = R, H(z,y) = (A(, %))_1.
Beweisen Sie fiir alle z,y € (0, 00) die Ungleichung

H(z,y) < G(z,y) < A(z,y).

Bezispiel 4.

Berechnen Sie das Infimum und das Supremum

(_:L)" IneN\ {o}} und

1
(a) der Menge A = {Qn +

(b) der Menge B:={z € Q|1 <z* <4}.

Bezispiel 5.

(a) Seien A, B C R zwei beschrénkte Teilmengen von R und A+ B:={a+b|a € A, b € B}. Zeigen

Sie, dafl
inf(A + B) = inf(A) + inf(B) und sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

gilt.

(b) Sei D eine Menge und f: D — R und g: D — R zwei beschriankte Funktionen (das heifit Funktio-

nen, deren Bilder beschrinkt sind). Zeigen Sie, daf3

inf{f(z) +g(x) | x € D} >inf{f(x) |2z € D} +inf{g(z) | z € D} und
sup{f(z) + g(x) | v € D} < sup{f(z) | # € D} + sup{g(x) | v € D}

ist.
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Bezispiel 1.
(a) Berechnen Sie alle Werte x € R, fiir die

2%+ 2 —2| >2
ist.
(b) Bestimmen Sie, ob
z? 4+ 2xy + daz + 2% — 2yz + 422 > 0 fiir alle z,y, 2 € R
gilt.

Beispiel 2.

Zeigen Sie, dafl die Menge A = {¢® | ¢ € Q} ordnungsdicht in R ist (das heifit, fiir alle 2,5 € R mit
x < y existiert ein a € A mit x < a < y).

Beispiel 3.
(a) Bestimmen Sie alle Lésungen z € C der Gleichung 22 = —5 — 12i.

241"
3—i

(b) Berechnen Sie fiir alle n € IN den Real- und den Imaginérteil der komplexen Zahl Go?

(¢) Berechnen Sie fiir alle z € C mit |z| = 1 den Betrag von 515 + 3.
Bezispiel 4.

Zeigen Sie, dafl keine totale Ordnungsrelation < auf C existiert, fiir die (C, +, -, <) ein geordneter Korper
ist und die, eingeschriankt auf R C C, mit der Ordnungsrelation von R iibereinstimmt.

Beispiel 5.

Sei A C R eine nicht leere Menge in R und o € R eine untere Schranke von A. Zeigen Sie, dafl genau
dann eine gegen « konvergierende Folge (ay)ren mit ap € A fiir alle k € IN existiert, wenn o = inf A ist.

Beispiel 6.
Sei (2)ken eine konvergente Folge in [0, 00) mit Grenzwert x € R.

(a) Zeigen Sie, dafi die Folge (\/Tx)ren gegen /x konvergiert.

(b) Mufl auch die Folge (|z1])renw gegen |x| konvergieren?
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Bezispiel 1.
Berechnen Sie die Grenzwerte

@ggw+—ﬁMHL

k
. 1
(b) klggo 7 ; a; und
. P(k)
(e) Jim oy
wobei (aj)?il eine gegen einen Wert a € R konvergierende reelle Folge bezeichne und P: R — R,
P(z) = > opja/, und Q: R — R, Q(z) = Y7 ¢;27, zwei Polynomfunktionen mit p, # 0 und
Gn # 0 und m,n € N sind.
Beispiel 2.

Sei (a;)32; eine monoton fallende Folge in [0, 00). Zeigen Sie, daf die Reihe > 72, a; genau dann konver-
giert, wenn die Reihe Y, 2%ay konvergiert.

Beispiel 3.
Sei (zg)ken eine Familie in C, fiir die die beiden Folgen (29 )xew und (22p+1)ken konvergieren.

(a) Geben Sie ein Beispiel einer solchen Familie (zj)ren, fiir die die Folge (zx)ken nicht konvergiert.

(b) Zeigen Sie, dafl wenn zusétzlich die Folge (z3x)ken konvergiert, die Folge (zj)rew konvergieren musf.

Beispiel 4.
Zeigen Sie, daf die durch

k
T = E
j=1

gegebene Folge (zk)ren in R gegen 1 konvergiert.

<.

=

Beispiel 5.

Sei p € N\ {0, 1} beliebig gewihlt. Wir definieren die Menge A, == {(a;)32; | a; € {0,1,...,p—1}} aller
Folgen mit Werten in {0,1,...,p — 1}.

(a) Zeigen Sie, dafl die Abbildung
Dy Ay = [0,1], @,((aj)52,) = Zajp_j»
j=1

surjektiv ist.

(b) Ist @, auch injektiv?

Bezispiel 6.
Zeigen Sie, daf card(P(IN)) = card([0, 1]) ist.

Hinweis: Konstruieren Sie mit Hilfe von Beispiel 5 eine surjektive Abbildung von P(IN) nach [0, 1] und
eine von [0, 1] nach P(IN).
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Bezispiel 1.
(a) Sei x € Q. Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der durch
x = kx — | kx|
gegebenen Folge (zy)ren.
(b) Wir definieren die Folge (z)ren in C rekursiv durch

Z
Zhgl = ﬁ fiir alle k € IN.

Bestimmen Sie die Hiufungspunkte der Folge (zj)renw abhéngig vom gewéhlten Anfangswert zp €
C\ {0}.

Bezispiel 2.

Sei (zk)ren eine Folge in C, und es existiere eine Konstante C' > 0 mit

Z |21 — x| < C fiir alle n € IN.
k=0

Zeigen Sie, dafl die Folge (zx)renw konvergiert.

Beispiel 3.

Zeigen Sie, dafl eine Folge (2 )ken in C genau dann gegen einen Punkt x € C konvergiert, wenn x ein
Haufungspunkt jeder Teilfolge von (zx)ken ist.

Bezispiel 4.

Bestimmen Sie, welche der Reihen
2 (—1)Fk > 5P
(@ S =0 (c) 32,
= 1+k — k!
=k <01 /3 1\"
b ) d —(=—=
(),;Hk\/E ();W(? k>
konvergieren.

Bezispiel 5.
Seien (xg)ken und (yx)kenw zwel beschriinkte Folgen in (0, 00), wobei (zx)ren nicht gegen 0 konvergiere.

(a) Zeigen Sie, dafl

.. k liminfk k
liminf ZF > koo Yk
k—oo xp — limsupy_, . Tk

gilt.
(b) Finden Sie ein Beispiel zweier solcher Folgen (xj)rew und (yi)ren, fiir das

. . L lim infk L
lim mfyi > ——“X’y
k—oo xp  limsup,_, . Tk

ist.



Beispiel 6.

Sei (21 ) ke eine streng monoton wachsende, unbeschrinkte Folge in R und (yx)ren eine reelle Folge, fiir
die der Grenzwert

. k+1 — Yk
» = lim k1 Yk
k—oo Tyl — Tk

existiert. Zeigen Sie, dafl dann

gilt.

Hinwets: Zeigen Sie zum Beispiel, daf} fiir alle € > 0 ein N € IN mit
lye — ye — z(xp — x0)| < e(xp — xy) fiir alle k > > N

existiert, und betrachten Sie den Grenzwert k — oo.
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Bezispiel 1.
Sei U der Vektorraum aller Funktionen v: R — R und

V={velU|Vr,yeR:z<y=v(z) <v(y)} und
W={weU|Vr,yeR: 2z <y=wx)>wly)}

die Teilmengen aller monoton wachsender beziehungsweise monoton fallender Funktionen.

Zeigen Sie, dal die Menge
V+W={v+wlveV,weW}
ein Unterraum von U ist.
Beispiel 2.
Wir betrachten den reellen Vektorraum U aller Funktionen u: R — R und darin die Teilmengen

V={v:R->R|VzeR:v(x)=v(—z)} und
W={w:R—->R|VzeR:wx)=—w(-z)}
aller geraden beziehungsweise ungeraden Funktionen.

(a) Zeigen Sie, dafl V und W Unterrdume von U sind und U =V & W gilt.

(b) Bestimmen Sie die Projektion 7y : U — U auf V entlang W und die Projektion 7wy : U — U auf
W entlang V.

Beispiel 3.

Sei £ C R? die durch die Punkte (1,0,1) und (2,0,0) gehende Gerade und E C R? die senkrecht auf ¢
stehende und durch den Punkt (1,1, 1) gehende Ebene.

(a) Bestimmen Sie einen Punkt A € R3 und einen Vektor u € R3, fiir die £ = {A + u | A € R} gilt.
(b) Finden Sie einen Punkt B € R? und Vektoren v, w € R3, fiir die E = {B + pv +vw | p,v € R} ist.

(c) Finden Sie einen Vektor n € R3 und einen Wert a € R, fiir die die Menge der Losungen = € R? der
Gleichung

(n,x) =a
gleich F ist.

(d) Bestimmen Sie eine Matrix A € R?*3 und einen Vektor b € R?, fiir die die Menge der Losungen
x € R3 der Gleichung

Ax=b
gleich £ ist.

(e) Berechnen Sie alle Schnittpunkte ¢ N E von der Gerade ¢ und der Ebene E.

Beispiel 4.

Bestimmen Sie die Menge aller Losungen (w,z,y, z) € R* des linearen Gleichungssystems

3.2 2 -2\ [w —1
2 -3 -2 1 | [0
1 -1 1 o ||ly| |-
5 -1 0 -1) \z ~1



Beispiel 5.

Wir betrachten die Menge V = {Zizo arX* | ag,a1,az,a3 € R} aller reellen Polynome vom Grad
kleiner oder gleich 3.

(a) Zeigen Sie, dafl V' ein Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie weiters, dal die Polynome 1+ X, X2, 2X? + 3X3 linear unabhingige Vektoren in V'
sind.

(c) Bestimmen Sie einen Vektor v € V, fiir den die Menge {v, 1 + X, X?,2X? +3X3} eine Basis von V

1st.

(d) Was ist die Dimension des Vektorraums V?

Bezispiel 6.

Sei U ein Vektorraum und 7: U — U eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dall m o m = 7 ist.
Zeigen Sie, dal Unterrdume V und W von U mit U = V @& W existieren, fiir die 7 eine Projektion auf V'
entlang W ist.





