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UBUNGSBLATT 1

Bezispiel 1.

Sei I C R ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall und (f,,)»ew eine Folge stetiger Funktion f,,: I — C,
die punktweise gegen eine Funktion f: I — C konvergiere.

(a) Zeigen Sie, dafl

lim Ifn(x)dx:/lf(ac)dx (1)

n—oo
gilt, falls die Funktionenfolge (f,)nen gleichmiBig gegen f konvergiert.

(b) Geben Sie ein Beispiel einer solchen (nicht gleichméBig konvergierenden) Folge (f,)nen, fiir die
Gleichung 1 nicht erfiillt ist.

Hinweis: Betrachten Sie zum Beispiel Funktionen f,,, deren Integral zwar stets eins ist, deren Trager
jedoch immer kleiner wird.

Beispiel 2.
Bestimmen Sie, fiir welche Parameter o € R die Funktion
far]0,+oo[ = R, fa(z) =2 sin(z),

auf dem Intervall |0, 4o00[ uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Beispiel 3.

Sei f: [0,4o00[ — [0,400[ eine monoton fallende Funktion. Zeigen Sie, da§ f genau dann auf [0, 4o00]
uneigentlich Riemann-integrierbar ist, wenn die Reihe

> f(n)
n=0
konvergiert.

Beispiel 4.

Seien f: R — R und g: R — R zweimal differenzierbare Funktionen, Ty das Taylorpolynom zweiter
Ordnung von f um den Punkt o, Ty das Taylorpolynom zweiter Ordnung von g um den Punkt f(z)
und Tyoy das Taylorpolynom zweiter Ordnung von g o f um den Punkt xo.

Zeigen Sie, daf} die Koeffizienten der Polynome T, 0T und Ty ¢ bis zur zweiten Ordnung iibereinstimmen,
wir also mit geeignet gewahlten Koeffizienten ag, a4 € R die Beziehung

4
T,(Te(x)) = Tyor(x) + Z ap(xz — x0)" fiir alle 2 € R
k=3

haben.

Bezispiel 5.
(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion
fi13.3[ =R, f(z) =tan(Fz+ (z —1)%),
um den Punkt 1.
(b) Berechnen Sie das Taylorpolynom dritter Ordnung der Funktion
g:]0,400[ = R, g(x) = 2",
um den Punkt 2.



Beispiel 6.
Wir betrachten die Funktion
f:15, 3= R, f(z) = log(z).

Bestimmen Sie fiir gegebenes € > 0 eine Zahl n € IN, fiir die das Taylorpolynom 7}, von f um den Punkt 1
der Ordnung n der Abschitzung

Bezispiel 7.
Zeigen Sie, daB fiir alle z € |1, 1]

arctan(z) = i(fl)k /Oz 2k dt

k=0

gilt und berechnen Sie die Taylorreihe des Arcustangens um den Punkt 0.

Beispiel 8.
Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion
1
9: RA{1} = R, g(2) = —,

um einen beliebigen Punkt @ € R\ {1} und geben Sie jeweils den gréfiten Wert R € [0, +o0] an, fiir den
die Reihe auf Ja — R, a + R[ konvergiert und ihr Grenzwert mit g iibereinstimmt.
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Bezispiel 1.

Geben Sie ein Beispiel einer in einem Punkt x¢ € R nicht zweimal differenzierbaren Funktion f: R — R,
fiir die dennoch Koeffizienten ag, a1, a2 € R mit der Eigenschaft

2
f(z) = Zak(ﬂﬁ - aﬂo)k +o((x — xo)Q) fir x — xo
k=0
existieren.
Hinweis: Betrachten Sie zum Beispiel die fiir 2 # 0 durch f(z) = 2 sin(;) mit einem geeignet gewihlten

Parameter a € [0, +o00[ definierte Funktion f.

Bezispiel 2.
Seien f1, f2,91,92: R — ]0, +00[ positive Funktionen mit

fi=o0(g1) und fo = o(g2)
im Grenzwert x — +o00.
Geben Sie fiir die Behauptungen
(a) fi+ fa=o0(g1 + g2), (c) e/t = o(e9") und

(b) fif2 = o0(g192), (d) log(1+ f1) = o(log(1+ g1))

jeweils entweder einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Beispiel 3.

Seien (ay)nen und (b, )nen zwel reelle Folgen, die asymptotisch gleich sind, das heifit, es gelte

(a) Zeigen Sie, daBl die Reihe > a,, genau dann absolut konvergiert, wenn die Reihe Y b,, absolut
konvergiert.

(b) Geben Sie ein Beispiel zweier solcher Folgen, fiir die Y a,, konvergiert, aber > b, divergiert.

Beispiel 4.
Sei A € R™ ™ eine reelle n x n-Matrix und o € R™.

Zeigen Sie, dafl die Funktion
f: R" — R, f(.’lj) = Zai ZAij.’Ej ,
i=1  |j=1
genau dann eine Norm auf R™ ist, wenn A invertierbar ist und «; > 0 fiir alle ¢ € [1, n]y gilt.

Bezispiel 5.

Seien ||-||op und ||-||; zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum X. Zeigen Sie, daf§ die von den beiden
Normen erzeugten Topologien Oy und O; gleich sind.



Beispiel 6.

Sei (X,d) ein metrischer Raum, und es bezeichne B,(z) = {y € X | d(z,y) < r} den offenen und
B,(z) ={y € X | d(x,y) < r} den abgeschlossene Ball fiir beliebige r € |0, +o0o[ und z € X.

(a) Zeigen Sie, daB B,.(z) der Abschlufi von B,.(z) ist, falls X ein normierter Vektorraum und d die von
der Norm erzeugte Metrik ist.

(b) Finden Sie ein Beispiel eines metrischen Raums, in dem Parameter r € |0, 4oo[ und z € X existieren,

fiir die B,.(z) nicht der Abschlu8 von B,.(z) ist.

Bezispiel 7.

Sei n € N\ {0} und U die Menge aller offenen, beschriinkten, konvexen Umgebungen U C R™ von 0 mit
der Symmetrieeigenschaft, daf fiir jedes x € U auch —x € U ist. Es bezeichne weiters N die Menge aller
Normen auf R".

Zeigen Sie, dafl die Abbildung

SN =U, P(v)={zeR"|v(z) <1},
wohldefiniert und bijektiv ist.
Hinweis: Sie konnen die Inverse von ® explizit angeben:

&' (U)(z) = inf{a €]0,400[ | £ € U}.

1

Beispiel 8.
Sei I ein kompaktes Intervall und C(I) der Raum der stetigen Funktionen f: I — R.

(a) Zeigen Sie, dafl die Supremumsnorm

chm%mﬁMWNm?%W@L

eine Norm auf C(I) ist und (C(I), ||||c) ein vollsténdiger normierter Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, daf auch die L2-Norm

[-ll2: C(I) = [0, +-00[, [|fll2 = AU@PM

eine Norm auf C(I) ist. Ist (C(I), ||-]|2) ebenfalls vollstindig?

(¢) Sind die beiden Normen ||-||s und ||-||2 auf C(I) dquivalent zueinander?
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Beispiel 1.
(a) Sei X ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-): X x X — R. Zeigen Sie, da§ die Funktion

[[I: X = R, |lz]| = v/{z,z),
eine Norm ist.

(b) Sei R™*™ der Vektorraum der quadratischen Matrizen der Grofie n x n mit Koeffizienten in R,
n € N\ {0}. Zeigen Sie, dafl

[[: R* ™ = R, [|A] ==/ Tr(ATA),

eine Norm auf R™*" definiert.

Beispiel 2.
Sei X ein reeller Vektorraum und |[|-||: X — R eine Norm auf X.

(a) Zeigen Sie, dafl genau dann ein Skalarprodukt (-,-): X x X — R mit
lz||? = (x, ) fiir alle z € X
existiert, wenn die Norm die sogenannte Parallelogrammidentitét
2+ yl* + [l = ylI* = 2l|=||* + 2||y|* fir alle 2,y € X

erfiillt.

Hinweis: Fiir eine die Parallelogrammidentitét erfiillende Norm koénnen Sie das Skalarprodukt durch
paN o L a2 o 12) fiir alle o
(z,y) = 3(|lz +yl|* = [lx —y||?) fir alle 2,y € X

definieren. Um die Linearitét zu zeigen, geniigt es, die Beziehung
(x1,y) + (w2, y) = (X1 + 22, y) fiir alle 21,20,y € X

herzuleiten. Daraus l&8t sich durch ein Stetigkeitsargument dhnlich wie in Beispiel 1 von Ubungs-
blatt 4 der Ubungen zu Analysis 1 die Homogenitéit beweisen.

(b) Geben Sie ein Beispiel einer Norm an, die nicht von einem Skalarprodukt induziert wird.

Bezispiel 3.

Bestimmen Sie fiir jede der Teilmengen

(a) [0,4+00[ in R, (e) {|neN\{0}}inR,

(b) [0,1[in ]=1,1], () Nnew\ (o)) =7 w0 R,

(¢) N im metrischen Raum (Z, d|zxz), (9) Unem\{o}[O,Q*%] in [0, 1] und
(d) Z im metrischen Raum (Q, d|gxq), (h) Nego,1{Unezln —e.n+e[in R,

ob sie offen und ob sie abgeschlossen ist. Dabei bezeichnet d die vom Abstand in R induzierte Metrik:
d: RxR—= R, dz,y) =|z—y|

Beispiel 4.

Sei X ein reeller, normierter Vektorraum, und sei U eine offene Teilmenge in X. Zeigen Sie, dafl die
Mengen AU = {Az | z € U} fir alle A € R\ {0} offen sind.



Beispiel 5.

Sei (X, ||-]|) ein normierter Vektorraum, und seien A und B zwei nicht leere Teilmengen von X. Fiir z € X
definieren wir die Distanz von x zu einer Menge C' C X durch

dc(@) = inf |l — y]|

Zeigen Sie, daB do: X — [0, +o0 fiir jede Menge C' C X wohldefiniert ist, und beweisen Sie die Aquivalenz

da=dp & A=B.

Beispiel 6.
Zeigen Sie, dal die Teilmenge
A= {f e C(0,1]) | vz € [0,1]: f(z) # 0}
des Banachraums (C([0,1]), ||']lco) aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf [0, 1], versehen mit der

Supremumsnorm, offen ist, und bestimmen Sie ihren Abschlufl A.

Bezispiel 7.

Sei (X, ||-]]) ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dafi die abgeschlossene Einheitskugel
B={zeX|e <1}

genau dann kompakt ist, wenn die Einheitssphére
Si={we X ||zl =1}

kompakt ist.

Beispiel 8.

Wir definieren auf der Menge C := C U {oc} die Topologie O als die Menge aller Teilmengen U C C,
fiir die um jeden Punkt z € U N C ein € € |0, 4o00[ mit B.(z) C U existiert, und, falls co € U ist, ein
C €10,4o00[ mit {z € C||z| > C} C U existiert.

(a) Verifizieren Sie, daf8 O eine Topologie auf C ist.

(b) Zeigen Sie, daff der Raum C in dieser Topologie kompakt ist, das heifit, daB jede offene Uberdeckung
von C eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
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Bezispiel 1.

Seien X und Y zwei metrische (oder topologische) Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie,
dafl f genau dann stetig ist, wenn die Beziehung

f(A) C f(A) fiir alle Teilmengen A C X

gilt.

Bezispiel 2.

Seien X und Y zwei normierte Vektorrdume und f: X — Y eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, daf} die
folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

(a) Die Funktion f ist stetig auf ganz X;
(b) die Funktion f ist stetig im Punkt 0 € X;
(¢) es existiert eine Konstante C' > 0, fiir die ||f(z)| < C||z|| fiir alle z € X gilt;
(d) die Funktion f ist Lipschitz-stetig.
Beispiel 3.
(a) Sei f: R™ — R™ eine lineare Abbildung, m,n € IN\ {0}. Zeigen Sie, da} f stetig ist.
(b) Sei R[X] der Vektorraum der reellen Polynome mit der durch

zn:aka

k=0

n

=) Jaxl

k=0

[II: RIX] — R,

fir alle n € IN und alle ay, € R, k € [0,n]n, definierten Norm, und sei f: R[X] — R[X] der
Ableitungsoperator P — P’. Zeigen Sie, daf} f nicht stetig ist.

Bezispiel 4.
Seien X, Y und Z drei normierte Vektorrdume und f: X — Z und ¢g: Y — Z zwei Abbildungen.
(a) Uberzeugen Sie sich davon, daB die Abbildung

Flxsy: X xY =R, (@, 9)xxy = [[(lzlx. lyly)]],,

fiir jede p-Norm ||-||, auf R?, p € [1, 4], eine Norm auf X x Y ist.
(b) Wir definieren die Abbildung

0: X XY = Z, (x,y) — f(z)+g(y).

Zeigen Sie, dafl ¢ genau dann stetig ist, wenn f und g beide stetig sind, wobei wir auf X x Y die
Norm ||(z,y)||xxy = ||z|lx + ||ly||y betrachten wollen.

Beispiel 5.

Sei X ein topologischer Raum. Dann heifit eine Menge A C X zusammenhéingend, wenn es keine nicht
leeren, disjunkten, offenen Mengen U; und Uy in A mit Uy U Us = A gibt.

Seinun f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen X und Y und sei A C X
eine zusammenhiingende Menge. Zeigen Sie, dafl f(A) ebenfalls zusammenhéngend ist.



Beispiel 6.

Seien X C R™ und Y C R™, m,n € N\ {0}, kompakte Teilmengen und f: X — Y eine stetige, bijketive
Funktion.

(a) Zeigen Sie, dafl f ein Homdomorphismus ist.

(b) Beweisen Sie, daf [0, 1] und [0, 1] nicht homéomorph zueinander sind.

Hinweis: Die Menge [0, 1] \ {zo}, 2o € ]0, 1], ist nicht zusammenhéngend.

Bezispiel 7.
Sei f:[0,1]2 — [0, 1]? eine stetige Funktion mit der Eigenschaft

Va,y € [0,1%: || f(z) = fF@)l < llz —yll.
(a) Sein € N\ {0}, 7o € [0,1]? und
9 9 1 1
fn[oal] —>[071]7fn(x):f 51”04- I_E x| .
Zeigen Sie, daf f,, einen eindeutigen Fixpunkt z,, in [0, 1]? hat.

(b) SchlieBen Sie, daf f einen Fixpunkt hat. Muf} dieser Fixpunkt eindeutig sein?

Bezispiel 8.

Es beschreibe die Funktion f: [0,1]> — R ein (fiir ||l > 1 verzerrtes) ,Mise en abyme*, sei also eine
Funktion mit der Symmetrieeigenschaft

1
f ()\ (0‘11 xi”) + a) = f(z) fiir alle z € [0, 1]?
a5 T2
fiir gewisse Parameter « € [1,+00[?, A €]0,1[ und a € [0, 1]? mit ||a[e <1 — .
Zeigen Sie, dafl es genau einen Punkt y € [0, 1]? gibt, fiir den auch die Funktion

flz) firz#y,

c fir x =y,

f: [0,1]> = R, f(m) = {

fiir jeden beliebigen Wert ¢ € R diese Symmetrieeigenschaft hat.
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Bezispiel 1.
Sei f: R? = R durch
flx,y) = w4yt fiir (z,y) # (0,0) und f(0,0) :==0
22 1 42

definiert.
Bestimmen Sie, ob die Funktion f

(a) stetig,

(b) differenzierbar
ist.
Beispiel 2.

Zeigen Sie, dafl die Funktion

£RU\ {0}, f() = ﬁ

fiir jedes a € )0, 4+o0[ differenzierbar ist, und berechnen Sie ihre Ableitung.

Beispiel 3.
Wir betrachten die Funktion

3
T2 fir z € R?\ {0},
f:R? =R, f(z) = Vei+as \ {0}
0 fir z = 0.

(a) Verifizieren Sie, dafl f stetig ist und die Funktionen
for R= R, fo(t) = f(vl),
fiir alle Richtungen v € R?\ {0} differenzierbar sind.

(b) Zeigen Sie, daf f dennoch im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Bezispiel 4.
Wir betrachten den Raum C™*" aller komplexen Matrizen der Dimension n x n mit der Operatornorm

|| Az|]
z€eCn\{0} ||| ’

-l € = R, Al =

wobei ||-||: C* — R die Euklidische Norm auf C" bezeichne.

(a) Uberzeugen Sie sich davon, daB ||-|| eine Matrixnorm ist, das heiBt, daf sie die Eigenschaft
ABI| < [I[ANII Bl fir alle A, B € €™
besitzt.

(b) Sei (ay)ren eine Folge in € und es bezeichne R den Konvergenzradius der Potenzreihe Y2 ay 2"
in C.

Zeigen Sie, daBl die Reihe Y 77 ai A" fiir jede Matrix A € C™*" mit ||| A[| < R konvergiert.



Beispiel 5.

(a) Beweisen Sie, daf$§ fiir eine Matrix A € C™*™ mit Operatornorm |[|A|| < 1 die Matrix I, x, — 4
invertierbar ist und stellen Sie (I,,x, — A)~! durch eine Reihe dar. Folgern Sie daraus, daf} die
allgemeine lineare Gruppe GL,,(C) aller invertierbaren Matrizen in C"*™ eine offene Teilmenge von
C™*™ ist.

(b) Zeigen Sie, daf8 die durch f(A) := A~! definierte Abbildung f: GL, (C) — GL,(C) differenzierbar
ist, und berechnen sie ihre Fréchet-Ableitung.

Bezispiel 6.

(a) Zeigen Sie, dafi GL,,(C) dicht in C"*"™ ist, das heifit, dal GL,(C) = C™*" gilt.

(b) Beweisen Sie, dafl die Determinante det: C"*" — C differenzierbar ist, und berechnen Sie ihre
Fréchet-Ableitung.

Hinweis: Jede Matrix A 148t sich in der Form A = TJ7~! mit einer oberen Dreiecksmatrix J € C"*"
und einer invertierbaren Matrix 7' € GL,,(C) schreiben.
Beispiel 7.

Wir definieren auf dem Raum C™*™ die Exponentialfunktion
1
. onxn nxn ._ Ak
exp: C — C™*", exp(A) = kz: k!A )
=0

(a) Uberzeugen Sie sich davon, daB die Exponentialfunktion wohldefiniert und stetig ist.

(b) Zeigen Sie, daB sie zudem differenzierbar ist, und berechnen Sie ihre Ableitung an der Stelle der
Identitat I,,«,,.

Bezispiel 8.
Sei n € N\ {0} und

T:R" xR*" x R" — IR,7 ($1,$2,$3) — T(.’El,$2,1’3)7

eine multilineare Abbildung, was bedeute, daf§ die Abbildungen x; — T'(x1, z2, x3) fiir jedes j € {1,2,3}
und beliebige Werte 3, € R”, k € {1,2,3} \ {j}, linear sind.

Zeigen Sie, dal T' Fréchet-differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung von 7.
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Beispiel 1.
Bestimmen Sie, ob die Funktionen

sin(z®)—sin(y® .
(0) [R5 R, oy = | PR fir @) #(0,0),
Sz, 0 fir (z,y) = (0,0),

rsin g fiir x #0,

(b) f:R? =R, f(z,y) = {0 i 7 = 0

(c) f:R?® =R, f(z,y) = max{|z|,|y|},
(d) f:R® = R, f(z,y) = min{z?, 3%},

stetig sind, ob ihre partiellen Ableitungen existieren und ob diese stetig sind.

Beispiel 2.
Sei ¢: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit ¢(0) = 0 und ¢”(0) # 0, und sei

zo(W)—ye(®) gy
‘R2 S R T = 22 +y? fiir (z,y) # (0,0),
f » fla,y)
0 fiir (x,y) = (0,0).

Zeigen Sie, dal f stetig aber nicht stetig differenzierbar ist.

Beispiel 3.

Sei f: R? — R stetig differenzierbar, und sei

v:R—=R, pz) = /093 flz,t)dt.

Zeigen Sie, dafl die Funktion ¢ differenzierbar ist, und berechnen Sie ihre Ableitung.

Bezispiel 4.

Seien m,n € N\ {0} und f: R™ — R" ecine positiv homogene, differenzierbare Funktion vom Grad
€ [1,+oo], das heifit, f habe die Eigenschaft

f(x) = X*f(z) fir alle z € R™, A € ]0, 4+00].
(a) Zeigen Sie, dafl
'(z)z = af(x) fir alle x € R™
gilt.

(b) Beweisen Sie, daff im Fall & = 1 die Funktion f linear ist.

Beispiel 5.

Sei f: R? — R3 eine im Nullpunkt differenzierbare Funktion, die wir nur auf dem Bild der Funktion
v: R — R2, ~(t) == (2[t|,sinh(t)),

kennen:

t

Fy() = ( e ) fiir alle t € R.

cos(t)

Bestimmen Sie die Ableitung f'(0) von f im Nullpunkt.



Beispiel 6.
Seien m,n € IN'\ {0}.

(a) Sei f: R™ — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, da$ fiir alle z,y € R™ ein 7, € 10, 1]
mit

fy) = f@) = '@+ 70yly —2)(y —2)
existiert.

(b) Geben Sie ein Beispiel einer differenzierbaren Funktion «: [0, 1] — R?, fiir die kein Punkt 7 € ]0, 1|
mit

existiert.

(c) Zeigen Sie, daf fiir jede stetig differenzierbare Funktion F': R™ — R”™ und alle z,y € R™ die

Abschétzung
1E(y) = F(z)|| < |ly — =] SlgpﬂlllF'(fE +7(y — )l
T7€|(0,
gilt, wobei |||-[[|: R™*™ — R die Operatornorm auf R™*™ bezeichne.

Beispiel 7.
(a) Sei X ein zusammenhingender topologischer Raum und A C X eine nicht leere, offene und abge-
schlossene Menge. Zeigen Sie, dafl A = X ist.

(b) Seien m,n € N\ {0}, X C R™ eine offene, zusammenhéngende Teilmenge und f: X — R"™ eine
differenzierbare Funktion mit

f'(z) =0 fiir alle x € X.

Zeigen Sie, dafl f auf X konstant ist.

Bezispiel 8.

Wir betrachten den Banachraum (C([0, 1)), ||||o) der stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm und
die Funktion

1
F:C(0,1]) - R, F(u) ::/0 lu(z)|* d.

Zeigen Sie, dafl F' differenzierbar ist und berechnen Sie die Fréchet-Ableitung F’ von F; das heif}t, finden
Sie zu jeder Funktion ug € C([0,1]) eine lineare Abbildung F’(ug): C([0,1]) — R mit der Eigenschaft

lim F(up +u) — F(ug) — F'(up)u _o

u—0 ]| oo

und verifizieren Sie auflerdem die (in unendlichdimensionalen Vektorrdumen wie C([0,1]) zusétzlich fiir
Differenzierbarkeit verlangte) Stetigkeitsbedingung, dafi eine Konstante C' € R mit |F'(ug)u| < Cllu||oo
fiir alle u € C(]0, 1]) existiert.
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Bezispiel 1.
Seien A und B zwei Teilmengen eines normierten Vektorraums (X, ||-||)-
(a) Zeigen Sie, dafl
A+B:={a+beX|acAbe B}
offen in X ist, wenn die Menge A offen ist.

(b) Ist A+ B abgeschlossen, wenn A und B beides abgeschlossene Mengen sind?

Beispiel 2.
Bestimmen Sie, ob die Funktion

sin(z?®) + sin(y®)
14 22 4 32

R =R, f(z,y) =

)

Lipschitz-stetig ist.

Bezispiel 3.
Seien f1, fo € C1(RR?). Zeigen Sie, dafl das Gleichungssystem
Ju
% - f17
Ju
ETe f2

genau dann eine Losung u € C?(R?) besitzt, wenn

o _0fs
dy ox

ist.

Bezispiel 4.

Sei

W) iy (2,y) € R2\ {(0,0)}
. R2 = z 7 ’ 7

Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen von f bis zur zweiten Ordnung und stellen Sie fest, ob f die
Beziehung

O*f  0*f
0xdy  Oydx
erfiillt.
Beispiel 5.
Sei X = C*>*(R) der Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen in R, und sei ||| eine

beliebige Norm auf X. Zeigen Sie, dal die Abbildung
D: X=X, ff,

nicht stetig ist.



Beispiel 6.
Sei ¢ € ]0, +oo[. Wir wollen alle Lésungen u € C2(R?) der Gleichung

é%(t,x) = %(t,x) fir alle t,z € R (1)
bestimmen.
(a) Zeigen Sie, dal u genau dann eine Losung von Gleichung 1 ist, wenn die Funktion
vi R? = R, v(&,n) = u(5:(E+n), 56 =),
die Gleichung
9%v .
@(f,n)z()fur alle {,neR (2)
erfiillt.

(b) Zeigen Sie, daB die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Losungen der Gleichung 2 die Menge
aller Funktion v € C?(IR?), fiir die Funktionen f,g € C*(R) mit

v(§;n) = f(§) +g(n) fir alle {,n € R
existieren, ist.

(¢) Folgern Sie, wie die Losungsmenge der Gleichung 1 aussieht.

Bezispiel 7.
Wir betrachten die Abbildung

rsin cos ¢
®: U — R3, ®(r,9,p) = | rsindsinep |,
rcosv

die von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten umrechnet, wobei wir das Definitionsgebiet auf
U =10, +oo[ x 10, 7] x 10, 2n]
beschrénken.

(a) Uberzeugen Sie sich davon, daB ® stetig differenzierbar, ®: U — ®(U) eine bijektive Funktion und
ihre inverse Abbildung ®~1: ®(U) — R? ebenfalls stetig differenzierbar ist.

(b) Wir definieren die drei Funktionen

0P 0P
. 3 — || -
er: U= R e(r,d,0) = ’ 5 (r,ﬁ,@)’ 5 (r,9,¢),
—-1
o U B, calrit )= | 3509 5200,0) und
oD L
i U B ey ln,) = |22 n0.)| G irnd)

Verifizieren Sie, daf die drei Vektoren e, (7,1, ¢), es(r,9, ), ex(r, 9, ) wohldefiniert sind und in
jedem Punkt (r,9, ) € U eine orthonormale Basis des R3 bilden.

(c) Beweisen Sie, daf jede differenzierbare Funktion f: R® — R fiir alle (r,, ) € U die Relation

O(f o @)
0

V(@(r,d,¢)) = (r,9,@)ec(r, 9, )

O(fo O(fo
LR 1 b, g)eatr v, )+ s A2 D)

rand T(r» 7, SD)% (Ta 9, ‘P)

erfiillt.



Beispiel 8.

Sei U C R™ eine offene Menge in R, n € N\ {0}, & € IN und C}(U) die Menge aller k-mal stetig

la
91 fiir alle o € N mit |a| < k beschréinkt

differenzierbaren Funktionen f € C¥(U), deren Ableitungen
sind.

Zeigen Sie, dafl die Funktion

ololf
ox® (@)

Hlex: CBW) R, fllex = 3 sup
aeAIEU

wobei A = {a € N" | |a| < k} sei, eine Norm auf Cff(U) und (CE(U), ||-||cx) ein vollstindiger normierter
Vektorraum ist.
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FEzxercise 1.

Study the extrema of the function f: R? — R, f(z,y) = e*s"v.

Ezercise 2.
Let f: R? —» R with f(z,y) = 2y? + In(4 + y?).
(a) Study the extrema of f in R?

(b) Study the extrema of f in [0,1] x R.

Ezxercise 3.
Let f:[0,1]> = R with

zy(1—2)1=y) ¢ (z,y) # (1,1)
T = Lo 7 e
f(z,y) {1 ! if (z,y) = (1,1)

Show that f is continuous in [0, 1]* and determine the supremum sup, <012 f(#,y) of f.

Exercise 4.

Let n € IN with n > 2. Find the global extrema of the function

f: (07 +Oo)n — Rv f(xh'" 7xn) = (Z ;) (H(lﬁ‘%ﬂ) .

i—1 i=1

Ezxercise 5.

Let f: R? — R be a function which satisfies
[f(y) = f(@)] < ||z — y||* for all 2,y € R*.

Show that f is constant.

FEzxercise 6.

Let A C R? be a non-empty, finite set. Find the parameters a,b € R such that the distance of these
points to the line {(z,y) € R? | y = az + b} is minimal, that is, such that (a,b) is the global minimum
of the function

[iR? =R, fla,b):= > |y—az—b|>
(z,y)€EA

Ezxercise 7.

Determine if every two-times continuously differentiable function f: R? — R for which the functions

fy: R =R, fy(x) = f(z,y), for every y € R and
SR =R, f7(y) = f(z,y), for every z € R

are convex functions is convex.



Ezxercise 8.

Let n € IN\ {0}, f:]0,1[ x R? — R, (t,z,v) — f(t,2,v) be a two times continuously differentiable
function and J be the functional

T:C2(0,1) - R, T(u) = / £t ult), (1)) dt,

on the space CZ(]0, 1[) of two times differentiable functions whose partial derivatives up to second order
are all bounded.

(a) Show that J is Fréchet differentiable with its derivative given by

J (w)u = A <g£(t,u(t), o' (t))a(t) + gi}c(t,u,u’(t))ﬂ’(t)> dt for all u, @ € C2(]0,1]).

ow that every extremal point v € , of the functiona ulfils the differential equation
(b) Sh h v 1 poi Cg(]Ol[) f the f i 1 7 fulfils the diffe ial equati

Pl (t) = %(t,u(t),u’(t)) for all ¢t €0, 1],

where we defined

P,:10,1[ = R, P,(t) = gi(t,u(t),u’(t)).
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Bezispiel 1.

Zeigen Sie, einmal durch direktes Einsetzen in die Definition und einmal iiber die Charakterisierung
mittels der Hesse-Matrix (Definition 4.3 und Theorem 4.4 in den Vorlesungsnotizen), dafl die Funktion
g(z1,29) = 3x1 (21 — 1) + 4722 konvex auf R? ist.

Beispiel 2.

Bestimmen Sie die Hesse-Matrix der Funktion f(z,y, z) = 57257 und berechnen Sie die gemischte partielle
Ableitung %ygaz der Funktion g(z,y, z) == 2000215 cos3(e®" ") — zy3sin 2 + 5

Bezispiel 3.

Bestimmen Sie alle globalen Extremalstellen der Funktion f(x,y) = 22 —3xy+y? im Quadrat [1, 3] x [0, 2].

Beispiel 4.

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der Funktion A := f o g mit Hilfe der Kettenregel. Dabei seien die
Funktionen f: R? x R\ {0} - R? und ¢g: R* x R — R? durch

Tty
FEr ) = (C“’S(f ”))7 ow.y) = I +1)
61‘

gegeben. Uberpriifen Sie Thr Resultat, indem Sie die Jacobi-Matrix der Funktion % direkt berechnen.

Bezispiel 5.
Berechnen Sie alle Extremalstellen der Funktion
[ R* = R, f(z,y,w,z) = 2cos(z) — 322 + 2y — y* — 2w? + 2w,

und bestimmen Sie, ob es sich jeweils um ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum handelt.

Bezispiel 6.
Wir betrachten die Funktion
[:R* =R, f(z) = (2 — 23) (20 — 227).
(a) Uberzeugen Sie sich davon, da die Funktionen
go: R = R, go(t) = f(vt),
fiir alle Richtungen v € $' ein lokales Minimum in 0 haben.

(b) Zeigen Sie, daf f dennoch kein lokales Minimum in 0 hat.

Bezispiel 7.
Sei f: R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion.
(a) Zeigen Sie, dafl
fly) > flx) +(Vf(z),y — z) fiir alle z,y € R"
gilt, falls f eine konvexe Funktion ist.
(b) Zeigen Sie, dafl dariiber hinaus
fly) > f(x)+ (Vf(z),y — x) fiir alle z,y € R"” mit z # y
erfiillt ist, falls f strikt konvex ist.



Beispiel 8.

Sei C' C R" eine konvexe Menge.
(a) Sei z € C und y € C. Beweisen Sie, daB = + A(y — ) € C ist fiir alle X € 10, 1].
(b) Zeigen Sie, daf C' und C beides konvexe Mengen sind.

(c) Zeigen Sie weiters, daf der Abschlufl von C' und der von C iibereinstimmen, falls das Innere C von
C nicht leer ist: C = C.

Zur Verfugung gestellt von:

Peter Elbau und Gwenael Mercier

UE Analysis 2, SoSe 2022

Fakultat fir Mathematik, Universitat Wien
Danke!


felix
Typewriter
Zur Verfügung gestellt von: 

Peter Elbau und Gwenael Mercier 

UE Analysis 2, SoSe 2022

Fakultät für Mathematik, Universität Wien

Danke! 


Peter Elbau Analysis 2 University of Vienna
Ekaterina Sherina Faculty of Mathematics 23 May 2022

PROBLEM SET 10

FEzxercise 1.

Expand the function f: R®* — R, f(x1, 72, 23) == 2} + 23 + 23 — 3212923 into a Taylor polynomial of
second order around an arbitrary point Z € R3. Calculate it explicitly for the choice z = (1,1, 1).

Ezxercise 2.

For f: R? = R, f(x,y) := ysinh(zy) determine the Taylor polynomial of second order at the point (0, 1).

Ezxercise 3.

Expand the function f: R? — R, f(z,y) := cos(zy?) in (0,0) into a Taylor polynomial of first order and
estimate the Taylor remainder for x,y € [—0.1,0.1] as well as possible without the use of a calculator.

Ezxercise /4.

1+x

Approximate In (%) with a maximum error of 10~° by means of a Taylor polynomial of In T

Ezxercise 5.
Let X C R™ be an open set and f,g: X — R™ be k times differentiable functions. Show that the function
h: X = R, h(z) = (f(z),9(x)),

is also k times differentiable and that we have for every multiindex a € IN™ with |a| < k the general
Leibniz rule

9%h = (0‘) (0P f,0°7Pg) with (O‘> = 1 <O"’>,
ng;a B B 1;[1 Bi
where Ay = {f e N™ | Vi€ [1,m|n: i < a;}.

FEzxercise 6.

We are looking for an approximation of the function

f:10,4c[> = R, f(x) = exp (— ) arctan(z1),

X1T2

for large values of 1 and x2 by a polynomial in the (small) variables i and :c% For this, determine the
coefficients a,, € R, a € Ay == {a € N? | |a| < 2}, such that we have

1 1 1
f(x) = Z aaﬁ + O(E + ;S),
a€EAs
in the limit 1, x5 — 4o00.

Ezxercise 7.

Show that we have for all € R? with [|z|| <  the estimate

I (14 21)(1+ 22)) = (21 +22)| < 2|2



Ezxercise 8.

Let f: R? — C be a differentiable function and define the corresponding function
F:C—C, Flx +1iy) = f(x,y),

in the complex plane. We introduce the two operators 0, and 9; by
W) L (9f 0f ) o) L (9F 9f
@0 +in) = 5 (@) ~i5 ) ) and @F)a i) = 5 (G +i5 )

Show that we have for every k + 1 times continuously differentiable function f the relation

1 ) Haa a1 g ]
P = 3 (OO PO 2 4 o1,
acAyg

where 4y, = {a € N? | |a| < k}.
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a’e + b2de — ade® — 1 = bed,
ab’d®> + e —be®> =9

can be locally resolved at the point (a, b, ¢, d,e) = (2,1,2,1,1) with respect to the variables d and e. Also,
calculate % and % at the point (a,b,¢) = (2,1,2).

Exercise 2.

Show that the system of equations

3z + 29° — 5¢t7 0
F(t7xuy) ::<2x3—y5—t7 = 0
can be locally uniquely resolved at the point (¢,z,y) = (0,0,0) with respect to the variables z,y, even
though in this point the implicit function theorem is not applicable.

Ezxercise 3.

Let f: R? = R? be defined by flzyy,2) -

invertible? Determine also (f~1)'(f ( 155> 3))-

(2e4® sin(7y), 5e*® cos(Ty), z%). In which points is f locally

Exercise 4.

Using the theory of Lagrange functions, determine the global extrema of the function f(x,y) = 7 —
242y — 10y? on the circle area == {(z,y) € R?|z? + y? < 13}.

FEzxercise 5.

Using the theory of Lagrange multipliers, determine the minimum distance of the point P := (2,1,1) € R?
to the surface S == {(z,y, 2) € R3|2z = 2% + y*}.

Ezxercise 6.

Let f: R® — R be a two times continuously differentiable function. A critical point zg € R™ of f is
called non-degenerate if the Hessian Hy of f is invertible at the position xg: det(Hy(zo)) # 0.

Show that non-degenerate critical points of f are isolated (that is, there exists an open neighbourhood
around each of them which does not contain any other critical point).

Exercise 7.
Let F': R? — [0, +00[ be a continuously differentiable, strictly convex function with F/(0) = 0.

Show that there exists for every C' € 0,400 a continuous, bijective function ~: [0,27] — F~1({C})
which is continuously differentiable on 0, 27[, and that the vectors VF(v(¢)) and ~/(¢) are for every
t € ]0, 27| perpendicular to each other.

Exercise 8.
Let f: R? — R be given by f(z) := (v, ) for some vector v € R3\ {0}.

Find the global maximum and global minimum of f on the set

Q= {z € R®| 227 + 223 + a3 <1, 23 > 0}.
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FEzxercise 1.

Show that the function f: R?\ {(0,0)} — R? defined by f(z,y) = (2® — y? 2zy) is a local C'-
diffeomorphism in all points.

Ezxercise 2.

Show that the function f: R? — R? defined by f(x,y) == (23 + 3ze¥,y — 2?) is a C'-diffeomorphism
on R2.

Exercise 3.

Show that the following functions are immersions and determine if their images are submanifolds:
(a) o: R — R3, p(x) = (cos(2x),sin(2z), ),

(b) 1,000 = B2, (y) = (5% cos(2y), 55 sin(2y) ).

Exercise 4.

Let F': R® — R™ be a smooth function. Show that the graph G of F'is a regular submanifold of R™ x R™
by explicitly specifying for every point on Gr a parametrisation.

Ezercise 5.
Give for each of the following problems either a proof or a counterexample:
(a) Let U C R™ be an open set and ®: U — R"™ be an injective immersion. Is then ®(U) C R" a
submanifold of R™?

(b) Let My, My C R™ be two submanifolds of R™. Is then also their intersection M; N M5 a submanifold
of R™?

(c¢) Let My, My C R™ be two disjoint submanifolds of R™. Is then their union M; U Ms a submanifold
of R™?

(d) Let M; C R™ and Ms C R™ be two submanifolds. Is then their direct product M; x Ms a
submanifold of R™1 727

FEzxzercise 6.

Let n € N and a: R — R, k € [0,n]n, be continuously differentiable functions, and consider the
polynomials

P.:R—-R, P(y):

[
(]
£
&
@?T‘

Show that if (xg,y0) € R? is a pair with

P,y (y0) = 0 and Py (yo) # 0,

then there exist open neighbourhoods U C R of zg and V' C R of yy and a continuously differentiable
function z: U — V such that z(x) is for every « € U the only root of P, in V.

FEzxzercise 7.

Determine all submanifolds of R™ with codimension 0.



Ezxercise 8.

Let M7 and Ms be two submanifolds of R™ with the dimensions m; and msy. Show that we have m; = ma
if there exists a diffeomorphism ®: R™ — R™ with ®(M;) = Ms.
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Ezxercise 1.

Let a,b,c > 0. For I := [0, a] x [0,b] x [0, ] compute the integral

/I Yoy (e, y, 2)

using Riemann sums.

Ezxercise 2.

Compute the integral

/ (z%y + zyIn(y°)) d(z,y).
[1,2]x[2,3]

Exercise 3.

Compute the integral
649:
Y d(ﬂj‘, Y, Z)
/[0,1]x[0,1]x[2,3] (y+2)5

Exercise 4.

Using cylindrical coordinates to compute the volume of

A= {(x7y,z)€]R3|x2+y2§9and0§3z§12—8w}.

Ezxercise 5.

Calculate the volume of the intersection B N C of the unit ball B := {x € R? | ||z|| < 1} and the cone

C={zxeR?|z?+a2} <3z} z3 >0}

Ezxercise 6.

(a) Let f: R — R be a continuous function with lim,|_,. z*f(z) = 0. Show that

(/_O; f(z) dsc>2 = /Ooo /027r f(rcos ) f(rsing)rdedr.

(b) Calculate the value of the integral
> 2
/ e dz.

Ezxercise 7.

We consider for n € IN the n-dimensional simplex

n
in§1}.
=1

(a) Determine the volume [A"|:= [, dx of the simplex.

A" = {x e [0, 1"

(b) Calculate the integral

/ e2i=1Ti dg,



Ezxercise 8.

We consider the function

sign(z1z2) if 0
FBuO) SR, fa) = wrE LD
0 if 2 = 0,

on the closed unit ball B;(0) in R2.

(a) Show that the iterated integrals

1 \/1—15 1 \/1—15
/ / f(z1,x2) dza dzy and / / f(z1,x2) daq dag
)y )y

exist and give the same value.

(b) Show that f is nevertheless not Riemann-integrable.

Zur Verfugung gestellt von:

Peter Elbau und Ekaterina Sherina

UE Analysis 2, SoSe 2022

Fakultat far Mathematik, Universitat Wien
Danke!


felix
Typewriter
Zur Verfügung gestellt von: 

Peter Elbau und Ekaterina Sherina

UE Analysis 2, SoSe 2022

Fakultät für Mathematik, Universität Wien

Danke! 


