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Ubungsaufgaben zu Abschnitt 1

Teilbarkeit, Euklidischer Algorithmus, Primzahlen, vollstéindige Induktion,
Binomialkoeffizienten, binomischer Lehrsatz

AUFGABE 1.1. Sei a eine ganze Zahl, die bei Division durch 17 Rest 12 liefert und sei b
eine weitere ganze Zahl, die bei Division durch 17 Rest 13 liefert.
(a) Zeige, dass a + b bei Division durch 17 Rest 8 liefert.
(b) Welchen Rest liefert ab bei Division durch 177

AUFGABE 1.2

(a) Zeige: Das Produkt dreier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist stets durch 3 teilbar.

(b) Zeige: Die Summe dreier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist stets durch 3 teilbar.

(c) Welchen Rest liefert die (jede) Summe von sechs aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
nach Division durch 67

AUFGABE 1.3. Die folgende Tabelle enthélt in der ersten Zeile alle natiirlichen Zahlen n
von —3 bis 15 und zeigt in der zweiten Zeile den Rest von n? nach Division durch 12.
n|-3 -2 -1 012345678910 11 12 13 14 15
Restvonn?| 9 4 1 01494101494 1 0 1 4 9

Uberpriife die Tabelle und beobachte:

(a) Die Reste wiederholen sich mit Periode 6.

(b) Die Reste sind reflexionssymmetrisch um n = 6 angeordnet.

(c) Die Reste sind reflexionssymmetrisch um n = 3 angeordnet.

Zeige, dass (a), (b) und (c) fiir alle ganzen Zahlen, auch auBerhalb des hier angefiihrten
Bereichs, richtig bleiben.

AUFGABE 1.4. Seien a und b ganze Zahlen. Zeige, dass a® + b* nach Division durch 4
Rest 0, 1 oder 2 liefert. Verwende dies, um zu zeigen, dass die Gleichung
a® + b* = 4003
keine ganzzahligen Losungen besitzt.

AUFGABE 1.5. Verwende den Euklidischen Algorithmus, um festzustellen, ob 2173 und
2021 teilerfremd sind. Ebenso mit 4891 und 5561.

AUFGABE 1.6. Kiirze den Bruch % soweit wie moglich und verwende dabei den Eu-
klidischen Algorithmus, um den grofiten gemeinsamen Teiler von Zéhler und Nenner zu

. . 5963 2087
bestimmen. Ebenso mit o und 03

AUFGABE 1.7. Bestimme ganze Zahlen x und y, die folgende Gleichung l6sen:
1 = 787x + 244y
AUFGABE 1.8. Zeige, dass keine ganzen Zahlen x und y existieren, fiir die gilt:

1 =2961x + 2367y
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AUFGABE 1.9. Bestimme eine ganze Zahl n, sodass 22n nach Division durch 101 Rest
1 liefert. Hinweis: Wende den erweiterten Euklidischen Algorithmus auf 101 und 22 an, um
ihren grofiten gemeinsamen Teiler darzustellen.

AUFGABE 1.10. Seien a, b, ¢ drei ganze Zahlen, sodass a | bc und ggT(a,b) = 1. Zeige,
dass dann auch a | ¢ gelten muss. Hinweis: Gehe wie im Beweis des Lemma von Euklid vor.

AUFGABE 1.11. Bezeichne p; die i-te Primzahl, p; =2, p, = 3, p3 =5, ... und sei

Ny :=pipa---pr + 1,
also etwa N3 = p1paps + 1. Sind die Zahlen Ny, alle prim? Uberpriife k = 1,2, 3,4, 5.

AUFGABE 1.12. Sei k > 0 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass

wenigstens einen Primteiler besitzt, der grofler als k£ ist. Hinweis: Gehe wie im Beweis des
Satzes von Euklid vor.

AUFGABE 1.13.

(a) Gib eine natiirliche Zahl n an, fiir die n(n — 1) + 41 nicht prim ist. (ohne Hilfsmittel)
(b) Finde die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die n(n—1)441 nicht prim ist. (mit Hilfsmittel)

AUFGABE 1.14 (Mersennsche Primzahlen).
(a) Zeige: Fiir alle natiirliche Zahlen m,n > 1 gilt

2 — 1= (2™ — 1) (142" 427" 4 ... 4 207 Um),

Hinweis: Ausmultiplizieren oder geometrische Summenformel verwenden.
(b) Zeige: Ist p eine natiirliche Zahl und

M,

p =2 —1
Primzahl, dann muss p prim sein. Hinweis: Fiihre einen indirekten Beweis und verwende
den ersten Teil der Aufgabe: Wire p zusammengesetzt, dann . ..

(c) Uberpriife fiir die ersten sechs Primzahlen p, ob M, prim ist. (mit Hilfsmitteln)

AUFGABE 1.15.

(a) Zeige, dass 887 nicht Quadrat einer rationalen Zahl ist.

(b) Zeige, dass keine Primzahl Quadrat einer rationalen Zahl sein kann.

(c) Zeige, dass 899 nicht Quadrat einer rationalen Zahl ist.

(d) Seien p und g zwei verschiedene Primzahlen. Zeige, dass pg nicht Quadrat einer rationalen
Zahl ist. Arbeite genau heraus, an welcher Stelle eingeht, dass p und ¢ verschieden sind.

(e) Zeige, dass 828 nicht Quadrat einer rationalen Zahl ist.

AUFGABE 1.16. Bestimme die Primfaktorzerlegungen von 60 und 150 und verwende sie
bei der Bearbeitung folgender Punkte:
(a) Gib alle Teiler von 60 an.
(b) Gib alle Teiler von 150 an.
(c) Gib alle gemeinsamen Teiler von 60 und 150 an.
(d) Bestimme damit ggT(60, 150).
Ebenso mit 54587 und 71383.



AUFGABE 1.17. Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Summe der ersten n positiven
geraden Zahlen und beweise diese Formel mittels vollstdndiger Induktion nach n.

AUFGABE 1.18. Zeige mittels vollstandiger Induktion: Fiir jedes natiirliche n > 1 gilt

142:2+3:2244-2° 452 44270 =) k2 =14 (n—1)2".
k=1
AUFGABE 1.19. Zeige mittels vollstindiger Induktion: Fiir jede reelle Zahl ¢ # 1 und
jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

— (n+1)¢" + ng™*!
(1—q)? '
AUFGABE 1.20. Sei a > 2 eine natiirliche Zahl. Zeige mittels vollstéandiger Induktion,

dass a™ — 1 fiir jede natiirliche Zahl n > 0 durch a — 1 teilbar ist. Versuche auch, einen
alternativen Beweis mit Hilfe der geometrischen Summenformel zu geben.

- 1
1_’_2q+3q2+4q3+'”+nqn—1:quk—lz
k=1

AUFGABE 1.21. Beweise die arithmetische Summenformel

n

(2a 4+ dn)(n+1) n(n+1)
g(a—de) = 5 =a(n+1)+d———.

AUFGABE 1.22. Die Zahlenfolge a,, sei rekursiv definiert durch
ag = 2, ap =1, und Gpy1 = Ap + 20,1, firn > 1.

Die néchsten Zahlen lauten daher: ay = 5, az3 = 7, ay = 17, a5 = 31, ag = 65. Zeige mittels
vollstéandiger Induktion: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 gilt

a, =2"+ (-1)".
AUFGABE 1.23. Die Fibonacci-Zahlen F,, werden rekursiv wie folgt definiert:
Fy =0, =1 und Fopn=F,+F,; firn>1.
Die ersten Fibonacci-Zahlen lauten daher: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,... Bezeichnen

1 1—
Q= +2\/3 und Y= 2\/5

die beiden Losungen der quadratischen Gleichung 22 = x + 1. Zeige
V5

mittels vollstindiger Induktion nach n. Hinweis: Uberpriife fiir den Induktionsanfang n = 0
und n = 1. Verwende im Induktionsschritt die Gleichungen ¢? = ¢ + 1 und 9? = ¢ + 1.

Fy

AUFGABE 1.24. (a) Verwende den Euklidischen Algorithmus, um den gréfiten gemeinsa-
men Teiler der Fibonacci-Zahlen Fy = 34 und Fy = 21 zu berechnen.

(b) Bestimme analog den grofiten gemeinsamen Teiler von Fig = 987 und Fi5 = 610.

(c) Wieviele Schritte (Divisionen) sind notwendig, um den grofiten gemeinsamen Teiler der

Fibonacci-Zahlen F,, und F,,_; mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus zu bestimmen?
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AUFGABE 1.25. Fiir natiirliches n > 1 zeige

n n n)!
k:l

AUFGABE 1.26. Berechne (g) mit dem Pascalschen Dreieck. Schreibe dabei nur jenen Teil
des Dreiecks an, der fiir die Berechnung dieses Binomialkoeffizienten notwendig ist. Berechne
(;) auch mit der geschlossenen Darstellung.

AUFGABE 1.27. Verwende den binomischen Lehrsatz, um die Bernoullische Ungleichung

(1+2)">14+nx
fiir reelle > 0 und natiirliche n > 0 zu zeigen. Zeige, dass auch die stéarkere Ungleichung
-1
n(n ) 72

(I1+2)">1+nx+ 5

fiir diese x und n gilt.

AUFGABE 1.28. Fiir welche reellen Zahlen z > —1 und welche natiirlichen Zahlen n > 0
gilt die strikte Bernoullische Ungleichung

(1+2)">1+na?
Begriinde die Antwort.

AUFGABE 1.29. Zeige mittels vollstandiger Induktion: Fiir jedes natiirliche n > 0 gilt

|
2n\ _ (2n)! <4
n nln! =
Versuche auch, einen alternativen Beweis mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes zu geben.

AUFGABE 1.30 (Verallgemeinerte Binomialkoeffizienten). Fiir reelle  und natiirliche
k > 0 wird der verallgemeinerte Binomialkoeffizient (i) wie folgt definiert:
k-1 .

r\ v x—1 -2 x—k—i—l r—j 1 ,
(k)'_k k—1 k-2 k— j_k!]l:[o(x 7

]:

Im Fall £ = 0 ist dies als (g) =1 zu lesen ist.

(a) Erklére, warum dies fiir natiirliches # und 0 < k < z mit der Definition der Vorlesung
iubereinstimmt.

((b Zeige (%) = x, (%) = 2l (2) = 2emE=d) g (7) = D2
C
(

)

) Berechne und zeige anschlieBend () =0 fur alle natiirliche 0 < n < k.
d) Berechne und zeige anschliefend ( 1) )k fiir jedes k > 0.
)
)
)

| ov @
Hv

g || RY

1/2) und (1/2).

(20 + () i k> 1
(37}) fir k> 1.

e) Berechne
f) Zeige (”1

(
( i
(g) Zeige (x)

~— N NN
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Wintersemester 2022/23 (250032)
zusammengestellt von Stefan Haller

Ubungsaufgaben zu Abschnitt 2
Aussagenlogik, Priadikatenlogik, Umgang mit Gleichungen

AUFGABE 2.1. Seien p, r zwei wahre Aussagen und ¢, s zwei falsche Aussagen. Bestimme
den Wahrheitswert folgender zusammengesetzter Aussagen.

(a) ((p =q)=r1)=>5

(b) (p=(¢g=71)) =s

(c) (p =q) = (r=15)

(d) p=(¢g=(r=23))

(e )p=>((CJ=>7“)$S)

Gib Wahrheitswerte fiir p, q,r, s an, sodass die Aussagen in (a) und (b) verschiedene Wahr-
heitswerte annehmen.

AUFGABE 2.2. Zeige mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen, dass folgende Aussagen Tau-
tologien sind:
(@) (pA(gAT) = ((PAg) AT)
(b) (pA(gVvr)) = ((pAg)V(pAT))
In der Vorlesung wurden analoge Aquivalenzen mit vertauschten Rollen von A und V gezeigt.

AUFGABE 2.3. Zeige mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen, dass folgende Aussagen Tau-
tologien sind:

&) (p=a)Alg=r))=(@=r)

(b) ((p=(gnr) & (P=dAP=r1))
) (p=(qgvr) e (p=aVp=r)
(d) ((p/\q):>r)<:>((p:>r q:>7“)
e) (pva)=r) e (p=r)A(g=r1))

AUFGABE 2.4. Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien, welche Kontradiktionen
und welche keines von beiden?

(a) (pVp)=p

(b) (pA (V) <q

(c) VvV (PAq) =p

(dg reqe((p=9ANp=q)

() p= ((p=a) A= 9)
AUFGABE 2.5. Zeige mit Hilfe einer Wahrheitswerttabelle, dass
(o1 Vp) NP1 =) A(p2=q) =q
eine Tautologie ist. Wie hiangt dies mit einem Beweis durch Fallunterscheidung zusammen?

AUFGABE 2.6 (Half adder). Seien a und b zwei Aussagen. Bestimme den Wahrheitswert-
verlauf der Aussagen
s=a¥Yb und c=aAlb.

Verwende dabei 0 fiir falsch und 1 fiir wahr:



—— O O
O = Ol

1

Beobachte: Interpretieren wir a und b als einstellige Bindrzahlen, dann ist die Bindrdarstel-
lung ihrer Summe a + b durch die Ziffern ¢ und s gegeben.

AUFGABE 2.7 (Full adder). Seien a, b und ¢, drei Aussagen. Bestimme den Wahrheits-
wertverlauf der Aussagen

s=a¥YbYcy und Cout = (@A D)V (aNcm)V (bAci).

Verwende dabei 0 fiir falsch und 1 fiir wahr:

a b cpn|Couw S
00 O
0 0 1
01 0
01 1
1 0 O
10 1
11 0
11 1

Beobachte: Interpretieren wir a, b und ¢;, als einstellige Bindrzahlen, dann ist die Binédrdar-
stellung ihrer Summe a+b+¢;, durch die Ziffern ¢, und s gegeben. Mehrstellige Bindrzahlen
konnen damit wie folgt addiert werden: Bezeichnen a und b die i-ten Ziffern zweier Binérzah-
len und c;,, den Ubertrag (carry) aus der Berechnung der vorangehenden Ziffer, dann liefert
s die i-te Ziffer der Summe und ¢,y den Ubertrag fiir die Berechnung der néchsten Ziffer.

AUFGABE 2.8. Das negierte Und (NAND) wird manchmal durch einen Pfeil notiert:

ptqg < -(pAq)

Zeige:

(a) (-p) & (p1Tp)
) A= ((pTa) T (T q)
(c) (pvg) = ((pTr)1T(@Tq)

Versuche auch die Implikation p = ¢ und die Aquivalenz p < ¢ ausschlieflich mit Hilfe des
Junktors 1 auszudriicken.

AUFGABE 2.9. Das negierte Oder (NOR) wird manchmal durch einen Pfeil notiert:

plg < -(Vg




Zeige:
(a) (=p) < (p D)

b)) v e ((plglpla)
(c) pAg) = ((pdp)d(gla)

Versuche auch die Implikation p = ¢ und die Aquivalenz p < ¢ ausschlieflich mit Hilfe des
Junktors | auszudriicken.

AUFGABE 2.10. In der linken Spalte weiter unten sind einige Tautologien aufgelistet, die
in der Vorlesung besprochen wurden. Ersetzen wir die Aussagen p, ¢, durch Zahlen a, b, c;
die Junktoren V, A durch die Rechenoperationen +, -; die Aquivalenz < durch Gleichheit =:
und die Negation —p durch 2%, so ergeben sich die Ausdriicke in der rechten Spalte.

(pVaq) < (qVp) a+b=b+a

(pAg) = (gAp) a-b=b-a
(pVigVvr) e ((pVq Vr) a+(b+c)=(a+b)+c
(pA(gnAT)) = ((PAg) AT) a-(b-c)=(a-b)-c
(pVi(gAr)) < ((pVa)AlpVr)) atb-c=(a+b) (a+c)
(pA(gVvr)e (pAg VipAT)) a-(b+c)=a-b+a-c

—~(pVaq) & (-pA—q) 90tb — 9a. 9b

=(pAq) = (—pV—q) 2vb — 9 4 ob

——p <& p 2" = ¢

Welche dieser Formeln gelten fiir alle ganzen Zahlen a,b und ¢? Begriinde die Antwort.

AUFGABE 2.11. Sei n eine ganze Zahl und p prim. Zeige, dass n genau dann durch p
teilbar ist, wenn n? durch p teilbar ist. Beweise zwei Implikationen, um die Aquivalenz zu
zeigen.

AUFGABE 2.12. Sei n eine ganze Zahl. Zeige, dass n genau dann durch 15 teilbar ist,
wenn n? durch 15 teilbar ist. Beweise zwei Implikationen, um die Aquivalenz zu zeigen.

AUFGABE 2.13. Seien
n:plfl.pzk und m:p/fl.p‘:k
die Primfaktorzerlegungen von n und m, wobei pq, . .., pp paarweise verschiedene Primzahlen
bezeichnen und v;, p; > 0 natiirliche Zahlen sind. Zeige, dass n genau dann m teilt, wenn

vi < fiir jedes i = 1,..., k gilt. Arbeite genau heraus, an welcher Stelle eingeht, dass die
Primzahlen verschieden sind. Beweise zwei Implikationen, um die Aquivalenz zu zeigen.

AUFGABE 2.14. Seien a und b ganze Zahlen. Zeige mit Hilfe eines Zirkelschlusses, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Die Zahlen a und b sind teilerfremd.
(b) Es existieren ganze Zahlen x und y mit 1 = ax + by.
(c) Fiir jede Primzahl p gilt p t a oder p 1 b.

AUFGABE 2.15. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch. Begriinde

die Antwort.
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(a) In€Z:VdeZ:d|n
(b)VneZ:3deZ :dtn
(c)IdeZ:¥YneZ:d|n
(d)VYdeZ:IneZ:din

(e) Va,b€Z :3c€Z:a|cNb]c

(f) Ja,beZ:NceZ:atcVbic

(g) Ya,c€Z:FbeZ:a|bNb|c

(h) Ja,c€e Z:VbeZ:atbVbtc
AUFGABE 2.16. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinde die Antwort und
bilde die Negation.

) Va,b,c €Z :ac=bc=a=1b
)Va,beZ:IneN:a+n=bVb+n=a
yVmneN:mn=1=(m=1An=1)
yVYa,beZ:3c€Z:a|lcNb]|c

(e) Ya,b,c€Z:(a|cAb|c)=ab|c

AUFGABE 2.17. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinde die Antwort und
bilde die Negation.
(a) AIneN:n*=4
(b) Va,b€Z:(a|bAb|a)=a=10
(c) VpeP:Va,beZ:(p|labApta)=p]|b
(d)
)

(a

(b
(c
(d

VaeZ:(31taVT7ta)=421a
(e)VzeQ:2<3=22<9

AUFGABE 2.18. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinde die Antwort und
bilde die Negation.
(a) Ya,b,c € Z:(a|bAb|c)=a]|c
(b) Va,b€Z:4|ab= (4] aV4]|b)
(c) Ya,beZ:5|ab= (5]aV5]|b)
(d) Ya,beZ:6|ab= (3|aV3]|Db)

AUFGABE 2.19. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinde die Antwort und
bilde die Negation.
(a) Va,b,ceZ:(a|bNa|c)=al (b+c)
(b) Ya,b,c € Z :(a|cNb|c)= (a+Db)|c
(c) Ya,beZ : (6 |abN61a)=6]b
(d) Ya,be Z: (T|abANTta)=T]0b
(e) Va,be Z : (8| abAN2ta)=8|b

AUFGABE 2.20. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinde die Antwort und
bilde die Negation.
(a) Va e Z:3 | ala+1)
(b) Va,b € Z: (TtaANTtb)=Ttab
(c) Va,beZ : (6taN6tb) = 61ab

AUFGABE 2.21. Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch? Begriinde die

Antwort und bilde die Negation.
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a) V5>0:3n0€N+:VnEN+:nZn0:>%Sé?

b) Ve,y eR: (2> 0Ny >0A2*>=y?) ==y

c)dpeP:p+2€cPAp+4eP

y3ApeP:2p

) IpeP:6|p

) Ve,yeR:zy=0= (z=0Vy=0)

Dabei ist Ve > 0 eine Abkiirzung fiir Ve € R, wobei R, die Menge der positiven reellen
Zahlen bezeichnet. Weiters bezeichnet N, die Menge der positiven natiirlichen Zahlen und
P die Menge der Primzahlen.

AUFGABE 2.22. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch? Begriinde
die Antwort und bilde die Negation. Verwende dabei Schulwissen zur Exponentialfunktionen.

a) Ve,ye R:x<y=e"<e¥

)

)

) <

)dmeR:VeeR:m<e”

ydmeR:VzeR:m<e”
(g) VyeR:dzeR:e* =y
(h)y Vy>0:FlzeR:e" =y

1)

i)

k)

1)

EIxER:xS_O/\el’>1

Va,y € R: eV = e%e¥

(m) dz,y e R:e™ =" + ¥

Dabei ist Vy > 0 eine Abkiirzung fiir Vy € R, wobei R, die Menge der positiven reellen
Zahlen bezeichnet.

AUFGABE 2.23. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch? Begriinde
die Antwort und bilde die Negation. Verwende dabei Schulwissen zu den trigonometrischen
Funktionen.

) Vo € R :sin?(z) + cos?(z) = 1
b) Jye R:Vr e R: —y <sin(z) Asin(z) <y
(c) Jw e R :Vx € R:sin(x + w) = sin(z)
) JweR: Ve € R:sin(z +w) =sin(z
(e) Ja,b € R:Vx € R: cos(3z) = acos®(x) + bcos(x)
(f) Vo € R : sin(—x) = sin(x)
) 3z € R : sin(—xz) = sin(x)
) Ve eR:sin(z) =0< (In€Z:x =mn)

(a
(
(d

¢
(g
h

(

AUFGABE 2.24. Sei f: R — R eine Funktion. Je zwei der folgenden Aussagen sind
Verneinungen voneinander. Ordne jeder Aussage ihre Negation zu.
(a) Vo,y e Rz <y = f(z) < fy)
(b)VyeR:Jz eR: f(z)#y
(c)Ve,y e Rz <y= f(z) > f(y)
(d) Vz,y e Rz <y = f(x) > f(y)



VyeR:JzeR: f(x) >
JyeR:VzeR: f(x) <
JyeR:VreR: f(x) >

JyeR:VzeR: f(x)=y
VyeR: Az eR: f(z) <y

AUFGABE 2.25. Bestimme alle reellen Losungen folgender Gleichungen:

(a) V222 +1=ux

(b) Vat + 3 = 222

(¢) Vb + 8 = 323

(d) (z*+ 1) = (2 +7)*°
(

(
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Ubungsaufgaben zu Abschnitt 3

Mengen, Abbildungen, Ordnungs- und Aquivalenzrelationen,
Rechnen mit Restklassen

AUFGABE 3.1. Beschreibe jede der folgenden Mengen als Intervall oder als mdglichst
einfache Vereinigung von Intervallen und fertige Skizzen an.

(a) (1,411 (3,5)

AUFGABE 3.2. Fiir reelle Zahlen a < b und ¢ < d betrachten wir die Intervalle
I=la,bl={xeR:a<z<b} und J=le,d={reR:c<z<d}.

Charakterisiere folgende Aussagen durch dquivalente Bedingungen an a, b, ¢ und d.
(a) ICJ
(by INJ =10
(c) TUJ C[1,4]
(d) [2,3]CInJ

AUFGABE 3.3. Zeige zwei Inklusionen, um folgende Identitdt zu beweisen:

{neZ|3dkeZ:n=02k+1)?}={neZ|AecZ:n=(2+7)?}

AUFGABE 3.4. Seien A; C Ay und By C By Mengen. Zeige:
(a) AiNB; C AN By
(b) A;UB; C Ay U By
Formuliere analoge Figenschaften fiir Vereinigung und Durchschnitt von Mengenfamilien.

AUFGABE 3.5. Seien A und B zwei Mengen. Zeige:

(a) ACAUB
(b)) ANBCA
(c) ACB&< AUB=B
(d ACB& ANnB=A

AUFGABE 3.6. Seien A und B Mengen. Zeige:
(a) A=B< AAB=1
(b ACB< AABCRB
(c) AnNB=0< AAB=AUB



s

AUFGABE 3.7. Seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die drei Mengen
A\ B, ANB, B\ A

paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung mit A U B iibereinstimmt.

AUFGABE 3.8. Seien Ay,..., A, Mengen. Zeige:

re A4 AA & |{ie{l,2}: 2 € A} ist ungerade
reATAAANA; & [{ie€{1,2,3}: 2z € A} ist ungerade
Zeige anschliefend mittels vollstandiger Induktion nach n:
reATA---AA, & [Hie{l,...,n}:x € A} ist ungerade

Beachte, dass Klammersetzung und Reihenfolge bei einer mehrfachen symmetrischen Diffe-

renz A; A --- A A, keine Rolle spielen.

AUFGABE 3.9. Seien A, B und C drei Mengen. Gib fiir jede der folgenden Identitéiten
zwei Beweise: einen durch Riickfithrung auf logische Tautologien und einen zweiten mit Hilfe
einer Mengentafel.

(a) AN (BNC)=(A\B)U(A\C)
(b) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)
(c) (ANB)\C=(ANnC)\(ANC)
Versuche auch, diese Identitdten mit Hilfe von Venn-Diagrammen zu beweisen.

AUFGABE 3.10. Seien A, B und C' drei Mengen. Zeige:

(a) AAB=BAA

(b) AA(BAC)=(AAB)AC

(c) AAD=A

(d) AAA=1

(e) AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

Gib Beweise mittels Mengentafeln, Venn-Diagrammen und durch Riickfithrung auf logische
Tautologien.

AUFGABE 3.11. Welche der folgenden Identitéiten gelten fiir alle Mengen A, B und C?
Begriinde die Antwort, d.h., gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

a) AU(BAC)=(AUB)AC

—

(b) AA(BUC)=(AAB)U(AACQ)
(c) A\(BUC)=(AUB)\ (BUC)

(d) AN(BAC)=(ANB)AC

(e) AA(BNC)=(AAB)N(AACQ)
(f) (AUB)\C=AU(B\C(C)

(8) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)

(h) (A\B)uC =A\ (BUC(C)

i) (A\B)uC=(AUC)\ (BUC)

() (AAB)\C' = (A\C)A(B\C)

(k) AA(B\C)=(AAB)\(AAC)
(1) A\(BAC)=(A\B)AC

m) A\ (BAC)=(A\B)A(A\C)



AUFGABE 3.12. Gib Beispiele von Mengen A, B und C an, die zeigen, dass folgende
Identitéaten i.A. falsch sind.

(a) AU(B\C)=(AUB)\ (AUC)
(b) A\ (BUC) = (A\ B)UC
() A\(BNC) = (A\ B)N(A\0)
(d) A\ (BNC) = (A\B)NC
(e) (AAB)\C=AA(B\C)

(f) (A\B)AC=A\(BACQC)

Bei jedem Punkt kann jedoch das Gleichheitszeichen durch C oder O so ersetzt werden, dass
die resultierende Inklusion fiir beliebige Mengen A, B, C' wahr ist. Gib an, welche Inklusion
jeweils gilt und beweise sie.

AUFGABE 3.13. Sei (4;);er eine Mengenfamilie und B eine Menge. Zeige:
(a) (Uie] Ai) \ B = Ue, (4 \ B)
(b) (miel Ai) \B= mieI(Ai \ B)
AUFGABE 3.14. Seien (A;)ie; und (B;);es zwei Mengenfamilien. Zeige:
(a) (Uie[ Ai) N (Uje] Bj) = U(i,j)eIxJ(Ai n Bj)
(b) (miel Ai) U (ﬂjeJ Bj) = m(i,j)eIxJ(Ai U Bj)
AUFGABE 3.15. Beschreibe folgende Mengen als Intervalle oder als Vereinigung von In-
tervallen:

() Unew, [7>7]

(b) Upew, [1 47,4 = 7]
(C) mneNJr[l - %74 + %]
(d) ﬂneN+ [1 - %? 1]

AUFGABE 3.16. Seien A und B Teilmengen von U. Fiir das Komplement in U wurde in
der Vorlesung die erste der folgenden Identitéten auf vier verschiedene Arten gezeigt. Gib
analoge Beweise der verbleibenden Identitéten.

a) (AUB)¢ = A°N B¢
(AN B)¢ = A°U B°
(A = A

AUFGABE 3.17. Seien (A4;);e; Teilmengen von U. Fiir das Komplement in U zeige:
Q) -Us
iel icl
AUFGABE 3.18. Fiir Mengen A, Ay, As, B, By, By und C' zeige:
(a) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(b) Ax (BNC)=(AxB)N(Ax(C)

(c) Gilt A} € Ay und By C By, dann auch A; x By C Ay X By
3



AUFGABE 3.19. Gib alle Elemente der Potenzmengen P({1,2,3,4}) und P(P(P(P(0))))
explizit an. Hinweis: In der Vorlesung wurde P(P(P((}))) angegeben.

AUFGABE 3.20. Je zwei der folgenden Teilmengen von R? stimmen iiberein. Ordne sie
entsprechend zu und fertige Skizzen an, die die Gleichheit plausibel machen.

(a) ([1,3] x [5,6]) U ([2,4] x [5,6])

(b) ([1,3] x [5,6]) N ([2,4] x [5,6])

(¢) ([1,3] < [5,7]) N ([2,4] x [6, 8])

(d) ([1,3] x [5,7]) \ [2,4] < [6,8])

(e) ([1,4] < [5,8])\ ([2,3] < [6,7])

() ([1,2) < [5,7]) U([1,4] x [5,6))

(8) (([1,2) U (3,4]) x [5,8]) U ([1,4] x ([5,6) U(7,8]))
(h) [2,3] x [5, 6]

(1) [2,3] x [6,7]

(3) [1,4] < [5,6]

AUFGABE 3.21. Welche der folgenden Identitédten gelten fiir beliebige Mengen A, As,
By, B> und B? Begriinde die Antwort, d.h., gib jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.
(a) (Al X Bl> N (A2 X BQ) = (Al N Ag) X (B1 N BQ)

(b) (Al X B1> U (AQ X Bg) = (Al U Ag) X (Bl U BQ)
(c) (A1 x Bi)\ (A2 X Ba) = (A1 \ As) x (B1 \ By)
(d) (Al X B)\(A2 X B) = (Al\Ag) X B

Fertige auch Skizzen an, die die Antworten plausibel machen.

AUFGABE 3.22. Beschreibe folgende Teilmengen von R? geometrisch (in Worten):

(a) [0, ] [0, 2]

(b) ([0, 1] < {0,2}) U ({0, 1} < [0,2])

(c) {0, 1} {0,2}

(d) {(z,y) eR?:0< o< l,y=22}U{(z,y) eR*:0< 2 <1,y =22z}
AUFGABE 3.23. Beschreibe folgende Teilmengen von R? geometrisch (in Worten):

(a) [0,1] x [0,2] x [0, 3]

(b) ([0,1] x [0,2] x {0,3}) U ([0, 1] x {0 2} 3]) U ({0, 1} x x [0,3])

(c) ([0,1] x {0,2} x {0,3}) U ({0 1} x {0 31 U ({0, 1} {0 2} % [0,3])

(d) {0,1} > {0,2} x {0,3}

AUFGABE 3.24. Seien A, B und C' drei endliche Mengen. Zeige:
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|
Hinweis: Verwende mehrmals die Identitiat | X UY| = | X| + |Y]| — | X NY, die fiir beliebige
endliche Mengen X und Y gilt.
AUFGABE 3.25. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen endlichen Mengen mit | X| = |Y|.
Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
e f ist injektiv.
o f ist surjektiv.
e f ist bijektiv.



AUFGABE 3.26. Betrachte f: R — R, f(z) = (z — 3)? + 1.

(a) Berechne f(2).

(b) Berechne f(A), wobei A = (2,5).

(c) Berechne f([1,2]).

(d) Berechne f~1(2), f~*(1) und f~%(0).

(e) Berechne f~1(B), wobei B = (—1,5].

(f) Berechne f~!([2,10])

(g) Berechne f71([0,1))

(h) Gib eine Teilmenge C' C R an, fiir die f(f~*(C)) # C gilt.
(i) Gib eine Teilmenge D C R an, fiir die f~!(f(D)) # D gilt.

AUFGABE 3.27. Betrachte f: R\ {2} = R, f(z) = £22.

2—x

(a) Berechne f(3).

(b) Berechne f(A), wobei A = (3,4).

(c) Berechne f([0,1]).

(d) Berechne f(3), f~(—1).

(e) Berechne f~1(B), wobei B = (1,2].

(f) Berechne f~1([1,4])

(g) Gib eine Teilmenge C' C R an, fiir die f(f~(C)) # C gilt.

(h) Erklire, warum keine Teilmenge D C R\ {2} existiert, fiir die f~'(f(D)) # D gilt.

AUFGABE 3.28. Sei f: X — Y surjektiv und B C Y. Zeige f(f~}(B)) = B.

AUFGABE 3.29. Sei f: X — Y eine Abbildung, A; C Ay C X und B; C By C Y. Zeige
f(A1) C f(Az) und f~1(By) C f~1(By).

AUFGABE 3.30. Seien f: X — Y eine Abbildung, A;, A zwei Teilmengen von X und
By, By zwei Teilmengen von Y. Zeige:
(a) f7H(Bi\ Ba)) = [H(B1) \ fH(B).
(b) fH(B1 A By) = fH(B1) A fH(Bo).
(c) f(AL\ A2) D f(A1)\ f(A2).
(d) f(A1 A Ag) D f(A1) A f(Az).
Gib Beispiele an, die zeigen, dass in (¢) und (d) strikte Inklusion eintreten kann. Zeige, dass
fiir injektives f in (c¢) und (d) Gleichheit gilt.

AUFGABE 3.31. Betrachte die Abbildung f: {1,...,8} — {1,...,5} gegeben durch:

6 7
2 2

w| co

n|l 23 45
fn)[3 41 25

(a) Bestimme f(A), wobei A = {2,4,6,8}.

(b) Bestimme f~!(B), wobei B = {1, 2, 3}.

(¢) Erklire, warum keine Teilmenge C' C {1,...,5} existiert, fiir die f(f~1(C)) # C gilt.
(d) Gib eine Teilmenge D C {1,...,8} an, fiir die f~1(f(D)) # D gilt.

AUFGABE 3.32. Seien X und Y zwei Mengen und b € Y. Betrachte die konstante Abbil-
dung f: X =Y, f(z) = b, die jedes Element in X auf dasselbe Element b abbildet.
(a) Fiir welche X ist f injektiv?
(b) Fiir welche Y ist f surjektiv?



AUFGABE 3.33. Betrachte folgende Abbildungen:
fZ—7Z, f(n)=n+1
9g:Z—17Z, gn)=n+n
h:Z—7Z, h(n)=n-n

Ornde die sechs Kompositionen

fogoh, gohof, hofog, fohog, hogof, gofoh

den entsprechenden Zuordnungsvorschriften zu:

(a) n— 2n%+1

(b) n > 2n? +2

(c) n+—4n?+1

(d) n—2n?+4n+2

(e) n—4n? +4n+1

(f) n+—4n* +8n+4

AUFGABE 3.34. Betrachte folgende Abbildungen:

frRA{=3} = R\ {3}, f(l’)—giig
g: R\{%} %R\{_%h g(x) = ;ix—+38

Ordne den Abbildungen
f= g7 gof. gof
die entsprechenden Abbildungsvorschriften zu:
(a) v —> —x+3
T —2—2D

AUFGABE 3.35. Zeige, dass folgende Abbildungen wohldefinierte Bijektionen sind und
gib ihre Umkehrabbildungen an.

(a) f: R =R, f()—:c/3—2

() 01 2.50) + 0.3). 4(0) = Gy

(¢) g2t (=00,0) = (0, 3), g2(2) = ooy

(d) ha: (=00, =5] = (=00, 0], hy(x )—4—($+3)
(e) ha: [—1,00) = (=00 0]’ ha(z) =4 — (x +3)?

AUFGABE 3.36.

(a) Gib reelle Zahlen a < b an, sodass [a,b] — [0,2], x — —2(z + 1) eine Bijektion ist und
berechne ihre Umkehrabbildung.

(b) Gib reelle Zahlen ¢ und d an, sodass (—oo,c] — [d,00)  — (z — 5)® — 4 eine Bijektion
ist und berechne ihre Umkehrabbildung.

(c) Gib reelle Zahlen e und f an, sodass [-2, —1] = [e, f], 2 = 5= eine Bijektion ist und

berechne ihre Umkehrabbildung.
6



AUFGABE 3.37. Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv oder bijektiv?
Berechne im bijektiven Fall die Umkehrabbildung.

) Z —Zynw— (—1)"-n
) R—[1,00), a:r—>|x—1|+1
) [1,4] = R, z— 2® —4zx +5
(e) [0,00) = (0, 3], # = ipss
(f) R\ {5} = R, v — 255
) R\ {-1,1} 5 R, o+ - + 4 =2
)

z+1 z2—1

( 1,1)—>R $l—>—+x—+1:x§fl

AUFGABE 3.38. Gib eine Bijektion zwischen Z und {n € Z: 3| (n — 1)} an.

AUFGABE 3.39. Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv oder bijektiv?
Verwende dabei Schulwissen zu den trigonometrischen Funktionen.

(a) R — [-1,1], x — sinzx

(b) [0,27] — [ 1, 1], x — cosx
(c) (m,2m) = (— 11)x|—>cosx
(d (—% 5) = R,z tanx

(e) (m, %) = R, z+— cotx

(f) R—>R, z+—e€”

g) R— (0,1], z — e /2

h o) = R, z — log(x — 1)

—x

R
R
(1, ) I
R — R, z + sinhx = &=
R —

(
(
(i
(J

Y

2

— [1,00), x +> coshz = £

)
)
)
)
)
)
)
)
)

AUFGABE 3.40.

(a) Sei f: X — Y injektiv und Ay, Ay C X mit f(A;) = f(Ag). Zeige A; = As.
(b) Sei f: X — Y surjektiv und By, B CY mit f~1(B;) = f~1(By). Zeige By = Bs.

AUFGABE 3.41.

(a) Betrachte die Funktion g: R — [0,00), g(x) = x2. Gib zwei verschiedene (rechtsinverse)
Abbildungen fi, fo: [0,00) — R an, fir die go f; = id und g o fo = id gilt. Erklére,
warum keine (linksinverse) Abbildung h: [0, 00) — R mit h o g = id exstieren kann.

(b) Betrachte die Funktion f: [0,00) — R, f(z) = z. Gib zwei verschiedene (linksinverse)
Abbildungen ¢1,g2: R — [0,00) an, fiir die g; o f = id und g, o f = id gilt. Erklére,
warum keine (rechtsinverse) Abbildung h: R — [0, 00) mit f o h = id exstieren kann.

AUFGABE 3.42. Betrachte die Abbildungen p, o, 7: R? — R2,

plx,y) = (—y,x) (Rotation um 90° um den Koordinatenursprung)
o(z,y) = (y,2) (Spiegelung an der Diagonalen)
T(x,y) = (z, —y) (Spiegelung an der z-Achse)

(a) Berechne o o poo~! und interpretiere die Abbildung geometrisch.
(b) Berechne p oo o p~! und interpretiere die Abbildung geometrisch.

(c) Berechne 7 o o und interpretiere die Abbildung geometrisch.
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AUFGABE 3.43. Seien f: X — Y und g: Y — Z zwei Abbildungenund h = gof: X — Z
ihre Komposition. Zeige: Sind zwei der drei Abbildungen f, g und h bijektiv, dann ist auch
die dritte bijektiv. Hinweis: In der Vorlesung wurde bereits gezeigt:

(a) Sind f und g bijektiv, dann ist auch h bijektiv.
Zeige nun:

(b) Sind g und h bijektiv, dann ist auch f bijektiv.
(c) Sind A und f bijektiv, dann ist auch g bijektiv.

AUFGABE 3.44. Welche der folgenden Relationen sind reflexiv, transitiv, symmetrisch
oder antisymmetrisch?
J~aufRix~y o =yVe=—y
~af Riz~y:r=yV(reZANyel)
> auf RV+: f > g: 30 >0:Vae N, :|g(a) — f(a)] < C/a
auf R%: f=g:=Va€Z,: f(a) =g(a)
auf R: x <y & a3 < o3
auf Ri z Cy e (x— 1) < (y — 1)*
auf N:a <b:< (n+1) | (m+1)

(a
(b)
(c)
(d) =
(e)
(f)
(e)

IA A

g

AUFGABE 3.45. Bestimme obere und untere Schranken folgender Teilmengen, falls diese
beziiglich der angegebenen Ordnungen existieren.
(a) (2,3] in (R, <)
(b) {-n?*:n€Z}in (R, <)
(©) {2,4,6,8,10} in (V.. |)
(d) {[1,4],[2,5],[3,6]} in (P(R), S)
Versuche jeweils moglichst kleine obere Schranken und mdglichst grofle untere Schranken
anzugeben.

AUFGABE 3.46. Welche der folgenden Abbildungen sind beziiglich der natiirlichen Ord-
nung auf R monoton wachsend oder fallend? Verwende dabei Schulwissen zu den trigonome-
trischen Funktionen.

(a) R—> R,z sinx
(

% (—575)—>R T+ tanzw

) R\Z = R, z — cot(nx)
)R- R, x+—e”

) (0,00) = R, .+ logaz
)RR, 2+ e /2

) R =R, 2 — sinh(z) = <=~
(i) R = R, 2+ cosh(z) = <=

x T

AUFGABE 3.47 (Lexikographische Ordnung). Seien (X, <) und (Y,C) zwei geordnete
Mengen.

(a) Zeige, dass
(z1,01) D (22,2) & 21 <22V (21 =22 A1 T )
eine Ordnung auf X x Y definiert.



(b) Zeige, dass < eine Totalordnung ist, wenn < und C Totalordnungen sind.
(c) Ist die Abbildug (X x Y, <) — (X, <), (z,y) —  monoton?
(d) Ist die Abbildug (X x Y, <) — (Y,C), (z,y) — y monoton?

AUFGABE 3.48. Zeige, dass streng monotone Abbildungen zwischen totalgeordneten
Mengen injektiv sind.

AUFGABE 3.49. Zeige, dass die Komposition monoton wachsender Abbildungen monoton
wachsend ist. Gilt eine analoge Aussage fiir monoton fallende Abbildungen?

AUFGABE 3.50. Sei (X, <) eine geordnete Menge und z,y, z € X. Zeige:
(a) Gilt x < y und y < z, dann auch x < z.
(b) Gilt z < y und y < z, dann auch z < z.
(¢) Gilt z < y und y < z, dann auch z < z.

AUFGABE 3.51. Sei (X, <) eine totalgeordnete nichtleere endliche Menge. Zeige mittels
vollstandiger Induktion nach der Anzahl der Elemente von X, dass X ein (eindeutiges)
Maximum besitzt. Zeige analog, dass X auch ein (eindeutiges) Minimum besitzt.

AUFGABE 3.52. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X und ~ eine Aquiyalenzrelation auf
Y. Weiters sei f: X — Y eine Abbildung, die in folgendem Sinn mit den Aquivalenzrelatio-
nen vertréglich ist:
Ve, o' € X iz~ 2 = fz) = f(2)
Zeige, dass durch
X/~ =Y/~ o] = [f(2)]s
eine Abbildung wohldefiniert ist.
Zeige damit, dass folgende Abbildungen wohldefiniert sind:
(a) Zoy — Zaa, [alaa — [a]r2
(b) Zg — Zg, [a]g — [3&]9
(C) Zg — Zg, [a]g — [GS]Q

AUFGABE 3.53. Gib die Additions- und Multiplikationstafeln fiir die Restklassenringe Zs
und Zg an. Welche dieser Restklassen sind invertierbar?

AUFGABE 3.54. Welche der folgenden Restklassen sind invertierbar. Bestimme gegebe-
nenfalls die Inverse.
(a) [15] < ZIQS
(b) [34] € Zss
(C) [19] € Zlog
(d) [53] € Z10o

AUFGABE 3.55.

(a) Lose die Gleichung [7] - x + [11] = [33] in Zj7.
(b) Lose die Gleichung [7] - o + [11] = [33] in Zase
(c) Lose die Gleichung [5] - z + [13] = [21] in Zs,.
(d) Lose die Gleichung [15] - 2 + [11] = [8] - = + [33] in Zg.

(e) Lose die Gleichung [28] - x 4 [61] = [15] - = + [64] in Zgy.

Gib die Losungen x € Z,, jeweils in der Form x = [a],, mit 0 < a < n an.
9



AUFGABE 3.56.
) Lose die Kongruenz 19a = 17 mod 64.

(a
(b) Lose die Kongruenz 19a = 17 mod 128.
c¢) Lose die Kongruenz 19a = 17 mod 256.

(
Gib jeweils alle Losungen a € Z an.
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Einfithrung in die Mathematik
Wintersemester 2022/23 (250032)
zusammengestellt von Stefan Haller

Ubungsaufgaben zu Abschnitt 4
Gruppen, Ringe, Korper, Komplexe Zahlen
AUFGABE 4.1. Zeige, dass in M3(R) auch das Rechtsdistributivgesetz gilt.

AUFGABE 4.2. Zeige, dass die Menge aller Diagonalmatrizen {(¢9) : a,b € R} einen kom-
mutativen Unterring mit Eins in M5(R) bildet.

AUFGABE 4.3. Sei X eine nichtleere Menge. Zeige, dass F(X,R) := R* mit der punkt-

weisen Addition und Multiplikation von Funktionen einen kommutativen Ring mit Eins
bidet.

AUFGABE 4.4. Sei n € Z. Zeige, dass {kn : k € Z} einen Unterring von Z bildet.
AUFGABE 4.5. Sei ) #Y C X. Zeige, dass P(Y) einen Teilring von (P(X), A, N) bildet.
AUFGABE 4.6. Gib Nullteiler in Z15, Zeo und Zsre7 an.

AUFGABE 4.7. Stelle Additions- und Multiplikationtafel fiir Zs und Zg auf. Wie lassen
sich darin Nullteiler und multiplikativ inverse Elemente finden?

AUFGABE 4.8. Sei (R, +, ) ein Ring mit Eins. Zeige, dass die folgenden beiden multipli-
kativen Kiirzungsregeln gelten:

(a) Va € R*:Vb,c€ R:ab=ac=b=c.
(b) Ya € R*:Vb,c€ R:ba =ca=b=c.
AUFGABE 4.9. Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins, a € R* und b,c € R.

(a) Zeige, dass die Gleichung ax 4+ b = ¢ eine eindeutige Losung x € R besitzt.
(b) Zeige, dass die Gleichung za + b = ¢ eine eindeutige Losung = € R besitzt.

AUFGABE 4.10.

(a) Bestimme alle Losungen = € Zg der Gleichung [2]¢ - x :
(b) Betsimme alle Losungen z € Zg der Gleichung [2]g - © = [3]6.

AUFGABE 4.11. Bestimme alle Einheiten in Zg, und Zg.

AUFGABE 4.12. Sei (R,+, ) ein Ring mit Eins und a,b,¢c € R mit ab = c¢. Zeige: Sind
(irgenwelche) zwei der drei Elemente a, b, ¢ Einheiten, dann ist auch das dritte eine Einheit.

AUFGABE 4.13. Sei A = (2%) € My(R) mit ad — be # 0. Zeige, dass A invertierbar (eine
Einheit von M(R)) ist mit Inverser

1 ( d/(ad—bc) —b/(ad — bc)
A= (—C/(ad— be) a/(ad — be) ) '

AUFGABE 4.14. Unter der Determinante einer 2 x 2-Matrix verstehen wir die Zahl

a b
det (c d) = ad — be.
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Zeige, dass fir je zwei Matrizen A, B € My(R) gilt

det(AB) = det(A) det(B).
Schliee daraus:
(a) A € My(R) ist genau dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0.

(b) A € M>(Q) ist genau dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0.
(¢) A € My(Z) ist genau dann invertierbar ist, wenn det(A) = £1.

AUFGABE 4.15. Sei h: X — Y eine Abbildung zwischen nichtleeren Mengen. Bezeichne
F(X,R) den Ring aller Funktionen X — R mit der punktweisen Addition und Multiplikation
von Funktionen. Zeige, dass die Abbildung

F(Y,R) = F(X,R), fws foh
ein Ringhomomorphismus ist, d.h., zeige, dass fir f,g € F(Y,R) gilt:

(a) (f+g)oh=foh+goh

(b) (f-g)oh=(foh)-(goh)

(C) 1y oh= 1X

Dabei bezeichnet 1x € F(X,R) die konstante Einsfunktion, das Einselement in F'(X,R).

AUFGABE 4.16. Sei h: X — Y eine Abbildung zwischen nichtleeren Mengen. Betrachte

die Potenzmenge P(X) mit der symmetrischen Mengendifferenz und dem Durchschnitt als
Ring, (P(X),A,N)). Zeige, dass die Abbildung

P(Y) = P(X), A~ h'(A)
ein Ringhomomorphismus ist, d.h., zeige, dass fiir A, B € P(Y) gilt:
(a) hY(AA B)=h"Y(A) AR™Y(B)
(b) Y (AN B) =h"Y(A)Nh~'(B)
() iHY) =X

AUFGABE 4.17. Zeige, dass die Abbildung

presan®, parn (3 )

a

ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

AUFGABE 4.18. Sei (K, +,-) ein Korper. Fiir a,b € K mit b # 0 schreiben wir
% = a/b:=ab'.

Zeige dass fiir a, b, c,d € K folgende Rechenregeln gelten:

) 1
Gllt a;«é 0, dann auch 1 =a ™.
Gilt a # 0 und b # 0, dann(b) =2

Gilt b # 0 und d # 0, dannauchbd;«é()unda S =1

(a

(b)
)
)

e) Gilt b # 0, c;éOundd%O dann auch < %O,bc%Ound%/gz%:%.

f) Gilt b # 0, dann auch ¢ %,

) Gilt b#£ 0, ¢ # 0, dannauchbc#Ound glc= £

)

(c

(d

(

s

(h) Gilt ¢ # 0 und d # 0, dann auch #Ounda/d
2



(i) Gilt b# 0, dann —§ = 3¢ = &

b b’

(j) Gilt b % 0 und d # 0, dann auch bd # 0 und § + & = a&te,
(k) Gilt b # 0 und d # 0, dann auch bd # 0 und a - = “db;bc.

Hinweis um den Arbeitsaufwand zu minimieren: ( ) folgt aus (d) und (c). (f) folgt aus (d)

und (a). (g) und (h) folgen aus (e) und (a). (k) folgt aus (i) und (j).

AUFGABE 4.19. Seien a, b, c,d € Q so, dass

a+bvV2=c+dv2.

Zeige, dass dann schon a = ¢ und b = d gelten muss.

AUFGABE 4.20. Zeige, dass

V3] = {a+b\/§:a,b€ Q}
einen Unterkorper von R bildet. Zeige, dass
©: Q[V3] = QV3], wla+bV3)=a—bV/3

ein Korperautomorphismus ist, fiir den ¢ o p = id gilt.

AUFGABE 4.21. Sei p ein Primzahl. Zeige, dass id: Z, — Z, der einzige Koérperautomo-
prhismus von Z, ist. Hinweis: Jede Restklasse lésst sich in der Form [1] + - - - + [1] schreiben.

AUFGABE 4.22. Seien z,w € C. Zeige, dass die komplexe Konjugation folgende Eigen-
schaften besitzt:

(a) z2+w=Zz+w
(

b)zZ-w=2z w

(c) 2=2

d)z=z<z€eR

(e) Ist 2 # 0, dann zz € Rund zz > 0, also 27t =1 = £
Fiir welche z € C gilt z = —27

AUFGABE 4.23. Zeige, dass
= {a—l—bi:a,be@}
einen Unterkorper von C bildet. Zeige, dass
¢: Q[i] = Q[i], ¢(a+bi)=a+bi=a—>bi
ein Kérperautomorphismus ist.
AUFGABE 4.24 (Gauflsche Zahlen). Zeige, dass
Z[i] ={a+bi:a,beZ}

einen Unterring von C bildet. Erklédre, warum Z[i] ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit
Eins ist.

AUFGABE 4.25. Fiir z = 1+ 2i und w = 2 — 3i berechne
1 w _
Z4+w, z—w, wz, —, —, W
z oz
und gib die Ergebnisse in der Form a + bi mit reellen a und b an. Zeichne diese Zahlen in
der komplexen Zahlenebene ein.
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AUFGABE 4.26. Lose folgende lineare Gleichungen in C:
(a) (2+2i)z+ (3+3i) =11 + 27i
(b) B3+1i)z+(b—1) =15+ 191
(¢) iz+6 =5z —4i

AUFGABE 4.27. Berechne die Quadratwurzeln folgender komplexer Zahlen:
—-34+4i, —-8-6i, 2i, —-15-8i, —-36, —i
AUFGABE 4.28. Lose folgende quadratische Gleichungen in C:
(a) 224+ (2+2i)2—3—-2i=0

a
(b) 22+ (4+10i)z — 28 + 44i =0
(c) 22— (2+2i)z+24+12i =0

AUFGABE 4.29. Sei (K,+,-, <) ein geordneter Korper und a,b,c € K. Zeige folgende
Rechenregeln fiir strikte Ungleichungen durch Riickfithrung auf die entsprechenden Aussagen
mit < aus der Vorlesung:

Ja<b=a+c<b+c
Ja<bs0<b—as —a>—b
Ja<0& —a>0
)Ja>0Ab>0=ab>0
Ja<bAc>0=ac<bc
)a<bAc<0= ac>bc
Ja#0=a*>>0

AUFGABE 4.30. Zeige, dass
St= {a+bi ca,beR,a®+b* = 1}
eine Untergruppe von (C\ {0}, -) bildet.

(a
(b
(c
(d
(e

(f

(

g

AUFGABE 4.31. Zeige, dass folgende Matrizenmengen Untergruppen von G'Lo(R) bilden:

(a) {(2Y):a,b,c,d, € R,ad —bec = 1} = SLy(R)
(b) {(‘g_a) a,beR,a®>+b* =1} = SO5(R)
© {(25) a,bd € Roa £0,d 40}
(d) {(§?):a,beR a0}
(e) {(67):beR}
AUFGABE 4.32. Sei (G, ) eine Gruppe und g, h, k € G. Zeige, dass die Gleichung

grh =k
eine eindeutige Losung = € G besitzt.
AUFGABE 4.33. Gib zwei Permutationen o,7 € &, an, fiir die 0 o 7 # 7 0 ¢ gilt.

AUFGABE 4.34. Betrachte die Permutationen o, 7, p € Gg wobei

n|1 23456
on)|2 3 45 6 1
T(n) |1 5 3 4 2 6
p(n)[1 3 4 2 5 6
(a) Bestimme eine Permutation m € &g, fiir 100 = p gilt.

=0,
o
\}
o
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(b) Bestimme eine Permutation m € Gg, fiir die o o my = p gilt.
(c) Bestimme eine Permutation 73 € &g, fiir die 73 0 7 = p gilt.
(d) Bestimme eine Permutation 74 € Sg, fiir die id = p o my gilt.

AUFGABE 4.35. Betrachte die Verkniipfung
ZXZ 57, a®b:=a+b—1.
Bildet (Z,®) eine Gruppe?
AUFGABE 4.36. Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen?

(a) (Z,+) — (Z,+), a — ba

(b) (Z,+) = (Z,+),a—~5+a

(c) (R, +) = (Ry,), x> €™

(d) <Z7 +) — (Q—i—a ')7 n— 2"

(e) (C\{0},-) = (C\{0},-), 2= 27
(f) (@\{0},)) = (Qu,"), z > 2?

(g) (R-l—") - (R+,-),x»—>x—{—1 )
(h) (R, +) = SO(R), = (G517 “eonn )
(i) (R,+) = GLy(R), z = (1)

(3) RA\{0},-) = GLa(R), z = (§ 2)

AUFGABE 4.37.

(a) Seien ¢: (G,:) — (H,®) und ¢: (H,®) — (K,®) zwei Gruppenhomomorphismen.
Zeige, dass ¥ o ¢: (G,-) — (K,®) ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Seip: (G, ) = (H,®) ein bijektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass die Umkehr-
abbildung ¢~': (H,®) — (G, -) ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.





