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1. Ubungsblatt fiir die Woche vom 4. bis 8. Miirz 2019

AUFGABE 1.1. (a) Wiederhole die Definition eines geordneten Korpers.

(b) Gib zwei Beispiele geordneter Korper an.

(c) Erklire, warum Quadrate in geordneten Korpern stets grofier oder gleich 0 sind.

(d) Erklare, warum in jedem geordneten Korper —1 < 0 < 1 gilt.

(e) Erkldare, warum auf den komplexen Zahlen C keine Ordnungsrelation existiert, die C zu
einem geordneten Korper macht.
AUFGABE 1.2. Sei K ein Kérper und P C K eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(i) P is abgeschlossen unter Addition, d.h. fiir beliebige =,y € P gilt stets z +y € P.
(ii) P ist abgeschlossen unter Multiplikation, d.h. fiir beliebige x,y € P gilt stets xy € P.
(iii) Es gilt PU(—P) = K und PN (—P) = {0}, wobei —P := {—z : z € P}.

Zeige, dass K mit der Relation
r<y & y—xekP
einen geordneten Korper bildet, z,y € K.

AUFGABE 1.3. Unter einer strengen Totalordnung auf einer Menge X verstehen wir eine
transitive Relation < auf X, die folgende Eigenschaft (Trichotomie) besitzt. Fiir je zwei
Elemente x,y € X tritt genau einer (und nur einer) der folgenden drei Félle ein:

entweder z < y oder x =y oder y < x.
(a) Sei < eine Totalordnung auf X. Zeige, dass durch
r<y &= x<yANzF#y

eine strenge Totalordnung auf X definiert ist.
(b) Sei < eine strenge Totalordnung auf X. Zeige, dass durch

r<y & z<yVr=y
eine Totalordnung < auf X definiert ist.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 1.4. Seien K und L zwei Korper. Eine Abbildung ¢: K — L wird Kérperho-
momorphismus genannt, wenn fiir alle z,y € K folgende drei Gleichungen gelten:

(a) p(z +y) = () + oY)
(b) w(zy) = (x)e(y)

(c) »(1) #0

Zeige, dass in diesem Fall fiir alle x € K weiters gilt:
(d) ¢(0) =0

(e) p(—x) = —p(x)

(f) (1) =

(g) st

Ist x # 0, dann auch ¢(z) # 0 und p(z™') = p(z)~L.

AUFGABE 1.5. Sei ¢: R — R ein Kérperhomomorphismus. Zeige der Reihe nach:

(a)

(b)

(c) Vg €Q: 90( )=4q

(d) Ve eR:x>0= ¢(x) >0. Hinweis: > 0 Jy € R: ¢ = .

(e) Vo,y ER: 2>y = o(z) = o(y)

(f) Vo € R : p(x) = z. Hinweis: Waren ¢(x) und x verschieden, ldge eine rationale Zahl
zwischen ihnen.

Die identische Abbildung ist daher der einzige Kérperhomomorphismus R — R.

AUFGABE 1.6. Gib einen nicht-trivialen Kérperhomomorphismus C — C an, d.h. einen
Korperhomomorphismus, der verschieden von der identischen Abbildung ist.

Losungshinweise

ZU AUFGABE 1.1. (a) Ein geordneten Kérper ist ein Quadrupel (K, +, -, <) mit folgenden
Eigenschaften:
(i) (K,+,-) ist ein Korper.
(ii) < ist eine Totalordnung auf K.
(iii) Die Ordnungsrelation ist mit der Addition in folgendem Sinn vertréglich:
Ve,yze K:x<y=x+z2<y+ =z
(iv) Die Ordnungsrelation ist mit der Multiplikation in folgendem Sinn vertréglich:
Ve,ye K :0< 2 A0 <y=0<uay.

(b) @ und R mit der iiblichen Ordnungsrelation sind Beispiele geordneter Korper.

(c) Sei (K, +, -, <) ein geordneter Kérper und x € K. Es ist 0 < 22 zu zeigen. Wegen der
Totalitdt der Ordnung geniigt es zwei Félle zu unterscheiden: 0 < z oder z < 0. Im ersten
Fall erhalten wir aus der Veriiglichkeit mit der Multiplikation sofort 0 < 2%, Im zweiten Fall
folgt aus der Vertriglichkeit mit der Addition zuniichst 0 < —x und dann 0 < (—z)? = z?
wie zuvor. In jedem Fall gilt 0 < 2.

(d) Aus (c) erhalten wir 0 < 12 = 1. Da 0 # 1 gilt sogar die strikte Ungleichheit 0 < 1.
Wegen der Vertréglichkeit mit der Addition folgt daraus auch —1 < 0.

(e) Indirekt angenommen < ist eine Ordnungsrelation auf C, sodass (C,+,-, <) einen
geordneten Kérper bildet. Dann gilt 0 < i = —1 < 0 nach (c¢) und (d). Da dies der

Antisymmetrie widerspricht, kann es keine solche Relation < geben.
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ZU AUFGABE 1.2. Wir zeigen zunéchst, dass < eine Ordnungsrelation ist. Um die Tran-
sitivitdt einzusehen, seien z,y,z € K mit z < y und y < z. Es gilt daher y — 2z € P und
z—y € P. Mit (i) erhalten wir z —x = (2 —y) + (y — =) € P, also = < z. Die Relation ist
reflexiv, denn nach (iii) gilt + — z = 0 € P. Um die Antisymmetrie einzusehen, sei z < y
und y < x. Es gilt daher y —x € P und z —y € P. Somit x —y € PN (—P) = {0}, siehe
(iii), also  — y = 0 und daher = = y.

Wir zeigen nun, dass < eine Totalordnung auf K bildet. Seien dazu z,y € K. Nach der
ersten Gleichung in (iii) muss y — 2 € P oder y —x € —P gelten. Im ersten Fall erhalten wir
x < y; im zweiten Fall zunédchst x —y € P und daher y < .

Vertriglichkeit mit der Addition ist offensichtlich, denn (y + 2) — (z + 2) = y — x.
Vetriglichkeit mit der Multiplikation folgt unmittelbar aus (ii).

ZU AUFGABE 1.3. (a) Wir zeigen zunichst, dass < transitiv ist. Seien dazu z,y,z € X,
r < yund y < z. Es gilt daher z < y und = # y sowie y < z und y # z. Aus der
Transitivitdt von < erhalten wir x < z. Wéare = z, erhielten wir aus der Antisymmetrie
von < den Widerspruch = = y. Also muss z # z und daher z < z gelten. Damit ist die
Transitivitdt von < gezeigt.

Um die Trichotomie zu zeigen, seien x,y € X. Da < eine Totalordung ist, gilt z < y oder
y < x. Ist x # y, dann folgt x < y oder y < z. Dies zeigt, dass wenigstens einer der drei
Fille eintreten muss. Wére x < y und y < z, erhielten wir aus der Antisymmetrie von <
den Widerspruch x = y. Dies zeigt, dass sich die drei Falle gegenseitig ausschlieflen.

(b) Die Relation < ist offensichtlich reflexiv.

Um die Transitivitit einzusehen, seien x < y und y < z. Ist z = y oder y = z erhalten wir
sofort z < z. Ist x # y und y # 2, dann z < y und y < z, also x < z wegen der Transitivitit
von <. In jedem Fall erhalten wir x < z, also ist < transitiv.

Um die Antisymmetrie von < einzusehen, sei x < y und y < x. Wére z # y, erhielten
wir x < y und y < z, was der Trichotomie von < widerspricht. Also muss x = y gelten und
< daher antisymmetrisch sein.

Aus der Trichotomie von < folgt sofort, dass < eine Totalordnung ist.

ZuU AUFGABE 1.4. Aus (a) erhalten wir zunéchst
p(0) = (04 0) = »(0) + ¢(0),
also 0 = (0). Damit folgt
0=¢(0) = @z + (=2)) = ¢(2) + p(-2),
also p(—z) = —p(x). Aus (b) erhalten wir zunéchst
p(1) = e(1-1) = ¢(1) - (1),
also 1 = ¢(1), denn (1) # 0 nach (c). Fiir z # 0 erhalten wir daraus
L=p(1) =g -z7") =p() ),

also ¢(z) # 0 und p(z7') = ¢(z)~ "

7ZU AUFGABE 1.5. Wir verwenden die in Aufgabe [T.4] zusammengestellten Eigenschaften
von Kérperhomomorphismen, ohne weiter darauf hinzuweisen.

(a) Dies folgt mittels Induktion nach n. Aus ¢(n) = n erhalten wir ndmlich

pn+1) = gp(n)3+ o(l)=n+1.



(b) Sei m € Z. Es existieren daher ny,ns € N, sodass m = ny —ny. Mit (a) folgt

p(m) = @(nz + (—n1)) = (1) +(=n2) = (n2) —p(n1) = ny —ny = m.
(c) Sei ¢ € Q. Es existieren daher m,n € Z, sodass n # 0 und ¢ = m - n~*. Mit (b) folgt

p(a) = p(m-n) =p(m) - pn™") =p(m) pn)" =m-n"" =q
(d) Sei z € R und z > 0. Dann existiert y € R mit z = y*. Wir erhalten

p(z) = p(y*) = ¢(y)* 2 0.
(e) Seien z,y € R und = > y. Dann ist z —y > 0. Aus (d) folgt
p(x) —(y) = oz —y) 20,
also ¢(z) > ¢(y).
(f) Indirekt angenommen = € R und ¢p(z) # x. Es muss daher p(z) > z oder ¢(z) < x
gelten. Im ersten Fall existiert ¢ € Q, sodass p(z) > ¢ > z. Mit (c¢) und (e) folgt aus

der zweiten Ungleichung sofort ¢ = ¢(q) > ¢(x), was der ersten Ungleichung widerspricht.
Analog fithrt die Annahme ¢(z) < z auf einen Widerspruch. Es muss daher p(z) = x gelten.

ZU AUFGABE 1.6. Die komplexe Konjugation liefert einen nicht-trivialen Koérperhomo-
morphismus C — C, 2z — Zz. Dies folgt aus den bekannten Relationen z +w = z + w und
Z-w = 2z - w, die fiir alle z,w € C gelten. Beachte auch 1 =1 # 0 sowie i = —i.
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2. Ubungsblatt fiir die Woche vom 11. bis 15. Miirz 2019

AUFGABE 2.1. Wiederhole die Begriffe Aquivalenzrelation, Aquivalenzklasse und Quoti-
entenmenge. Gib einige mathematische Beispiele.

AUFGABE 2.2. Sei H eine nicht leere Menge und +: H x H — H eine Verkniipfung mit
folgenden Eigenschaften. Fiir alle a,b,c € H gelte:
(i) a + b = b+ a (Kommutativitéit)
(i) a + (b4 ¢) = (a + b) + ¢ (Assoziativitit)
(ili) a 4+ ¢ = b+ c = a = b (Kiirzungsregel)
Ein neutrales Element oder additive Inverse (Gruppenaxiome) werden nicht vorausgesetzt.
(a) Zeige, dass durch (a,b) ~ (a',V') :& a+ b = a’ + b auf H x H eine Aquivalenzrelation
definiert ist. Bezeichne die Quotientenmenge mit G := (H x H)/~. Fiir die von (a,b) €
H x H reprisentierte Aquivalenzklasse schreiben wir [a, b].
(b) Zeige, dass durch |[a, b] + [¢,d] := [a + ¢, b+ d] auf G eine Operation + wohldefiniert ist.
(c) Zeige, dass (G, +) eine abelsche Gruppe bildet.

AUFGABE 2.3. In der Situation von Aufgabe 2.2]sei ¢ € H fix. Betrachte die Abbildung
o H— G, t(a) == [a+c,d.

(a) Zeige, dass ¢ nicht von der Wahl von ¢ abhéngt.

(b) Zeige, dass ¢ ein Homomorphismus ist, d.h. ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) fiir a,b € H.

(c) Zeige, dass ¢ injektiv ist. Wir konnen daher H mit der Teilmenge «(H) C G identifizieren.

(d) Zeige, dass jedes g € G von der Form g = t(a) — ¢(b) ist, fiir geeignete a,b € H.

(e) Zeige, dass ¢ bijektiv ist, wenn wir mit einer Gruppe H beginnen. In diesem Fall liefert
die Konstruktion also nichts Neues.

AUFGABE 2.4. In der Situation von Aufgabe [2.2] setzen wir weiters voraus:

(iv) Sind a,b € H, dann tritt genau einer der folgenden drei Fille ein: Entweder existiert
xr € H mit a + x = b; oder a = b; oder es existiert x € H mit a = b+ x.

Zeige, dass in dieser Situation folgendes gilt:

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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(a) t(a) # 0, fir alle a € H.
(b) t(a) # —u(b) fiir alle a,b € H.
(c) Zu jedem g € G \ {0} existiert a € H mit g = ¢(a) oder g = —(a).

Identifizieren wir H via ¢ mit der Teilmenge «(H) C G, dann gilt also
G\{0} =(-H)UH und (—H)NH =1,
wobei —H ={—a:a € H}.

AUFGABE 2.5. In der Situation von Aufgabe [2.2] nehmen wir weiters an, dass auf H eine
kommutative und assoziative Multiplikation definiert ist, fiir die das Distributivgesetz gilt,
d.h. fiir beliebige a,b,c € H gelte:

ab = ba, a(bc) = (ab)c, und  a(b+c) = ab+ ac.

(a) Zeige, dass durch [a, b] - [c, d] := [ac + bd, ad + bc] auf G eine Operation wohldefiniert ist.
(b) Zeige, dass (G, +,-) ein kommutativer Ring ist.

AUFGABE 2.6. In der Situation von Aufgabe [2.5] zeige weiters:

(a) Zeige t(a) - [c,d] = |ac, ad] fir beliebige a,c,d € H.

(b) Zeige t(ac) = t(a)i(c) fir a,c € H.

(c) Zeige, dass der Ring G ein Einselement besitzt, wenn fiir die Multiplikation in H ein
neutrales Element existiert.

AUFGABE 2.7. Wenden wir obige Konstruktion auf H = N = {1,2,3,...} an, erhalten
wir G = 7Z mit der iiblichen Addition, vgl. Einfithrung in die Mathematik. Wir wollen hier
eine direktere (aber weniger elegante) Konstruktion von Z skizzieren. Dazu fixieren wir o ¢ N
und zu jedem a € N ein a’ ¢ {0} UN so, dass a’ # V' fiir alle a # b gilt. Wir betrachten nun

Z:={d:aeN}U{o}UN={...32101,2,3,...}

und dehnen die Addition von N zu einer Verkniipfung +: Z x Z — Z wie folgt aus. Fiir
g€ Zseig+o:=gund o+ g:=g. Fiir a,b € N setzen wir:
a+bv:=(a+0b)
r fallsa+x =0 fir ein x € N,
a+b:=<0 fallsa=>b, und
(2" fallsa=0b+ux fiireinz € N.
2 fallsa+ax =0 fir ein x € N,
a+V : =<0 fallsa=>b, und
x falls a = b+ x fiir ein x € N.

Zeige, dass (Z,+) eine abelsche Gruppe bildet. Da der Beweis des Assoziativgesetzes eine
unangenehme Fallunterscheidung erfordert, iiberpriife diesbeziiglich nur

a+(b+c)=(d +0b)+ec,

fiir a,b,c € N.



AUFGABE 2.8. In der Situation von Aufgabe 2.7 dehnen wir nun auch die Multiplikation
von N zu einer Verkniipfung -: 7 x Z — Z wie folgt aus. Fiir g € Z sei og := o und go := o.
Fiir a,b € N setzen wir

a'b := (ab)’, ab := (ab)’  und b := (ab)".
Zeige, dass (Z, 4+, -) einen kommutativen Ring mit Eins bildet. Da der Beweis der Assoziativ-
und Distributivgesetze umfangreiche Fallunterscheidungen erfordert, iiberpriife diesbeziiglich
nur
(a'b)c=4d'(bc)  und  (d' +b)c=d'c+be,
fiir a,b,c € N.

Loésungshinweise
ZU AUFGABE 2.1. vgl. Vorlesung Einfithrung in die Mathematik

ZU AUFGABE 2.2. a) Die Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Um die
Transitivitéit einzusehen, sei (a,b) ~ (a’,b") und (a’, ') ~ (a”,0"). Es gilt daher a+b = a'+b
und a’ 4+ b" = a” 4+ b'. Addition der beiden Gleichungen fiihrt auf

a+b'+ (@ +V)=d"+b+ (d +V).
Mit der Kiirzungsregel folgt a + b” = a” + b, also (a,b) ~ (a”,b").
b) Seien (a,b) ~ (a’,b") und (¢, d) ~ (¢, d’). Es gilt daher a+b = ¢’ +bund c+d = ¢ +d.
Addition der beiden Gleichung fiithrt auf
(a+c)+ W +d)=(a+ )+ (b+d).
Somit (a4 ¢,b+d) ~ (a' +, 0 +d), also [a+c,b+d] = [d + U+ d].
¢) Kommutativitédt der Addition auf G folgt sofort aus der Kommutativitéit auf H:
0,8+ [e,d] = [a+ ¢,b+d] = [+ a,d+b] = [e,d] + [a,B].

Assoziativitat der Addition auf G folgt ebenso aus der Assoziativitat auf H:

(la,0] + [e;d]) + e, fl=la+c.b+d + e, fl=[(a+c)+e (b+d) + f]
=lat(ct+e)b+(d+ )]l =[a,bl+[c+ed+ f]=]ab]+ (¢, d] + e, f]).
Fiir beliebige a, b, c € H gilt [a,b]+ [c,c] = [a+¢, b+ ] = [a,b], denn (a+¢)+b=a+ (b+c).
Somit ist 0 := [c,c|] neutrales Element der Addition. Beachte [c,c] = [/, ] fiir beliebige
¢, € H,denn c+ ¢ = ¢ + ¢. Schliellich gilt [a,b] + [b,a] = [a+b,b+a] = [a+b,a+b] =0,
also ist [b, a] das additive Inverse von [a, b, d.h. —[a,b] = [b, al.
ZuU AUFGABE 2.3. a) Es gilt [a +¢,c] =[a+ ¢, ], denn (a+¢)+ = (a+ ) +c.
b) Es gilt
va)+ b)) =[a+c,c+b+c,c=la+b+ (c+c),(c+c)]=tla+D).
¢) Ist ¢(a) = ¢(b), dann gilt [a+ ¢, c] = [b+¢,¢], also a+ (c+¢) = b+ (¢ + ¢) und mit der
Kiirzungsregel folgt a = b.
d) Es gilt
va) —ub) =la+ced—[b+ed=a+ed+lebtd
=la+ (c+¢),b+ (c+c)] =[a,b]



e) Ist H eine Gruppe, dann ist ¢ wegen (b) ein Gruppenhomomorphismus und daher
t(a) — ¢(b) = t(a — b) fiir alle a,b € H. Zusammen mit (d) zeigt dies, dass ¢ surjektiv ist.
Wegen (c) ist ¢ auch injektiv, also bijektiv.

ZU AUFGABE 2.4. a) Ist t(a) = 0, dann gilt [a+ ¢, ¢] = [¢, ], also a+ (c+¢) = ¢+ ¢, was
der Eindeutigkeitsaussage in Voraussetzung (iv) widerspricht. Also muss ¢(a) # 0 gelten.
b) Ist ¢(a) = —u(b), dann gilt [a + ¢, c] = [¢,b+ ¢], also (a + b) + (¢ + ¢) = ¢+ ¢, was der
Eindeutigkeitsaussage in Voraussetzung (iv) widerspricht. Also muss t(a) # —u(b) gelten.
c) Sei g = [a,b]. Da g # 0 muss a # b gelten. Nach Voraussetzung (iv) existiert daher
x € H,sodass a +x = b oder a = b+ x. Im ersten Fall erhalten wir g = [a,b] = [a,a + z] =
—la+ z,a] = —¢(x). Im zweiten Fall erhalten wir g = [a,b] = [b + z,b] = (z).

ZU AUFGABE 2.5. a) Seien (a,b) ~ (a/,b') und (¢,d) ~ (¢, d'). Es gilt daher
a+b =d+0b und c+d = +d.
Somit auch:
ac+bec=dc+be de+dd =dd+dd
a'd+bd =ad+b'd bV +bd=0bc+td
Addition der beiden Gleichungen in jeder Spalte und Umsortieren der Summanden fiithrt auf:
(ac+bd) + (a'd + V'c) = (a'c + V'd) + (ad + be),
(d'c+bd)+ (dd + )= (dd +¥d)+ (d'd+bc),
Dies bedeutet:
[ac + bd,ad + bc] = [a'c + Vd,a'd + V']
l[dc+bd,dd+Vc]=dd +bd,dd +b]
Kombination der beiden Gleichngen liefert
[ac + bd,ad + bc] = [d'd +Vd',d'd + V],

also ist die Multiplikation wohldefiniert.
b) Die Kommutativitat der Multiplikation auf G folgt aus der Kommutativitiat der Mul-
tiplikation auf H, denn

[a,b] - [c,d] = [ac + bd, ad + bc] = [ca + db, cb + da] = [c,d] - [a, ]].
Die Multiplikation auf G is assoziativ, denn
([a, b - e, d]) -le, f] = [ac + bd, ad + bel - [e, f]
= [(ac+ bd)e + (ad + bc) f, (ac + bd) f + (ad + be)e]
und
[a,0] - ([e. d] - [e, f]) = [a,b] - [ce + df, cf + de]
= [a(ce + df ) + b(cf + de), a(cf + de) + b(ce + df)]

stimmen wegen des Assoziativ- und Distributivgesetzes in H iiberein.
Die Multiplikation auf G is distributiv, denn

la, b] - ([c,d]—l—[e,f]) = [a,b] - [c+e,d+f]4: l[a(c+e)+bd+ f),a(d+ f)+ blc+e)]



und

[a,b] - [e,d] + [a,b] - [e, f] = [ac + bd, ad + bc] + [ae + bf, af + be]
= [ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be]

wegen des Distributivgesetzes in H iiberein.

ZU AUFGABE 2.6. a) Es gilt:
t(a)-[c,d] = [a+b,b]-[c,d] = [(a+Db)c+bd, (a+b)d+bc| = [ac+(be+bd), ad+(be+bd)] = [ac, ad].

b) Mit (a) folgt:

t(a) - u(c) = (a) - [c+d,d] = [a(c+ d),ad] = [ac+ ad, ad] = t(ac).
c¢) Ist 1 multiplikatives neutrales Element in H, dann ist ¢(1) Einselement in G, siche (a).

7ZU AUFGABE 2.7. Die Verkniipfung +: Z x Z — Z ist wohldefiniert, da fiir a,b € N
stets genau einer der folgenden drei Fille eintritt: Entweder existiert x € N mit a + = = b;
oder a = b; oder es existiert x € N mit a = b+ x. Dariiber hinaus ist z im ersten und dritten
Fall eindeutig.

Offensichtlich ist o neutrales Element der Addition auf Z. Fiir a € N gilt nach Definition
a'+a=o0=d+a,dh. d ist Inverses von a und umgekehrt. Da auch o+ o0 = o, besitzt jedes
Element von Z ein additives Inverses. Die Addition auf Z ist offensichtlich kommutativ.

Um ' + (b+ ¢) = (@' + b) + ¢ zu iiberpriifen, unterscheiden wir folgende Fille:

(1) Ist @ + = = b fiir ein € N, dann gilt auch a + (x + ¢) = b+ ¢ und wir erhalten
ad+b+c)=x+c=(ad+0b) +ec
(2) Ist a = b, dann gilt auch a 4+ ¢ = b+ ¢ und wir erhalten
a+b+c)=c=0+c=(d+0b)+c

(3) Ist @ = b+ x fiir ein x € N, unterscheiden wir drei Unterfélle:
(a) Ist a +y = b+ c fiir ein y € N, dann gilt auch x + y = ¢ und wir erhalten

d+(b+e)=y=a"+c=(d+b)+c
(b) Ist a = b+ ¢, dann gilt auch = = ¢ und wir erhalten
ad+b+c)=o0o=2"+c=(d +0b)+c
(c) Ist a = (b+ ¢) + y fir ein y € N, dann gilt auch = ¢ + y und wir erhalten
d+(b+c)=y =a"+c=(d+b) +c
In jedem Fall gilt also @’ + (b+¢) = (' +b) + c.

ZU AUFGABE 2.8. Die Kommutativitdt der Multiplikation folgt sofort aus der Kommu-
tativitdt der Multiplikation auf N. Etwa gilt

a'b=(ab)’ = (ba)' =ba’" und ' =ab=ba =Vd
fiir a,b € N. Offensichtlich ist 1 neutrales Element beziiglich der Multiplikation. Weiters
(a'b)c = (ab)'c = ((ab)c) = (a(bc)) = d'(be).

Um (@' 4+ b)c = a’c + be zu iiberpriifen, unterscheiden wir drei Félle:
5



(1) Ist a+x = b fiir ein € N, dann gilt wegen des Distributivgesetzes in N auch ac+xc = bc

und wir erhalten

(@' + b)e = zc = (ac) + be = d'c+ be.
(2) Ist @ = b dann gilt auch ac = bc und wir erhalten
(@' +b)c=0c=0=(ac) + bc = d'c+ bc.

(3) Ist @ = b+ fiir ein x € N, dann gilt wegen des Distributivgesetzes in N auch ac = be+zc

und wir erhalten

(@' +b)c=1a'c = (xc) = (ac) + bc = d'c + be.

In allen Fillen haben wir (a’ + b)c = da’c + be.
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3. Ubungsblatt fiir die Woche vom 18. bis 22. Miirz 2019

AUFGABE 3.1. Leite aus den Inzidenzaxiomen I1 bis I3 folgende Eigenschaften ab:

(a) Durch jeden Punkt gehen wenigstens zwei verschiedene Geraden.

(b) Es existieren drei nicht konkurrente Geraden.

(¢) Zu jedem Punkt existiert eine Gerade, die diesen Punkt nicht enthilt.
(d) Zu jeder Geraden existiert ein Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt.

AUFGABE 3.2. Zeige, dass das Innere einer Strecke stets unendlich viele Punkte enthélt.
AUFGABE 3.3. Zeige, dass durch jeden Punkt unendlich viele Geraden laufen.

AUFGABE 3.4. (a) Zeige, dass das Innere einer Strecke konvex ist.
(b) Zeige, dass offene Halbgeraden konvex sind.
(c) Zeige, dass offene Halbebenen konvex sind.

AUFGABE 3.5. (a) Zeige, dass [AB] konvex ist, fiir je zwei Punkte A und B.

(b) Zeige, dass abgeschlossene Halbgeraden konvex sind.

(c) Schlage eine Definition abgeschlossener Halbebenen analog zur Definition abgeschlosse-
ner Halbstrahlen vor und zeige, dass abgeschlossene Halbebenen konvex sind.

AUFGABE 3.6. (a) Zeige, dass Durchschnitte konvexer Mengen konvex sind.

(b) Zeige, dass das Innere eines Winkels konvex ist.

(c) Zeige, dass das Innere eines Dreiecks konvex ist.

(d) Schlage eine Definition abgeschlossener Dreiecke vor (Inneres und “Rand”) und zeige,
dass abgeschlossene Dreiecke konvex sind.

AUFGABE 3.7. Seien A # B und C # D vier Punkte, sodass (AB) = (CD). Zeige, dass
in dieser Situation schon {A, B} = {C, D} gelten muss, d.h. entweder A = C und B = D
oder A = D und B = C. Hinweis: Zeige, dass keiner der drei Félle AxC « B, Ax B % C,
C * A * B eintreten kann und schliefle daraus C' = A oder C' = B.

AUFGABE 3.8. Sei ABC' ein Dreieck. Weiters seien B’ und C’ zwei Punkte mit A* B x B’
und AxCxC". Zeige, dass sich die Strecken (BC’) und (B’C') im Inneren des Winkels ZCAB
treffen. Hinweis: Wende, wie in der Vorlesung, Axiom A4 an.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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Losungshinweise

Zu AUFGABE 3.1. (a) Sei X ein Punkt. Nach Axiom I3 existieren drei verschiedene
Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen. Wir nehmen zunéchst an, dass diese drei
Punkte alle verschieden von X sind. Da A, B, C' nicht kollinear sind, kénnen die Geraden
9(X, A), g(X, B), g(X,C) nicht alle iibereinstimmen. Also gibt es wenigstens zwei verschie-
dene Geraden durch X. Stimmt einer der drei Punkte A, B, C' mit X iiberein, nehmen wir
0.B.d.A. X = A an und schen, dass die Geraden g(X, B) und g(X, C') verschieden sind.

(b) Nach Axiom I3 existieren drei verschiedene Punkte A, B, C, die nicht auf einer Gera-
den liegen. Zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage in Axiom I1 folgt g(A, B)Ng(B,C) =
{B} und analog fiir zyklische Vertauschung von A, B und C. Da die drei Punkte verschieden
sind folgt g(A, B) Ng(B,C) Ng(C, A) = 0.

(c) folgt aus (b).

(d) folgt sofort aus Axiom I3 und wurde nur aus Dualitétsgriinden aufgenommen.

7ZU AUFGABE 3.2. Seien A und B zwei verschiedene Punkte. In der Vorlesung wurde
gezeigt, dass das Innere einer Strecke stets nicht leer ist. Rekursiv konnen daher Punkte
Ay € (AB) und A,;1 € (A,B) gewihlt werden, n € N. Mittels Induktion nach m folgt
A, € (A,B) C (AB), und daher insbesondere A,, # A,, fiir alle m > n. Also sind Ay, As, . ..
paarweise verschiedene Punkte in (AB). Dabei geht folgende aus der Vorlesung bekannte
Tatsache ein: Ist D € (CE), dann auch (CD) C (CFE) 2 (DE).

ZU AUFGABE 3.3. Sei A ein Punkt und ¢ eine Gerade, die A nicht enthélt. Nach
der vorangehenden Aufgabe existieren auf g unendlich viele paarweise verschiedene Punkte
By, By, .... Fur i # j sind die Geraden g(A, B;) und g¢(A, B;) verschieden, denn A liegt
nicht auf ¢(B;, B;) = g. Somit sind ¢g(A, B;), ¢ € N, unendlich viele paarweise verschiedene
Geraden durch A.

ZU AUFGABE 3.4. (a) Seien X,Y € (AB). Es geniigt (XY) C (AB) zu zeigen. O.B.d.A.
sei X # Y. Aus der Vorlesung ist (AB) \ {X} = (AX) U (XB) bekannt, also muss Y in
(AX) oder (X B) liegen. O.B.d.A. sei Y € (XB). Es folgt (XY) C (XB) C (AB).

(b) Sei h eine Halbgerade mit Ausgangspunkt O und Trigergeraden k. Weiters seien
X,Y € h. Es geniigt (XY) C h zu zeigen. Sei dazu Z € (XY). Da X und Y auf der selben
Seite von O in k liegen, gilt O ¢ (XY') und insbesondere Z € k\ {O}. Wegen (XZ) C (XY)
gilt also auch O ¢ (X Z). Somit liegen X und Z auf der selben Seite von O in k, also Z € h.

(c) Sei g eine Gerade und ¢ eine Seite von g. Weiters seien X,Y € e. Es geniigt (XY) C ¢
zu zeigen. Sei dazu Z € (XY'). Da X und Y auf der selben Seite von g liegen trifft (XY") die
Gerade g nicht. Insbesondere liegt Z nicht auf g. Wegen (X Z2) C (XY) kann also auch (X Z2)
die Gerade g nicht treffen. Daher liegen X und Z auf der selben Seite von g, also Z € ¢.

ZU AUFGABE 3.5. (a) Seien X,Y € [AB]. Es geniigt (XY) C [AB] zu zeigen. Liegen X
und Y beide in (AB), so folgt dies unmittelbar aus Aufgabe [3.4[(a). Stimmen X und Y beide
mit A oder B {iberein, ist die Aussage trivial. O.B.d.A. geniigt es daher den Fall X = A und
Y € (AB) zu betrachten. In diesem Fall haben wir (XY) = (AY) C (AB) C [AB].

(b) Seien A # B und betrachte die abgeschlossene Halbgerade h = [AB>. Weiters seien
X,Y € h. Es geniigt (XY) C h zu zeigen. Liegen X und Y beide in h folgt dies unmittelbar
aus Aufgabe[3.4(b). Stimmen X und Y beide mit A iiberein ist die Aussage trivial. O.B.d.A.
geniigt es daher den Fall X = A und Y € h zu betrachten. Dieser Fall ist aber durch die

Bemerkung 1.2.23 aus der Vorlesung abgedeckt.
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(c) Unter einer abgeschlossenen Halbebene verstehen wir jede Menge der Form & = gUe
wobei € eine Seite einer Geraden g bezeichnet. Seien XY € &. Es geniigt (XY) C & zu
zeigen. Liegen X und Y beide in ¢, so folgt dies unmittelbar aus Aufgabe (c) Liegen X
und Y beide in g, so folgt dies aus (XY) C g C &. O.B.d.A. geniigt es daher den Fall X € ¢
und Y € e zu betrachten. Dieser Fall ist aber durch die Bemerkung 1.2.25 aus der Vorlesung
abgedeckt.

ZU AUFGABE 3.6. (a) Seien K; und K5 zwei konvexe Mengen und XY € K; N K.
Insbesondere liegen X und Y in Kj, also [XY] C K aufgrund der Konvexitéit von Kj.
Analog folgt [XY] C Ks. Wir erhalten [XY] C K; N Ky, also ist K3 N K5 konvex. Das selbe
Argument zeigt, dass beliebige Durchschnitte konvexer Mengen konvex sind, d.h. sind K;
konvexe Mengen, i € I, dann ist auch ()., K; konvex.

(b) Das Innere eines Winkels wurde als Durchschnitt zweier offener Halbebenen definiert.
Da Halbebenen konvex sind folgt (b) aus (a).

(c) lasst sich analog zu (b) zeigen, denn das Innere eines Dreiecks wurde als Durchschnitt
dreier offener Halbebenen definiert.

(d) Sei ABC' ein Dreieck. Bezeichne €4 die Seite von g(B,C), die A enthélt und £4 =
g(B,C)Uey die entsprechende abgeschlossene Halbebene. Analog seien die abgeschlossenen
Halbebenen £ und &¢ definiert. Unter dem Abschluss des Dreiecks ABC' verstehen wir die
Menge £4 Nég N Ec. Als Durchschnitt konvexer Mengen ist dies konvex.

ZU AUFGABE 3.7. Da das Innere einer Strecke wenigstens zwei Punkte enthélt, miissen
die Punkte A, B, C' und D auf einer Geraden g liegen.

AxC'x B ist nicht moglich, denn in dieser Situation haben wir C' € (AB) aber C' ¢ (CD),
was (AB) = (CD) widerspricht. Analog ist auch D % B % C' nicht mdoglich, es muss daher
D € [BC> gelten.

A x B * (' ist nicht moglich, denn in dieser Situation erhielten wir den Widerspruch

(AB)N(CD) C <AB)N[BC> = 0.

Dabei haben wir die aus der Vorlesung bekannte Tatsache (AB) C <AB) verwendet und
auch die Konvexitét der Halbstrahlen, aus der wir (CD) C [BC> erhalten.

Durch Vertauschen der Rollen von A und B sehen wir, dass auch C'x A x B nicht eintreten
kann. Nach Axiom A3 bleiben daher nur die beiden Mdéglichkeiten C' = A oder C' = B.
Analog folgt D = A oder D = B und somit {A, B} = {C, D}.

ZU AUFGABE 3.8. Axiom A4 auf das Dreieck ABC” und die Gerade g(B’, C) angewandt
liefert g(B’,C) N (BC") # (. Axiom A4 auf das Dreieck AB’C' und die Gerade g(B,C")
angewandt liefert g(B,C")N(B'C) # 0. Da g(B’,C) und g(B, C") verschieden sind schneiden
sie sich also in genau einem Punkt, der in (BC") N (B'C') liegen muss. Aus der Vorlesung

ist bekannt, dass beide Strecken, und damit auch ihr Schnittpunkt, im Inneren des Winkels
ZCAB liegen.
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4. Ubungsblatt fiir die Woche vom 25. bis 29. Miirz 2019

AUFGABE 4.1. Sei ABC' ein Dreieck. Weiters seien B’ und C’ zwei Punkte mit A x B x B’
und A = C * C'. Zeige, dass sich die Strecken [BC]| und [B’C’] nicht schneiden. Hinweis:
Verwende Axiom A4 oder Proposition 1.2.9.

AUFGABE 4.2. Seien AB und C'D zwei Strecken. Zeige, dass die folgenden beiden Aus-
sagen dquivalent sind:
(a) Es existiert X € (CD) mit AB = CX.
(b) Es gilt |[AB| < |CD|, d.h. es existiert ¢ € P mit |[AB|+ ¢ = |CD].
Dabei bezeichnet P, wie in der Vorlesung, die Menge der Kongruenzklassen von Strecken
(positive Streckenldngen).

AUFGABE 4.3. Sei X ein Punkt im Inneren eines Winkels ZAOB. Zeige, dass dann der
gesamte Halbstrahl (OX > im Inneren dieses Winkels liegt.

AUFGABE 4.4. Seien h, k, [, r vier, vom selben Punkt ausgehende Halbstrahlen mit
folgenden beiden Eigenschaften:

(a) h und [ bilden einen Winkel und k liegt im Inneren von Z(h, ).
(b) h und r bilden einen Winkel und [ liegt im Inneren von Z(h, ).

Zeige, dass dann auch folgende beiden Aussagen zutreffen:

(¢) k und r bilden einen Winkel und [ liegt im Inneren von Z(k,r).

(d) k liegt im Inneren von Z(h,r).

Hinweis: Zeige, dass eine Gerade existiert, die alle vier Halbstrahlen schneidet und wende
Lemma 1.2.26 auf die Schnittpukte an.

AUFGABE 4.5 (Konvexe Vierecke). Seien A, B, C, D vier Punkte, sodass sich die Strecken
(AC) und (BD) in genau einem Punkt schneiden.
(a) Zeige, dass ZDAB, ZABC, ZBCD und ZCDA Winkel bilden.
(b) Bezeichne V' den Durchschnitt der Inneren dieser vier Winkel. Zeige, dass V' konvex ist.
(c) Zeige, dass die Diagnalen (AC) und (BD) in V liegen.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 4.6 (Konvexe Vierecke). Seien A, B, C, D vier Punkte, sodass ZDAB, ZABC,
/BCD, Z/CDA Winkel bilden. Bezeichne V' den Durchschnitt der Inneren dieser vier Winkel.
(a) Skizziere eine Situation, in der (AC) N (BD) = () und V = 0 gilt.

(b) Sei nun V' # (). Zeige, dass sich (AC) und (BD) in genau einem Punkt treffen.

AUFGABE 4.7. Bezeichne IC, wie in der Vorlesung, die abelsche Gruppe, die wir aus den
Kongruenzklassen von Strecken durch Hinzunehmen der additiven Inversen gewonnen haben.
Zeige:

(a) Fiir a,b € IC gilt: 2a = 2b = a = b.

(b) Fiir a,b € K und jede natiirliche Zahl n > 1 gilt: na = nb = a = b.

Dabei verwenden wir die Abkiirzungen 2a := a + a und na := a + - - - + a, wobei die zweite
Summe aus n Summanden besteht. Hinweis: An dieser Stelle ist noch unklar, ob in C durch
2 oder n dividiert werden kann. Verwende stattdessen die Ordnungsrelation.

AUFGABE 4.8. Sei A eine abelsche Gruppe. Fiir a € A und jede natiirliche Zahl n > 1
bezeichne na :=a+---+a und (—n)a := —(a+---+ a), wobei beide Summen aus genau n
Summanden bestehen. Insbesondere ist 1a = a und (—1)a = —a. Weiters sei Oa := 0. Damit
ist na fiir jede ganze Zahl n € Z und jedes a € A definiert.

(a) Zeige, dass die Gleichung n(a + b) = na + nb fir alle n € Z und a,b € A gilt.
(b) Zeige, dass die Gleichung (n + m)a = na + ma fir alle n,m € Z und a € A gilt.
(c) Gib eine abelsche Gruppe A und a,b € A an, fiir die a # b aber 2a = 2b gilt.

Losungshinweise

ZU AUFGABE 4.1. Bezeichne g die Gerade durch B’ und C’. Es gilt ¢ N [AB] = (), denn
gNg(A,B) = {B'}, aber B’ ¢ [AB] da A* Bx* B’, vgl. Axiom A3. Ebenso gilt gN[AC] = 0.
Mit Axiom A4 erhalten wir auch ¢ N [BC] = 0. Da [B'C’'] C g, folgt [B'C'| N [BC] = 0.
Alternativ lasst sich dies auch aus Proposition 1.2.9, angewandt auf die Gerade g(B,C') und
das Dreieck AB'C’, ableiten.

ZU AUFGABE 4.2. Fiir die eine Implikation sei zunéchst X € (CD) und AB = CX. Es
gilt daher C'x X * D und |AB| = |CX]|. Direkt aus der Definition der Addition erhalten wir
|CD| = |CX|+|XD|=|AB|+ |XD], also |AB| < |CD]|, denn |XD| € P.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun |AB| < |C'D|. Nach Axiom K2 existiert auf der
Seite von C'in ¢g(C, D), die D enthilt, ein (eindeutiger) Punkt X mit CX = AB. Da D und
X auf der selben Seite von C' liegen, muss nach Axiom A3 einer der folgenden Fille eintreten:
Cx X *xD,oder X =D oder C D x*X. Wire X = D, erhielten wir |AB| = |CX| = |CD|,
was |AB| < |CD| widerspricht. Wére C' %« D * X, erhielten wir aus dem bereits Gezeigten
|CD| < |CX| = |AB|, was ebenfalls |AB| < |CD| widerspricht. Somit bleibt nur der Fall
CxX x D, also X € (CD).

ZU AUFGABE 4.3. Da X und B auf der selben Seite von ¢g(O, A) liegen, liegt ganz
(OX> auf dieser Seite von ¢(O, A), siche Bemerkung 1.2.24. Da X und A auf der selben
Seite von g(O, B) liegen, liegt auch (OX> auf dieser Seite von ¢(O, B). Damit liegt (OX>
im Durchschnitt dieser beiden Halbebenen, d.h. im Inneren des Winkels ZAOB.

ZU AUFGABE 4.4. Wihle A € r und D € h. Da [ im Inneren von Z(h,r) liegt, schneidet

(AD) den Strahl [ in einem Punkt B, siehe Proposition 1.2.36. Da k im Inneren von Z(h,1)
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liegt, schneidet (BD) den Strahl & in einem Punkt C. Nach Konstruktion gilt A* B D und
BxC'sD. Mit Lemma 1.2.26(b) folgt Ax BxC und AxCxD. Légen k und r in einer Geraden,
dann miisste auch B und damit ganz [ in dieser Geraden liegen, aber dies widerspricht der
Voraussetzung, dass k im Inneren von Z(h, 1) liegt. Somit bilden & und r einen Winkel. Nach
Bemerkung 1.2.35 liegt (AC) im Inneren des Winkels Z(k,r). Da B € (AC) folgt, dass B
und damit ganz [ im Inneren von Z(k, r) liegt, vgl. Aufgabe [£.3] Analog sehen wir, dass auch
C € (AD), und damit der gesamte Halbstrahl &, im Inneren von Z(h,r) liegt.

ZU AUFGABE 4.5. Nach Voraussetzung ist (AC') nicht leer, also A # C. Um zu zeigen,
dass ZABC' einen Winkel bildet, nehmen wir indirekt B € g(A,C) an. Lage D nicht auf
g(A, C), dann ldge (BD) zur Génze auf einer Seite dieser Geraden, siche Bemerkung 1.2.25,
und wir erhielten den Widerspruch (AC) N (BD) = ). Also muss auch D auf g(A, C') liegen.
Eine einfache Fallunterscheidung zeigt, dass der Durchschnitt (AC) N (BD) leer ist oder aus
dem Inneren einer Strecke, also mindestens zwei Punkten besteht. In beiden Féllen erhalten
wir einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass dieser Durchschnitt aus genau einem Punkt
besteht. Somit kann B nicht auf g(A, C) liegen, also bildet ZABC' einen Winkel. Analog
folgt, dass auch ZBCD, ZCDA und ZDAB Winkel bilden.

(b) Als Durchschnitt konver Mengen ist V' konvex.

(c) Nach Bemerkung 1.2.35 liegt (AC') im Inneren der Winkel ZABC und ZC D A. Ebenso
liegt (BD) im Inneren der Winkel ZBC'D und ZDAB. Bezeichnet X den Schnittpunkt von
(AC) und (BD), dann liegt X also im Inneren aller vier Winkel. Nach Aufgabe liegt
daher (AC> im Inneren des Winkels ZDAB und <AC) liegt im Inneren von ZBCD. Damit
liegt (AC) = <AC) N (AC> im Inneren aller vier Winkel, also (AC) C V. Analog folgt
(BD)C V.

Zu AUFGABE 4.6. (a) Es gentigt, A und D so auf verschiedenen Seiten von ¢g(B,C') zu
wéhlen, dass weder B noch C auf g(A, D) liegt.

(b) Da sich die Inneren von ZDAB und ZABC schneiden, miissen C' und D auf der selben
Seite von g(A, B) liegen. Ebenso, liegen D und A auf der selben Seite von g(B, ). Somit
liegt D im Inneren des Winkels ZABC'. Also liegt auch der Halbstrahl (BD> im Inneren von
LZABC, vgl. Aufgabe . Nach Proposition 1.2.36, schneiden sich (AC) und (BD> in einem
Punkt X. Analog, trifft (AC) auch den Halbstrahl <BD). Dieser Schnittpunkt muss mit
X tbereinstimmen, denn die Geraden g(A,C) und g(B, D) sind verschieden. Wir erhalten
X € <BD)N (BD> = (BD), also (AC)N (BD) = {X}.

Zu AUFGABE 4.7. (a) Sei 2a = 2b. Wir nehmen indirekt a # b an. O.B.d.A. sei a < b.
Mit Korollar 1.3.10 folgt a +a < a+b < b+ b, also 2a < 2b. Da dies der Voraussetzung
2a = 2b widerspricht, muss also a = b gelten.

(b) Sei na = nb. Wie in (a) nehmen wir indirekt a # b und 0.B.d.A. a < b an. Mittels
Induktion nach n lisst sich na < nb zeigen. Fiir den Beweis des Induktionsschritts beachte,
dass wir aus na < nb mit Korollar 1.3.10 auch (n+1)a =na+a < nb+a <nb+b= (n+1)b
erhalten. Da na < nb der Voraussetzung na = nb widerspricht, muss also a = b gelten.

ZU AUFGABE 4.8. (a) Fiir n > 1 erhalten wir:

nla+b)=(@+b+---+(a+b=(a+---+a)+(b+---+b) =na+ nb.

(. (. J

Vv Vo Vv
n Summanden n Summanden n Summanden
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Fiir n < —1 folgt analog:
nla+b)=—((a+b)+--+(a+b))=—(a+---+a)—(b+---+b) =na+nb.

) ~ / /
~~ ~~ ~~

—n Summanden —n Summanden —n Summanden

Fiir n = 0 ist die Aussage trivial: 0(a +b) =0 =0+ 0 = 0a + 0b.
(b) Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch. Sind n und m beide positiv, dann gilt
n +m > 0 und wir erhalten:

vV Vv vV
n Summanden m Summanden n + m Summanden

Sind n und m beide negativ, dann gilt n + m < 0 und wir erhalten:

na+ma=—(a+---+a)—(a+---+a)= —(a+---+a) = (n+m)a.
—n Summanden —m Summanden (=n) + (—m) = —(n + m) Summanden

Ist n oder m gleich 0, so ist die Aussage trivial. Wir betrachten nun n und m mit unter-
schiedlichen Vorzeichen. O.B.d.A. sei m < 0 < n. Gilt n = —m erhalten wir:

na+ma=a+---+a—(a+---+a)=0=0a=(n+ma.
n Summanden —m Summanden

Ist n > —m dann gilt n +m > 0 und wir erhalten:

na+ma=a+---+a—(a+---+a)= a+---+a = (n+m)a.
~~ - N, v N———
n Summanden —-m Su;(manden n — (—m) = n + m Summanden

Ist n < —m dann gilt m +n < 0 und wir erhalten:
na+ma:a++a_(a++a): —(a++a> :(n+m)a
" ~— —_—

n Summanden  _yy Summanden -m = —(n +m) Summanden

(c) Das einfachste Beispiel ist wohl A = Zy, a =0, b:= 1.
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5. Ubungsblatt fiir die Woche vom 1. bis 5. April 2019

AUFGABE 5.1. Sei ABC' ein gleichschenkeliges Dreieck mit AB = AC. Weiters seien
B' € (BC) und C" € (B'C) so, dass BB’ = CC". Zeige, dass AB'C" ein gleichschenkeliges
Dreieck bildet.

AUFGABE 5.2. Seien AB und A'B’ zwei Strecken, die nicht in einer Geraden liegen und
denselben Mittelpunkt M besitzen. Es gilt daher MA = MB und MA' = M B'.
(a) Zeige AA'= BB'.
(b) Sei weiters A” € (AA’) und bezeichne B” den Schnittpunkt von g(A”, M) mit (BB').
Zeige MA” = M B".

AUFGABE 5.3. Seien A, B, A’, B’ vier Punkte, sodass je drei ein Dreieck bilden. Weiters

sei das Dreieck AA’B kongruent zum Dreieck BB’A. Zeige, dass dann auch die Dreiecke
A’AB’' und B’BA’ kongruent sind.

AUFGABE 5.4. In Euklids Buch I§7 findet sich folgende Aussage: Fs ist nicht moglich,
tiber derselben Strecke zwei weitere Strecken, die zwei festen Strecken entsprechend gleich
sind, an denselben Enden wie die urspringlichen Strecken ansetzend, auf derselben Seite in
verschiedenen Punkten zusammenzubringen. Erklare, was damit gemeint ist und beweise es.

AUFGABE 5.5. Sei ABC ein Dreieck und X € (AB). Zeige
|ICX| < max{|CA]|, |CB|}.

Hinweis: O.B.d.A. sei |CB| < |CA|. Es geniigt daher |CX| < |C'A| zu zeigen. Verwende den
Satz vom AuBlenwinkel und die Tatsache, dass im Dreieck der grofleren Seite der grofiere
Winkel gegeniiber liegt, und umgekehrt.

Bisher haben wir |AB| nur fiir Strecken AB definiert, im degenerierten Fall setzen wir
nun |AA| := 0. Es gilt daher A = B < |AB| = 0.

AUFGABE 5.6. Seien A, B, C drei beliebige Punkte, a := |BC|, b := |C'A| und ¢ := |AB|.
(a) Zeige, a <b+c¢, b < c+aund ¢ < a+ b. Hinweis: Aufgrund der Dreiecksungleichung

der Vorlesung kénnen die Punkte A, B, C' 0.B.d.A. kollinear vorausgesetzt werden.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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(b) Fiir X € (AB) zeige |CX| < max{a, b}. Hinweis: Nach Aufgabe [5.5] kénnen die Punkte
A, B,C 0.B.d.A. kollinear vorausgesetzt werden. Erkléare, warum einer der Félle Cx X x B,
C' = X oder A x X % C eintreten muss und diskutiere diese Fille einzeln.

AUFGABE 5.7. Sei M ein Punkt und r > 0 € P. Betrachte die Mengen (Kreisscheiben)
K:={Xe&: |MX|<r} und K:={Xe&: |MX|<r}.
Zeige, dass K und K konvex sind. Hinweis: Verwende Aufgabe [5.6(b).

AUFGABE 5.8. Sei OAB ein gleichschenkeliges Dreieck mit OA = OB. Seien A’ und B’
zwei weitere Punkte auf den Schenkeln, sodass O * A"« A und O x B’ « B und A’/A = B'B
gilt. Bezeichne X den Schnittpunkt von (AB’) und (A’'B), vgl. Aufgabe 3.8. Weiters sei M
der Schnittpunkt von ¢(O, X) mit (AB). Fertige eine Skizze an und zeige der Reihe nach:

(a) Die Dreiecke AA’B und BB’A sind kongruent.
(b) Die Dreiecke AA’X und BB'X sind kongruent.
(c¢) Die Dreiecke OAX und OBX sind kongruent.

(d) Die Dreiecke OM A und OM B sind kongruent.

Schliefe daraus, dass (OX > die Winkelsymmetrale des Winkels ZAOB ist und M mit dem
Mittelpunkt der Strecke AB iibereinstimmt.

Loésungshinweise

ZU AUFGABE 5.1. Da die Basiswinkel eines gleichschenkeligen Dreiecks kongruent sind,
gilt ZABC = ZACB. Nach dem SWS Kongruenzsatz sind daher die Dreiecke ABB’ und

ACC" kongruent. Insbesondere erhalten wir AB’ = AC’, also ist das Dreieck AB'C" gleich-
schenkelig.

ZU AUFGABE 5.2. (a) Da Scheitelwinkel kongruent sind haben wir ZAMA' = Z/BMB'.
Nach dem SWS Kongruenzsatz sind daher die Dreiecke AM A" und BM B’ kongruent. Ins-
besondere erhalten wir AA’ = BB'.

(b) Der Schnittpunkt B” existiert, da der Halbstrahl A”(M> im Inneren des Winkels
ZBM B’ liegt und daher die Sehne (BB’) treffen muss. Wieder gilt ZAMA” = ZBM B,
denn dies sind Scheitelwinkel. Aus der Kongruenz der Dreiecke AM A’ und BM B’ in (a)
erhalten wir auch ZMAA" = ZM BB’ und daher /M AA” = ZMBB"”. Nach dem WSW
Kongruenzsatz sind die Dreiecke AM A” und BM B” daher kongruent. Insbesondere erhalten
wir MA”" = MB".

ZU AUFGABE 5.3. Dies folgt unmittelbar aus dem SSS Kongruenzsatz. Nach Vorausset-
zung gilt ndmlich A’A = B’'B und AB’ = BA’. Da die beiden Dreiecke A’AB’ und B’'BA’
die Seite A’B’ gemein haben, miissen also sie kongruent sein.

ZU AUFGABE 5.4. Eine Moglichkeit dies zu formulieren, wére: Ist AB eine Strecke und
sind C und C" zwei Punkte auf derselben Seite von g(A, B), die AC = AC" und BC = BC'
geniigen, dann gilt schon C' = C'. Zum Beweis: Aus dem SSS Kongruenzsatz folgt Z/CAB =
ZC"AB und dann C' = C’" mit den Eindeutigkeitsaussagen der Axiome K5 und K2.

ZU AUFGABE 5.5. O.B.d.A. sei |CB| < |CA|. Es geniigt |CX| < |CA| zu zeigen. Da der

grofleren Seite der grofiere Winkel gegeniiber liegt, haben wir

<CAB < <CBA,
2



siehe Satz 1.4.25 falls |CB| < |CA| bzw. Satz 1.4.4 falls |CB| = |C'A|. Nach dem Satz von
AuBlenwinkel gilt
<CBA < «<CXA.

Kombinieren wir die beiden Ungleichungen, folgt <CAB < <CX A und daher auch
qCAX < «CXA.
Da dem grofleren Winkel die grofiere Seite gegeniiber liegt, erhalten wir |CX| < |C'A|.

7ZU AUFGABE 5.6. (a) O.B.d.A. seien die Punkte A, B, C kollinear, vgl. Satz 1.4.26. Fallen
zwei der drei Punkte zusammen, dann sind alle drei Ungleichungen trivialerweise erfiillt. Gilt
etwa A=B,s0ist 0 <a=bundc=0,alsoa<b=0+0=b+c,b<a=04+a=c+a
sowie ¢ = 0 < a+b. O.B.d.A. seien daher A, B, C' drei verschiedene Punkte einer Geraden.
0O.B.d.A. geniigt es den Fall AxC'x B zu betrachten, vgl. Axiom A3. Es gilt daher 0 < a < c,
O<b<cund c=a+0b. Wirerhaltena <c<b+c,b<c<c+aundc<a+b.

(b) O.B.d.A. seien die Punkte A, B, C kollinear, vgl. Aufgabe5.5] Da X € (AB) erhalten
wir die Zerlegung

g(A,B) = <AX)U{X} U (XB>.

Der Punkt C' muss daher in einer der drei Mengen <AX), {X} oder (X B> liegen. Somit
muss einer der folgenden drei Fille eintreten:

CxXxB oder C=X oder Ax X xC.

Im Fall C'* X * B erhalten wir |CX| < |CB| = a. Im Fall C' = X erhalten wir |CX| = 0. Im
Fall A x X * C erhalten wir |CX| < |CA| = b. In jedem Fall gilt daher |CX| < max{a, b}.

ZU AUFGABE 5.7. Seien A und B zwei Punkte in K. Es geniigt (AB) C K zu zeigen.
Sei dazu X € (AB). Nach Voraussetzung gilt [MA| < r und [MB| < r. Aus Aufgabe [5.6|b)
erhalten wir |[M X| < max{|MA|,|MB|} <r, also X € K.

Analog kann bei der (abgeschlossenen) Kreisscheibe K vorgegangen werden, alle strikten
Gleichheitszeichen miissen dann durch < ersetzt werden.

Zu AUFGABE 5.8. (a) Die Kongruenz der Dreiecke AA'B und BB’A folgt aus dem SWS
Kongruenzsatz, denn die beiden Dreiecke haben die Seite AB gemein, nach Voraussetzung
gilt AA” = BB’ und die Basiswinkel des gleichschenkeligen Dreiecks AOB sind kongruent,
d.h. ZOAB = ZOBA.

(b) Die Kongruenz der Dreiecke AA’X und BB'X folgt aus dem SWW Kongruenzsatz,
denn nach Voraussetzung gilt AA’ = BB’, aus (a) erhalten wir ZAA'X = ZBB’'X und die
Scheitelwinkel sind kongruent, d.h. ZA'XA = /B'XB.

(c) Die Kongruenz der Dreiecke OAX und OBX folgt aus dem SSS Kongruenzsatz, denn
die beiden Dreiecke haben die Seite OX gemein, es gilt OA = OB nach Voraussetzung und
AX = BX nach (b).

(d) Die Kongruenz der Dreiecke OM A und OM B folgt aus dem SWS Kongruenzsatz,
denn die beiden Dreiecke haben die Seite OM gemein, nach Voraussetzung gilt OA = OB
und aus (c) erhalten wir ZAOM = ZBOM.
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6. Ubungsblatt fiir die Woche vom 8. bis 12. April 2019

AUFGABE 6.1. Sei AB ein Strecke. Wéhle auf verschiedenen Seiten von g(A, B) zwei
Punkte C' und D so, dass ZOCAB = ZDBA und AC = BD. Bezeichne den Schnittpunkt
von g(A, B) und g(C, D) mit M. Fertige eine Skizze an und zeige, dass M der Mittelpunkt
der Strecke AB ist. Gehe anschlielend néher auf folgende Punkte ein:

(a) Warum konnen Punkte C' und D so gewéhlt werden?

(b) Warum haben g(A, B) und g(C, D) genau einen Schnittpunkt?

(¢) Warum kann M nicht mit A oder B zusammenfallen? (Satz vom Auenwinkel)
(d) Warum liegt M im Inneren der Strecke AB?

AUFGABE 6.2 (Streckensymmetrale). Sei AB eine Strecke mit Mittelpunkt M und be-
zeichne g das Lot auf g(A, B) durch M. Zeige

g={X €& :|XA =|XB|}

In den néchsten Beispielen verwenden wir folgende Definition: Vier Punkte ABCD werden
als konvexes Viereck bezeichnet, wenn sich die Diagonalen (AC) und (BD) in genau einem
Punkt schneiden, vgl. Aufgaben 4.5 und 4.6.

AUFGABE 6.3. Sei ABC'D ein Parallelogramm. Zeige, dass sich die Diagonalen AC' und
BD in ihren Mittelpunkten schneiden. Insbesondere sind Parallelogramme konvexe Vierecke.

AUFGABE 6.4. Sei ABCD ein konvexes Viereck, dessen Diagonalen AC' und BD sich in
ihren Mittelpunkten schneiden. Zeige, dass ABCD ein Parallelogramm bildet.

AUFGABE 6.5. Sei ABC'D ein konvexes Viereck mit g(A, B)||g(C, D) und |AB| = |CD|.
Zeige, dass ABCD ein Parallelogramm bildet.

AUFGABE 6.6. Sei ABCD ein konvexes Viereck mit |[AB| = |CD| und |BC| = |DA].
Zeige, dass ABCD ein Parallelogramm bildet.
AUFGABE 6.7.

(a) Skizziere ein konvexes Viereck ABC'D mit g(A, B)||g(C, D) und |BC| = |DA]|, das kein
Parallelogramm ist.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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(b) Sei ABCD ein konvexes Viereck mit g(A, B)||g(C, D), |BC| = |DA| und |AC| < |BC.
Zeige, dass ABCD ein Parallelogramm bildet.

AUFGABE 6.8 (Winkelsumme konvexer Vierecke). Zeige, dass fiir die Winkelsumme eines
konvexen Vierecks ABC'D stets

<ABC 4+ <BCD + <CDA + <DAB = 4R

gilt. Skizziere ein (nicht konvexes) Viereck, fiir das diese Gleichung nicht erfiillt ist.

Loésungshinweise

7ZU AUFGABE 6.1. Nach dem SWW Kongruenzsatz sind die Dreiecke CAM und DBM
kongruent, denn die Scheitelwinkel sind kongruent, d.h. ZAMC = BM D, und nach Kon-
struktion haben wir ZCAM = ZDBM sowie CA = DB. Insbesondere gilt M A = M B.

(a) folgt aus den Axiomen K5 und K2.

(b) C' und D liegen auf verschiedenen Seiten von g(A, B).

(¢c) Ware M = B, dann wére im Dreieck ABC der Winkel ZC'AB kongruent zum ge-
geniiberliegenden Auenwinkel ZABD, was dem Satz vom Auflenwinkel widerspricht. Analog
kann M = A ausgeschlossen werden.

(d) Wére M « A x B, dann |[MA| < |MB|, was MA = M B widerspricht. Analog kann
A x B x M ausgeschlossen werden. Nach Axiom A3 muss daher A x M % B gelten, also liegt
M im Inneren der Strecke AB.

7ZU AUFGABE 6.2. Wir zeigen zunéchst die Inklusion
gC{X el |XA =|XB|}.

Sei dazu X € g. Es ist | XA| = |XB| zu zeigen. O.B.d.A. sei X # M. Nach dem SWS
Kongruenzsatz sind die Dreiecke X M A und X M B kongruent, denn sie haben die Seite X M
gemein, die Winkel ZXMA und ZX M B sind beide rechte, und M A = M B. Insbesondere
erhalten wir [ X A| = | X B].

Fiir die umgekehrten Inklusion

{Xe&:|XA=|XB]} Cg

sei nun X ein beliebiger Punkt mit | X A| = | X B|. Es ist X € g zu zeigen. O.B.d.A. konnen
wir X ¢ g(A, B) annechmen, denn M ist der eindeutige Punkt auf g(A, B), der |[M A| = |M B|
geniigt. Nach dem SSS Kongruenzsatz sind die Dreiecke X M A und X M B kongruent, denn
sie haben die Seite X M gemein, es gilt M A = M B und XA = X B. Insbesondere erhalten
wir ZXMA = ZXMB, also ist ZXMA ein rechter Winkel. Somit ist auch g(X, M) eine
Gerade durch M, die senkrecht auf g(A, B) steht. Aus der Eindeutigkeit des Lots erhalten
wir g = g(X, M) und insbesondere X € g.

ZU AUFGABE 6.3. Nach Voraussetzung sind A, B,C, D vier verschiedene Punkte, die
Geraden g(A, B) und ¢(C, D) sind disjunkte Parallele, und auch die Geraden g(B,C') und
g(D, A) sind disjunkte Parallele. Aus der Parallelitéit folgt leicht, dass C' im Inneren des Win-
kels ZBAD liegt. Daher schneidet die Gerade g(A, C) die Strecke (BD). Analog schneidet
auch die Gerade g(B, D) die Strecke (AC'). Beachte, dass die Geraden g(A,C) und g(B, D)
nur einen Schnittpunkt haben kénnen, da sonst die Parallelen g(A, B) und ¢(C, D) zusam-

menfallen wiirden. Also schneiden sich die Strecken (AC) und (BD) in einem Punkt M. Da
2



B und D auf verschiedenen Seiten von g(A, C') liegen, bilden ZACB und ZC'AD Wechsel-
winkel und sind nach dem Stufenwinkelsatz daher kongruent. Analog folgt /ZDBC = ZBDA.
In der Vorlesung haben wir bereits |AD| = |BC| gezeigt. Nach dem WSW Kongruenzsatz
sind die Dreiecke DM A und BMC kongruent. Insbesondere erhalten wir MC = M A und
MB = MD. Somit ist M Mittelpunkt von BC' und auch Mittelpunkt von BD.

ZuU AUFGABE 6.4. Nach Vorauussetzung gilt (AC) N (BD) = {M} mit MA = MC und
MB = MD. Weiters haben wir ZBMC = ZDMA, denn dies sind Scheitelwinkel. Nach
dem SWS Kongruenzsatz sind die Dreiecke BMC' und DM A daher kongruent. Insbesondere
erhalten wir ZBCM = ZDAM. Also entstehen beim Schnitt von g(A, C) mit g(B,C) und
g(D, A) kongruente Wechselwinkel. Nach dem Stufenwinkelsatz sind g(B,C) und g(D, A)
daher parallel. Analog ldsst sich zeigen, dass g(A, B) und ¢(C, D) parallel sind.

ZU AUFGABE 6.5. In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dass B und D auf verschie-
denen Seiten von g(A, C) liegen. Somit bilden ZBAC und ZDC A Wechselwinkel. Aus dem
Stufenwinkelsatz erhalten wir ZBAC = ZDCA. Nach dem SWS Kongruenzsatz sind die
Dreiecke BAC und DC'A daher kongruent. Insbesondere erhalten wir ZBCA = ZDAC. So-
mit entstehen beim Schnitt von g(A, C') mit g(B, C) und g(D, A) kongruente Wechselwinkel.
Nach dem Stufenwinkelsatz sind ¢g(B,C) und g(D, A) daher parallel.

ZU AUFGABE 6.6. Nach dem SSS Kongruenzsatz sind die Dreiecke ABC und C'DA
kongruent, denn sie haben die Seite AC' gemein und nach Voraussetzung gilt AB = C'D und
BC = DA. Insbesondere erhalten wir Z/CAB = ZACD. Da dies Wechselwinkel sind, folgt
aus dem Stufenwinkelsatz g(A, B)||g(C, D). Ebenso erhalten aus der Kongruenz der Dreiecke
LACB = ZCAD und mit dem Stufenwinkelsatz dann g(B,C)|lg(D, A).

ZU AUFGABE 6.7. (a) Das Trapez in der Skizze liefert ein Gegenbeispiel. (b) Wie zuvor

D C

A A B

folgt aus dem Stufenwinkelsatz Z/CAB = ZAC D. Wegen der weiteren Voraussetzung |AC| <
|BC| folgt mit dem WSS Kongruenzsatz, dass die Dreiecke AC'B und C'AD kongruent sind.
Insbesondere erhalten wir ZACB = ZC' AD. Nach dem Stufenwinkelsatz sind daher g(B, C)
und g(D, A) parallel.

ZU AUFGABE 6.8. Da die Winkelsumme von Dreiecken 2R betréigt gilt:

<IABC + <BCA+ <CAB = 2R,
JACD + <CDA+ <DAC = 2R.
3



Aufgrund der Konvexitit liegt C'im Inneren von ZDAB und A liegt im Inneren von ZBCD.
Daher haben wir auch:

I<BCA+ <ACD = <BCD,
<CAB + <DAC = <DAB.

Addition der ersten beiden Gleichungen und anschliefendes Einsetzen der anderen beiden
Relationen liefert die Winkelsumme des Vierecks:

<ABC +<«BCD + <CDA+ <«<DAB = 4R.

Zwei (nicht konvexe) Vierecke, fiir die diese Relation nicht gilt sind unten abgebildet.

D
D B
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7. Ubungsblatt fiir die Woche vom 29. April bis 3. Mai 2019
AUFGABE 7.1 (S:S:S Ahnlichkeitssatz). Seien ABC und A’B'C’ zwei Dreiecke mit Sei-
tenldngen a := |BC|, b := |CA|, ¢ := |AB|, d’ .= |B'C'|, b/ := |C'A'|, ¢ .= |A'B’|, sodass
a/a =b/t =c/c.
Zeige, dass die beiden Dreiecke dhnlich sind, d.h. es gilt auch
a =, B=p und v=4"
Hinweis: Analog zum Beweis des S:W:S Ahnlichkeitssatzes in der Vorlesung, lisst sich dies

mit dem W:W:W Ahnlichkeitssatz auf den SSS Kongruenzsatz zuriickfithren. Betrachte dazu
ein drittes Dreieck A”B"C” mit ¢’ =, o’ = o und " = 5.

AUFGABE 7.2. Seien A, B, C, D vier verschiedene Punkte, sodass C' und D auf verschiede-
nen Seiten von g(A, B) liegen. Zeige, dass die vier Punkte genau dann auf einem Kreis liegen,
wenn <ACB + <ADB = 2R gilt. Hinweis: Gehe analog zur Vorlesung vor (Satz 1.5.32).

AUFGABE 7.3 (Sehnensatz). Seien AB und A’B’ zwei Sehnen eines Kreises, die sich in
einem inneren Punkt S des Kreises schneiden. Zeige

ISA| - |SB| = |SA'| - |SB|.

Hinweis: Verwende den Peripheriewinkelsatz, um die Dreiecke ASB’ und A’SB zu verglei-
chen. Wie lasst sich daraus der Hohensatz fiir rechtwinkelige Dreiecke folgern?

AUFGABE 7.4 (Sekanten-Tangentensatz). Sei AB eine Sehne eines Kreises und T ein
weiterer Punkt des Kreises, sodass die Gerade g(A, B) die Tangente bei 7" in einem dufleren
Punkt S des Kreises trifft. Zeige

|ISA|-|SB| = |STJ?.

Hinweis: Erklire, warum wir 0.B.d.A. S * A * B annehmen diirfen und warum 7' nicht auf
g(A, B) liegen kann. Verwende dann den Tangentenwinkelsatz, um die Dreiecke AST und
TS B zu vergleichen. Bleibt die Gleichung |SA|-|SB| = |ST|? giiltig, wenn der Schnittpunkt
S am Kreis liegt?

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 7.5 (Sekantensatz). Seien AB und A’B’ zwei Sehnen eines Kreises, die sich in
einem dufleren Punkt S des Kreises schneiden. Zeige

ISA|-|SB| = |SA| - |SB/|.

Hinweis: Erkliare, warum wir 0.B.d.A. S* Ax B und S * A’ B’ annehmen konnen. Verwende
dann den Peripheriewinkelsatz, um die Dreiecke ASB’ und A’SB zu vergleichen. Gib auch
einen zweiten Beweis mit Hilfe der vorangehenden Aufgabe. Bleibt die Gleichung |SA|-|SB| =
|SA'| - |SB’| giiltig, wenn der Schnittpunkt S am Kreis liegt?

AUFGABE 7.6 (Sehnenviereck). Sei ABCD ein konvexes Viereck und bezeichne S den
Schnittpunkt der beiden Diagonalen (AC') und (BD). Zeige, dass die vier Punkte A, B, C, D
genau dann auf einem Kreis liegen, wenn

ISA|-|SC| = |SB|-|SD|.

Hinweis: Die eine Implikation folgt sofort aus dem Sehnensatz. Verwende den Peripheriewin-
kelsatz, um die andere Implikation zu zeigen.

AUFGABE 7.7. Seien g und h zwei Geraden, die sich in genau einem Punkt schneiden.
Zeige, dass die Menge

[X €& d(X,g) = d(X,h)}
Vereinigung zweier orthogonaler Geraden ist. Hinweis: Verwende die Beschreibung der Win-
kelsymmetrale aus der Vorlesung.

AUFGABE 7.8. Seien A, B, C drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Zeige, dass
es genau vier Kreise gibt, die jede der drei Geraden g(A, B), g(B,C) und ¢g(C, A) beriihren.
Hinweis: Verwende die vorangehende Aufgabe.

Losungshinweise

ZU AUFGABE 7.1. Nach dem W:W:W Ahnlichkeitssatz sind die Dreiecke ABC' und
A"B"C" &hnlich. Insbesondere gilt a”/a = V" /b = ¢ /c. Mit der Voraussetzung a/a’ = b/b' =
c/d folgt a"/a' =0"/b ="/ =1, also a” = @’ und V' = b'. Nach dem SSS Kongruenzsatz
sind die Dreiecke A’B’C" und A”B”"C" daher kongruent. Damit ist ABC' auch dem Dreieck
A’B'C" dhnlich.

ZU AUFGABE 7.2. Wir nehmen zunéchst an, dass die vier Punkte A, B, C, D auf einem
Kreis liegen. Da C' und D auf verschiedenen Seiten von g(A, B) liegen, bilden die Tangen-
tenwinkel zu C' und D Nebenwinkel bei A, ihre Summe ist daher 2R. Mit dem Tangenten-
winkelsatz folgt <ACB + <ADB = 2R.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun <ACB + <ADB = 2R. Bezeichne I' den Kreis
durch A, B,C und I den Kreis durch A, B, D. Mit dem Tangentenwinkelsatz sehen wir,
dass sich die Tangentenwinkel fiir C' und D bei A zu 2R addieren. Daher stimmen die
Tangenten an I' und I bei A iiberein. Die Mittelpunkte beider Kreise miissen daher auf der
Normalen durch A auf diese Tangente liegen. Beide Mittelpunkte miissen aber auch auf der
Streckensymmetrale von AB liegen. Die Normale und die Streckensymmetrale konnen nicht
parallel sein, denn sonst wére nach dem Stufenwinkelsatz die Normale orthogonal auf g(A, B)
und die Tangente wiirde daher durch B laufen, was nicht moglich ist. Daher schneiden sich

die Normale und die Streckensymmetrale nur in einem Punkt. Also miissen die Mittelpunkte
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von I' und I {ibereinstimmen. Da die beiden Kreise gemeinsame Punkte haben, folgt I' = I",
also liegen alle vier Punkte A, B, C, D auf einem Kreis.

7ZU AUFGABE 7.3. O.B.d.A. seien A, B, A’, B’ vier verschiedene Punkte am Kreis. Da
sich die Sehnen schneiden, liegen die Punkte B und B’ auf derselben Seite von g(A, A’) wie
S. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt

/ABA'= /AB'A'.

Weiters ist ZASB' = ZA'SB, denn dies sind Scheitelwinkel. Nach dem W:W:W Ahnlich-
keitssatz sind die Dreiecke ASB’ und A’SB daher dhnlich. Insbesondere gilt g—:," = |“Zg|‘,
also |SA| - |SB| = |SA'| - |[SB’'|. Da in einem rechtwinkeligen Dreieck die Hypotenuse und
die Hohe Sehnen im Umkreis bilden, liefert der Sehnensatz in diesem Fall pg = hh, also den

Hohensatz.

ZU AUFGABE 7.4. Da die Tangente den Kreis nur in 7' schneidet, kann sie nicht mit
g(A, B) zusammenfallen. Da beide Geraden den Punkt S enthalten, kann 7 nicht auf g(A, B)
liegen. Da (AB) zur Génze im Inneren des Kreises liegt, vgl. Aufgabe 5.5, kann S nicht
zwischen A und B liegen. Da A und B am Kreis liegen, muss S auch verschieden von A
und B sein. Damit bleiben nur die Félle S x A x B oder A x B x S iibrig. Durch Vertauschen
von A mit B kann daher 0.B.d.A. S x A x B angenommen werden. Also liegen S und B auf
verschiedenen Seiten von g(A,T'). Aus dem Tangentenwinkelsatz erhalten wir daher

LSTA = /ZSBT.

Da auch ZAST = ZTSB, folgt mit dem W:W:W Kongruenzsatz, dass die Dreiecke AST
und 7'SB &hnlich sind. Insbesondere gilt % = %, also |ST|* = |SA| - |SB|. Liegt S
am Kreis, dann gilt |ST|?> = 0 = |SA| - |SB|, denn in diesem Fall muss S = T = A oder

S =T = B sein.

7ZU AUFGABE 7.5. O.B.d.A. seien A, B, A', B vier verschiedene Punkte am Kreis. Durch
Umbenennen der Punkte kénnen wir 0.B.d.A. auch S x A * B und S * A’ x B’ annehmen.
Daher liegen B und B’ auf derselben Seite von g(A, A’), namlich gegeniiber von S. Aus dem
Peripheriewinkelsatz erhalten wir daher

/SB'A=/SBA.

Da auch ZASB' = ZA'SB, folgt mit dem W:W:W Kongruenzsatz, dass die Dreiecke ASB’

und A’SB éhnlich sind. Inshesondere gilt (555 = 21, also [SA| - |SB| = |SA| - [SB|.

Ein alternative Beweis dieser Gleichung geht wie folgt: Da S im AuBeren des Kreises liegt,
existiert ein Punkt 7" am Kreis, sodass ¢(7,.S) Tangente ist, und wir erhalten |SA|- |SB| =
|ST|? = |SA'| - |SB'| durch zweimaliges Anwenden der vorangehenden Aufgabe. Liegt S am
Kreis, dann gilt [SA|-|SB| =0 = |SA'| - |SB'|, denn in diesem Fall muss S = A = A’ oder
S=A=DB"oder S=B=A"oder S=B = DB’ sein.

ZU AUFGABE 7.6. Die eine Implikation folgt unmittelbarr aus dem Sehnensatz. Fiir die
umgekehrte Implikation sei nun |SA|- |SC| = |SB| - |SD|. Daher
|ISA|  |SD| .
T = LASD = ZBSC
SB| ~ |5C] sowie )
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denn dies sind Scheitelwinkel. Nach dem S:W:S Ahnlichkeitssatz sind die Dreiecke ASD und
BSC daher kongruent. Insbesondere erhalten wir ZSDA = ZSCB, also /BDA = ZACB.
Da C und D auf derselben Seite von g(A, B) liegen, miissen die vier Punkte A, B, C, D nach
der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes auf einem Kreis liegen.

ZU AUFGABE 7.7. Beim Schnitt der beiden Geraden entstehen vier Winkel, deren In-
nere wir mit Wy, Wy, W3, Wy bezeichnen. Die Bezeichnung sei so gewéhlt, dass W, und W3
Scheitelwinkel bilden und daher auch W5 und W, Scheitelwinkel sind. Aus der Vorlesung ist
bekannt, dass {X € W, : d(X, g) = d(X,h)} mit der Winkelsymmetrale s; von W; iiberein-
stimmt. Der einzige Punkt auf g Uk, der von beiden Geraden denselben Abstand hat, ist ihr
Schnittpunkt S. Da & = W, U Wy U W3 U W4 U g U h, erhalten wir

{X e :d(X,9)=d(X,h)} =s1UsyUszgUsy U{S}.

Da W; und W3 Scheitelwinkel sind und s; den Winkel W; halbiert, muss die andere Seite der
Tragergeraden von s; den Winkel W3 halbieren und daher mit s3 iibereinstimmen. Also bildet
s1U{S}Us3 eine Gerade. Ebenso ist s U{S}Us, eine Gerade. Da s; den Winkel W, halbiert
und die Winkelhélften von W, und Wj gleich grof sind, haben wir Z(s1, s9) = Z(s3, s2), also
ist Z(s1,s9) ein rechter Winkel. Daher stehen die Trigergeraden der Winkelsymmetralen
orthogonal aufeinander.

ZU AUFGABE 7.8. Der Mittelpunkt eines Kreises, der g(A, B) und g(B, C') beriihrt, muss
von beiden Geraden denselben positiven Normalabstand haben. Umgekehrt ist jeder Punkt,
der von g(A, B) und ¢(B,C') denselben positiven Normalabstand hat, Mittelpunkt eines

eindeutigen Kreises, der beide Geraden beriihrt. Die Menge der Mittelpunkte aller Kreise,
die g(A, B), g(B,C) und g(C, A) beriihren ist daher

M ={X € &:d(X,g(A, B)) = d(X,g(B,C)) = d(X,g(C, A))}.
Beachte, dass die Normalabsténde nicht alle verschwinden konnen, da die Punkte A, B,C
nicht kollinear sind. Nach dem vorangehenden Beispiel gilt
{Xe&:d(X g(C,A) =d(X,9(A,B))} =gUy
wobei g und ¢’ die Triagergeraden der vier Winkelsymmetralen bei A bezeichnen und
{X €&:d(X,9(A B)) =d(X,g(B,C))} =hUN

wobei h und A’ die Tragergeraden der vier Winkelsymmetralen bei B bezeichnen. Dariiber
hinaus haben wir ¢ L ¢’ und h L A'. Wir erhalten

M= (gug)N(hUR)=(gNh)U(gNK)U (g Nh)U (g NL).

Die Bezeichnung sei so gewéhlt, dass g und h die Winkelsymmetralen des Dreiecks ABC' bei
A und B enthalten. Daher schneiden sich g und A in einem Punkt, dem Inkreismittelpunkt.
Die beiden Geraden g und h konnen nicht orthogonal sein, denn sonst wiirden beim Schnitt
von h mit g(A,C) und g(B, C) kongruente Wechselwinkel entstehen, was nicht moglich ist,
da g(A,C) und g(B, () nicht parallel sind. Mit dem Stufenwinkelsatz folgt, dass ¢’ und h
nicht parallel sein konnen und sich daher in einem Punkt schneiden. Analog schneiden sich
auch g und A’ in einem Punkt. Eine weitere Anwendung des Stufenwinkelsatzes zeigt, dass
auch ¢’ und A’ nicht parallel sein konnen und sich daher in einem Punkt schneiden. Wir
erhalten daher genau vier Mittelpunkte und somit vier Kreise.
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AUFGABE 8.1 (Euklids Tangentenkonstruktion). Sei I' ein Kreis mit Mittelpunkt M und
A ein Punkt im AuBeren von I'.

(a) Erklare, warum die Strecke M A den Kreis I' in einem Punkt B schneidet.

(b) Sei t die Tangente an I'" im Punkt B und bezeichne I den Kreis mit Mittelpunkt M
durch A. Erkléare, warum ein Schnittpunkt C' € TV N ¢ existiert.

(c) Erkldre, warum MC den Kreis I' in einem Punkt D schneidet.

(d) Zeige, dass die Gerade durch A und D tangential an I ist.

Wie bekommen wir die zweite Tangente an I' durch A?

AUFGABE 8.2 (Umkehrung des Satzes von Thales). Sei AB Durchmesser eines Kreises
. Weiters sei C' ein Punkt, der nicht auf g(A, B) liegt. Zeige:

(a) Liegt C' im Inneren von I', dann ist ZACB stumpf.
(b) Liegt C' auf I, dann ist ZACB ein rechter Winkel.
(c) Liegt C' im Aufleren von I', dann ist ZACB spitz.

Hinweis: Bezeichne D den Schnittpunkt von I' mit dem Radius durch C'. Verwende den Satz
vom Auflenwinkel, um ZACB und ZADB zu vergleichen.

AUFGABE 8.3 (Neunpunktkreis auch Feuerbachkreis). Sei ABC ein Dreieck mit Hohen-
schnittpunkt H. Bezeichnen M,, M, M, die Mittelpunkte der drei Seiten, H,, Hy,, H. die drei
HohenfuBBpunkte und N,, Ny, N, die Mittelpunkte der Hohenabschnitte HA, HB, HC'. Zeige,
dass die neun Punkte M,, My, M., H,, Hy, H., Ny, Ny, N. auf einem Kreis liegen. Zeige dazu
der Reihe nach:

(a) Die Trigergeraden der drei Strecken AB, M, M, und N,N, sind parallel.

(b) Die Triagergeraden der drei Strecken C'H,, M,N, und M,N, sind parallel.

(¢) M,M,N,N, bildet ein Rechteck, d.h. ein Parallelogramm mit vier rechten Winkeln.
(d) M M.N,N. bildet ein Rechteck.

(e) Die sechs Punkte M,, My, M., N,, Ny, N, liegen auf dem Kreis mit Durchmesser M,N,.
(f) H, liegt auch auf diesem Kreis.

(g) Hp, und H, liegen ebenfalls auf diesem Kreis.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 8.4 (Nachtrag zum Neunpunktkreis). Die Rechtecke im Beweis der vorange-
henden Aufgabe konnen zu Strecken degenerieren.

a) Gib ein Dreieck an, fiir das C = H = H, = H, = N, M, = N, und M, = N, gilt.

)
) Vervollstandige den Beweis in der vorigen Aufgabe im Fall degenerierter Rechtecke.
(d) Gib ein Dreieck an, fiir das H, = M, gilt.

e) Erklire, warum stets H, # M, gilt.
f) Kann H, mit N, zusammenfallen?

AUFGABE 8.5 (Winkelhalbierendensatz). Sei ABC' ein Dreieck und D ein Punkt im
Inneren der Seite BC'. Zeige:

|DB| |AB|
DAB = <DAC — = .
B N IDC| ~ JAC]
Hinweis: Sei £ der Schnittpunkt von ¢g(A, B) mit der Parallelen zu g(D, A) durch C. Zeige
|\DB|  |AB]

DAB = <AEC DAC = <ACFE =
< A ) < < ) IDC]| AE|

und verwende eine Charakterisierung gleichschenkeliger Dreiecke aus der Vorlesung.

AUFGABE 8.6 (AuBlenwinkelhalbierendensatz). Sei ABC' ein Dreieck und seien D, F zwei
Punkte mit Bx C'« D und B x A x F. Zeige:
|\DB|  |AB|
|IDC| — |AC|

Hinweis: Dies lésst sich analog zum Winkelhalbierendensatz beweisen.

IDAF = <DAC

AUFGABE 8.7 (Kreis des Apollonius). Seien A und B zwei verschiedene Punkte und
0 < X\ # 1. Zeige, dass die Menge

(X €€:|XA| = \XB|}

einen Kreis bildet und driicke seinen Radius durch A und § := |AB]| aus.
Nimm zunédchst A > 1 an und gehe wie folgt vor:

(a) Erklare, warum auf der Strecke AB genau ein Punkt C' mit |C'A| = A\|C'B| existiert und
driicke |C'B| durch A und ¢ aus.

(b) Erkldre, warum auf dem Strahl A(B> genau ein Punkt D mit |DA| = A\ DB| existiert
und driicke |DB| durch A und ¢ aus.

(c) Erklare, warum auf g(A, B) keine weiteren Punkte X mit | X A| = A\| X B| existieren.

(d) Driicke den Radius des Kreises I' mit Durchmesser C'D durch A und ¢ aus.

(e) Sei X ein Punkt mit | X A| = A\| X B|, der nicht auf g(A, B) liegt. Zeige der Reihe nach:
Der Strahl (XC> halbiert den Winkel ZAX B; der Strahl (X D> halbiert den Winkel
/ZBXF, wobei Ax X x F'; der Winkel ZC X D ist ein rechter; und X € I'. Schliefle daraus:

{X €& |XA =)\XB|} CT.

(f) Zeige "N T = (), wobei I'" den analogen Kreis fiir einen weiteren Parameter X' mit
1 < X # X bezeichnet.
(g) Verwende (f), um die umgekehrte Inklusion {X € £ : |[XA| = M| XB|} DT zu zeigen.

Welche Mengen erhalten wir in den Féallen A =1 und 0 < A < 1.
2



Losungshinweise

ZU AUFGABE 8.1. (a) Da A im AuBeren von I liegt. (b) In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass jede Gerade, die einen inneren Punkt eines Kreises enthilt diesen Kreis in zwei Punkten
schneidet. (¢) Da C im AuBeren von T liegt. (d) Nach dem SWS-Kongruenzsatz sind die
Dreiecke AMD und C'M B kongruent. Da ZM BC' ein rechter Winkel ist, muss also auch
ZM DA ein rechter Winkel sein. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass dann g(A, D) tangential
an den Kreis ist, d.h. den Kreis nur in einem Punkt beriihrt. Bezeichnet C’ den zweiten
Schnittpunkt von IV mit ¢, und bezeichnet D’ den Schnittpunkt von MC’ mit I', so ist
g(A, D’) die zweite Tangente durch A an T'.

ZU AUFGABE 8.2. (b) folgt aus dem Satz von Thales. Sei nun C' ¢ I'. Beachte, dass der
Mittelpunkt M von I' im Inneren von ZAC B und auch im Inneren von ZADB liegt. Somit

JACB = <ACM + «BCM und <JADM + <BDM = <ADB = R.

Liegt C' im Inneren von I', dann folgt aus dem Satz vom Auflenwinkel <ACM > <ADM und
<BCM > <BDM, also <ACB > R. Liegt C' im Aufleren, erhalten wir analog <ACM <
<IADM und <BCM < <BDM, also <ACB < R.

ZU AUFGABE 8.3. (a) folgt aus dem Strahlensatz.
(b) folgt aus dem Strahlensatz.
¢) Da g(A, B) normal auf g(C, H.) steht, sind die vier Winkel rechte (Stufenwinkelsatz).
d) folgt aus (c¢) durch Vertauschen der Rollen von B und C, d.h. analog zu (c).
e) folgt aus (c) und (d) mit der Umkehrung des Satzes von Thales.
f) folgt ebenfalls aus der Umkehrung des Satzes von Thales.
(g) Auch M, N, und M_.N, sind Durchmesser desselben Kreises, also liegen auch Hj, und
H,. auf diesem Kreis.

(
(
(
(

ZU AUFGABE 8.4. (a) Jedes Dreiecke mit rechtem Winkel ZBC A hat diese Eigenschaft.

(b) Fiir die Streckenmittelpunkte gilt offensichtlich M, # M,. Daher sind die Parallelen
zu g(H.,C) durch M, und M, disjunkt. Da N, auf der Parallelen durch M, liegt, und N,
auf der Parallelen durch M, liegt, erhalten wir N, # N, und M, # N,.

(c) Ist M, = Ny, dann auch M, = N, und alle vier Punkte liegen offensichtlich auf dem
Kreis mit Durchmesser M,N,,.

(d) Jedes gleichschenkelige Dreieck mit |AB| = |AC| hat diese Eigenschaft.

(e) Da H, und M, auf den Trégergeraden verschiedener Dreieckseiten liegen, kénnen sie
nur iibereinstimmen, wenn sie mit dem gemeinsamen Eckpunkt C' zusammenfallen; es gilt
aber stets M, # C.

(f) Ja. Sei dazu ABH ein gleichschenkeliges Dreieck mit |AB| = |H B| und bezeichne C'
seinen Hohenschnittpunkt. Ist C' # B, dann bildet ABC' ein Dreieck mit Hohenschnittpunkt
H, fir das H, = N, gilt.

7U AUFGABE 8.5. Aus dem Stufenwinkelsatz und dem Strahlensatz erhalten wir:

|\DB|  |AB|

DAB = <AEC DAC = <ACE —_— =

< < : < < : DC| ~ [AB
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Damit folgt
I<DAB = <DAC & <AEC =<ACE
< |AE| = |AC|
DB| _|AB]
|DC|  |AC|

wobei in der zweiten Aquivalenz die Charakterisierung gleichschenkeliger Dreiecke aus der
Vorlesung (Satz 1.4.4) eingegangen ist.

Zu AUFGABE 8.6. Bezeichnet E den Schnittpunkt von g(A, B) mit der Parallelen zu
g(D, A) durch C. Dann gilt wie im Beweis des Winkelhalbierendensatzes:

<DAF = <AEC Stufenwinkelsatz
<DAC = <ACFE Stufenwinkelsatz
JAEC = <ACE < |AE| = |AC| gleichschenkelige Dreiecke
|DB| |AB|
==l trahl t
D] AE| Strahlensatz

Der Satz iiber die Halbierende des Auflenwinkels folgt durch Kombination dieser Tatsachen
wie im Beweis des Winkelhalbierendensatzes.

Zu AUFGABE 8.7. (a) Fiir jeden Punkt C' € (AB) gilt |C A —i— |CB| = |AB| = 6. Fiir

diese Punkte ist die Bedingung |C'A| = MCB| daher zu |CB| = A_+1 dquivalent. Da A > 0

haben wir 0 < %5 < 9, also existiert genau ein solcher Punkt C' im Inneren der Strecke AB.

(b) Fiir Jeden Punkt D am Strahl A(B> gilt |DA| = |DB|+ |AB| = |DB|+ 4. Fiir diese
Punkte ist die Bedingung |[DA| = A\|DB| daher zu |[DB| = 1% dquivalent. Da A > 1 haben
wir %7 > 0, also existiert genau ein solcher Punkt D am Strahl A(B>.

( ) Llegt X am Strahl <A)B, dann gilt |XA| < |XB|, was |[XA| = MXB| > |XB|
widerspricht. Fiir X = A oder X = B ist die Gleichung | X A| = M| X B| offensichtlich nicht
erfiillt.

(d) Der Durchmesser von I"ist |C'B|+|DB| = A+1 + 1% = 22 sein Radius daher 3.

(e) Aus dem Satz tiber die Winkelhalbierende erhalten wir

IABXA=2<gBXC.
Aus dem Satz iiber die Halbierende des Auflenwinkels erhalten wir
<IBXF =2<BXD,
wobei F' einen Punkt mit A x X % F' bezeichnet. Addition der beiden Gleichungen liefert
2R =<BXA+ <BXF =2(<«BXC +<BXD),

also R = <BXC + <BXD. Aus der Umkehrung des Satzes von Thales folgt X € I'.
(f) O.B.d.A. sei N > A. Dann gilt |C"B| = /\’+1 < /\+1 = |CB| und |D'B| =
12 = |DB]. Daher ist der Durchmesser [C"D'] von I zur Génze im Durchmesser (C
e thalten woraus sofort I' NIV = () folgt.
(g) Sei X € I'. Dann gilt | XA| = N|XB|, wobei X : \‘igll > 1. Aus (e) erhalten wir
X e€T". Nach (f) ist dies nur moglich, wenn A = X gilt. Somit | X A| = A\| X B].

<

L
)on
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9. Ubungsblatt fiir die Woche vom 13. bis 17. Mai 2019

AUFGABE 9.1. (a) Seien A, B, C drei verschiedene Punkte auf einer Geraden mit Teil-
verhéltnis gg = 3. Berechne dle Teilverhéltnisse gi, gg, g]j, ég und BA
(b) Seien A, B, C' drei verschiedene Punkte einer Geraden. Zeige

AB BC CA

BC CA AB

AUFGABE 9.2 (Goldener Schnitt). Sei AC' eine Strecke und B ein Punkt im Inneren, der
die Strecke im goldenen Schnitt teilt, d.h. es gelte ;gg{ ;ig{ Berechne die Teilverhéltnisse

gg nd CA . Welche der Strecken AB und BC' ist die ldngere?

AUFGABE 9.3. Seien A, B, C' drei Punkte auf einer Geraden und sei O ein weiterer Punkt
auf dieser Geraden, der verschieden von A, B und C ist. Zeige

AO BO CO

OB 0OC O0OA

Hinweis: Zeige zunéchst, dass die Absolutbetrige beider Seiten iibereinstimmen und fiihre

anschlieend eine geeignete Fallunterscheidung durch, um auch das Vorzeichen zu iiberpriifen.

= 1.

=—1.

AUFGABE 9.4. Sei AC eine Strecke und p, ¢ > 0. Weiters seien A’, C' auf verschiedenen
Seiten von g(A,C) so, dass g(A, A")||g(C,C"), |AA'| = p und |CC’| = q. Bezeichne B den
Schnittpunkt von g(A, C) und g(A',C"). Zeige 42 = E. Welches Teilverhéltnis erhalten wir,
wenn A’ und C” auf derselben Seite von g(A, C) liegen?

AUFGABE 9.5 (Satz von Desargues). Seien a, b, ¢ drei verschiedene Geraden, die sich in
einem Punkt O schneiden. Weiters seien A, A’ € a\{O}, B, B’ € b\ {O} und C,C" € ¢\ {O}
so, dass g(A, B)||lg(A’, B") und g(B, C)||g(B’, C"). Zeige, dass dann auch g(C, A) und g(C’, A’)

parallel sind. Hinweis: Verwende den orientierten Strahlensatz.

AUFGABE 9.6 (Satz von Pappos). Seien g und ¢’ zwei verschiedene Geraden, die sich
in einem Punkt O schneiden. Weiters seien A, B,C € g\ {O} und A’, B’,C" € ¢’ \ {O} so,
dass g(A, B')||g(B, A’) und g(B,C")||g(C, B"). Zeige, dass dann auch ¢g(C, A’) und g(A, C")
parallel sind. Hinweis: Verwende den orientierten Strahlensatz und Aufgabe [9.3]

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 9.7 (Hohenschnittpunkt mittels Satz von Ceva). Zeige mit Hilfe des Satzes
von Ceva, dass sich die drei Hohen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden. Hinweis: Sei
ABC ein Dreieck und bezeichne die Fulpunkte der Hohen mit H,, H, und H.. Zeige, dass
die Dreiecke AH,B und AH.C' &hnlich sind und schliee 47t = 14521 Leite zwei weitere
analoge Relationen her und verwende den Satz von Ceva.

AUFGABE 9.8 (Inkreismittelpunkt mittels Satz von Ceva). Zeige mit Hilfe des Satzes
von Ceva, dass sich die drei Winkelsymmetralen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.
Hinweis: Verwende den Winkelhalbierendensatz, sieche Aufgabe 8.5.

AUFGABE 9.9 (Odoms Konstruktion des goldenden Schnitts). Seien A und B die Mittel-
punkte zweier Seiten eines gleichseitigen Dreiecks, und bezeichne C' jenen Schnittpunkt der

Geraden g(A, B) mit dem Umkreis des Dreiecks, fiir den A x B * C gilt. Zeige, dass B die

Strecke AC' im goldenen Schnitt teilt, d.h. zeige, dass IAB| _ |c4| gilt. Hinweis: Verwende

|BC| — 14B|
den Sehnensatz aus Aufgabe 7.3.

AUFGABE 9.10 (Goldenes Dreieck). Teile X die Strecke AB im goldenen Schnitt, d.h. X
liege im Inneren von AB und |§)é,|| ||f;‘ Sei C' ein weiterer Punkt mit |[AB| = |AC| und
|BC| = |AX|. Zeige, dass die Dreiecke ABC und C'BX ahnlich sind und schliefe daraus

4<BCA =<ABC =2<CAB
sowie h<<CAB = 2R und 5<<ABC = 4R.

Loésungshinweise

ZU AUFGABE 9.1. a) Mit Lemma 2.1.8 erhalten wir sofort:

AB_, BC_ 1 cA_ 4
BC CA 4’ AB 3’
CB_1 ic__, BA_ 3
BA 3 CB ’ AC 4
b) Setzen wir x := gg, S0 ist BC :1:171 und % = %‘1 nach Lemma 2.1.8, also
AB BC CA 1 —r—1
BC CA AB " i1 . ©
Alternativ folgt fiir den Absolutbetrag zunéchst
’AB'BC"C’A _’AB "BC’ .‘CA’_|AB|.|BC’|.|C’A|_1
BC CA AB BC| |CA| |AB |BC| |CA| |AB| ‘

Da genau einer der drei Punkte A, B,C' zwischen den anderen beiden liegt, ist eines der

Teilverhéltnisse gg, gg, ig positiv und die anderen beiden negativ. Somit ist ihr Produkt

positiv und wir erhalten erneut £= - 2= - =& =

ZU AUFGABE 9.2. Nach Voraussetzung 1st = ig, wobei das Vorzeichen aus Ax BxC
folgt. Bezeichnet x = dann gllt = =5 =2=1 pach Lemma 2.1.8. Dies fiihrt auf die

Gleichung 22 —z — 1 = 07 also x = %5 Da x > 1, folgt |[AB| > |BC|.
2



ZU AUFGABE 9.3. Offensichtlich gilt

A0 BO CO| |AO| |BO| |CO| |AO| |BO| |CO|
OB OC OA| |0B| |oC| |0A|  |0B] |OC| |04

= 1.

Um das Vorzeichen zu iiberpriifen, unterscheiden wir zwei Félle: Liegen die Punkte A, B, C
alle auf derselben Seite von O, dann sind die drei Teilverhéltnisse gg, %, gg alle negativ.
Liegen die Punkte A, B,C nlcht auf derselben Seite von O, dann sind sind zwei dieser
Teilverhéltnisse positiv und das dritte negativ. In jedem Fall ist ihr Produkt negativ. Wir
erhalten daher

AO BO CO

OB 0OC OA

ZU AUFGABE 9.4. Aus dem Satz vom Auflenwinkel folgt A # B # C', vgl. Aufgabe 6.1.
Mit dem Strahlensatz erhalten wir daher

'AB‘ _|AB| _ |AA p

BC|  |BC| |CC' ¢

—1.

. . . . /
Aus dem orientierten Strahlensatz bekommen wir das Vorzeichen, g—g = 25 > 0, denn

B liegt zwischen A’ und C’. Somit A—B = 7—’ Alternativ léasst sich auch mit dem Satz vom

AuBlenwinkel zeigen, dass B zw1schen A und C liegen und daher 42 B > 0 gelten muss.

Liegen A’ und €’ auf derselben Seite von g(A,C), und ist p # ¢, erhalten wir analog
g—g = —g. Beachte, dass die Geraden g(A, C') und g(A’,C") genau dann parallel sind, wenn
ACC'A’ ein Parallelogramm bildet und, dass dies wiederum genau dann der Fall ist, wenn
p=|AA'| = |CC'| = q gilt, vgl. Aufgabe 6.5 und Satz 1.5.10.

Zu AUFGABE 9.5. Da g(A B)||g(A’, B) und g(B, C)Hg(B’ (") folgt aus dem orientierten

Strahlensatz 49 = 29 und 28 = % Somit auch 49 = $9 und daher g(C, A)||g(C’, A')

OA’ OB
wegen der umgekehrten Implikation im orientierten Strahlensatz.

ZU AUFGABE 9.6. Aus dem orientierten Strahlensatz folgt

OB OA oC OB
Aus Aufgabe erhalten wir
AO BO CO 'O B’O_A’O
OB OC OA OB 04 OC"

Kombination dieser Gleichungen liefert % = %. Nach der umgekehrten Implikation im
orientierten Strahlensatz sind die Geraden g(C, A’) und g(A, C") daher parallel.

ZU AUFGABE 9.7. O.B.d.A. nehmen wir an, dass keiner der Hohenfulpunkte mit ei-
nem Eckpunkt zusammenfillt. Ist ZCAB spitz, so stimmen /H,AB und Z/H.AC iiberein,
andernfalls bilden sie Scheitelwinkel. In jedem Fall haben wir /H,AB = Z/H. AC. Da die
Winkel ZAH,B und ZAH.C beide rechte sind, folgt aus dem W:W:W Ahnlichkeitssatz, dass

die beiden Dreiecke AH,B und AH.C &hnlich sind. Insbesondere erhalten wir % = %
3



und analog % = % sowie % = %. Somit
AH, BH. CH,| |AH,| |BH.| |CH,| |AH,| |BH. |CH,|
HC HA H,B| |HC| |HA| |H,B| |HC| |H.A| |H,B]

_|AB,| [BHJ| |CHJ _|AB| |BC| |CA]
|AH.| [BH,| |CH,| [AC| |BA| |CB]
Ist das Dreieck ABC' spitzwinkelig, so liegen alle drei Hohenfufpunkte auf den Seiten und

die Teilverhéltnisse ‘éfcb, EHX, gHé sind daher alle positiv. Andernfalls liegen genau zwei

HohenfuBBpunkte aulerhalb der Dreiecksseiten, also sind zwei dieser Teilverhéltnisse negativ
und das dritte positiv. In jedem Fall ist das Produkt der drei Teilverhéltnisse positiv und

wir erhalten
AH, BH. CH,
HC HA H,B
Nach dem Satz von Ceva sind die drei Hohen daher konkurrent.

7ZU AUFGABE 9.8. Sei ABC' ein Dreieck und bezeichnen W, W, W, die Schnittpunkte der
Winkelsymmetralen mit den gegeniiberliegenden Seiten. Nach dem Winkelhalbierendensatz

gilt %Zék = %. Wir erhalten das Teilverhéltnis AW?/CZ’ = %, denn W, liegt im Inneren der
Seite AC'. Analog folgt jI/BVCX = ||g§|| und gVag = I‘ﬁg‘l' Somit
AW, BW. CW, |BA| |CB| |AC]|
W,C W.A W,B |BC| |CA| |AB|
Nach dem Satz von Ceva sind die drei Winkelsymmetralen daher konkurrent.

ZuU AUFGABE 9.9. Bezeichne a := |AB|, b := |BC| und ¥/ := |AC"|, wobei C’ den anderen
Schnittpunkt der Geraden g(A, B) mit dem Umkreis bezeichnet, fiir den C'* Ax B gilt. Aus
dem Strahlensatz folgt, dass A und B von den benachbarten Dreieckspunkten Abstand a
haben. Mit dem Sehnensatz erhalten wir

bla+V)=a*="b(a+Db).
Daraus folgt zunéchst b = 0/ und dann a?® = b(a + b), also a/b = (a + b)/a un

1.

= 1.

1.

q 148l _ 14c|
|BC| ~ |AB|

Zu AUFGABE 9.10. Aus 5 = s wnd |BC| = |AX] folgt |55 = {541 Nach dem
S:W:S Ahnlichkeitssatz sind ABC' und C'BX &hnliche Dreiecke, denn ZABC = ZCBX.
Insbesondere erhalten wir <XCB = <CAB und 1= = 1981 4150 |OX| = |CB| = |AX]

[AC| [AB|’
und daher <ACX = <CAB. Somit
JABC = <BCA = <XCUB + <ACX = 2<CAB.
Da die Winkelsumme im Dreieck 2R betragt, folgt 5<<CAB = 2R und dann 5<ABC = 4R.



Zur Verfugung gestellt von:
Stefan Haller

UE Geometrie und lineare Algebra, SoSe 2019

LV-Nr.: 250163
Fakultat far Mathematik, Universitat Wien
Danke!

Ubungen zu Geometrie und
Lineare Algebra fiir das Lehramt

zusammengestellt von Stefan Haller

Sommersemester 2019 (UE250163)

10. Ubungsblatt fiir die Woche vom 20. bis 24. Mai 2019

AUFGABE 10.1. Zeige, dass zwei nicht-degenerierte lineare Gleichungen genau dann die-
selbe Gerade in R? beschreiben, wenn die eine ein Vielfaches der anderen ist. Seien dazu
ay, as, b, ay, as,b € R mit (ay,as) # (0,0) # (ay, az). Zeige, dass

{ (xl) € R®: ayay 4 apay = b} = {(x1> € R? 1 aywy + Gowy = 5}
) T2

genau dann gilt, wenn 0 # A € R existiert, sodass a; = \ay, do = Aag und b= \b.

AUFGABE 10.2. Sei z: £ — R? die Koordinatenabbildung eines affinen Koordinatensy-
stems. Weiters seien A, B, C' Punkte in £ mit Koordinaten

+(A) = (;) . a(B) = (?) L a(0) = (:g) |

(a) Zeige, dass C auf g := g(A, B) liegt und bestimme die Teilverhéltnisse % und é—g.
(b) Bestimme die Koordinaten eines Punktes D auf g, fiir den % = —2 gilt.

)

)
(c) Bestimme die Koordinaten eines Punktes E auf g, fiir den % = 3 gilt.
(d) Fertige eine Skizze der Geraden g an, in der die Punkte A, B,C, D, E mit korrekten
Teilverhéltnissen eingezeichnet sind.

AUFGABE 10.3 (Koordinaten des Streckenmittelpunkts). Sei z: & — R? die Koordina-
tenabbildung eines affinen Koordinatensystems. Weiters seien A # B zwei Punkte in £ und
bezeichne M den Mittelpunkt der Strecke AB. Gib eine Formel an, mit der die Koordina-
ten des Mittelpunkts z(M) aus den Koordinaten der Endpunkte z(A) und z(B) berechnet
werden konnen und beweise diese Formel.

AUFGABE 10.4. Sei z: £ — R? die Koordinatenabbildung eines affinen Koordinatensy-
stems. Betrachte Punkte A, B, C, D mit Koordinaten

2(A) = (180) . a(B) = (g) . a(0) = @ . a(D)= (_45> .

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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Bestimme die Koordinaten des Schnittpunkts S der Geraden g := g(A, B) und h := ¢(C, D)
auf drei verschiedene Arten:

(a) Beschreibe beide Geraden durch Parameterdarstellungen und lése das Gleichungssystem
fiir die beiden Parameter.

(b) Beschreibe beide Geraden durch Gleichungen und lése das Gleichungssystem fiir die
Komponenten des Schnittpunkts.

(c) Beschreibe eine Gerade durch eine Gleichung, die andere mit einer Parameterdarstellung
und 16se die lineare Gleichung fiir den Parameter, die duch Einsetzen entsteht.

AUFGABE 10.5 (Schwerpunkt in Koordinaten). Zeige erneut, dass sich die drei Schwerli-
nien eines Dreiecks ABC' in einem Punkt S schneiden. Betrachte dazu ein beliebiges affines
Koordinatensystem, beschreibe die drei Schwerlinien in Koordinaten durch Parameterdar-
stellungen, zeige (algebraisch), dass sie sich in einem Punkt schneiden und gib eine Formel
fiir die Koordinaten des Schwerpunkts an. Schliefle daraus auch SA—AZ = SB—AZ = SCA‘Z = 2,
wobei M,, M, und M, die Mittelpunkte der Seiten bezeichnen.

AUFGABE 10.6 (Satz von Menelaos mittels Koordinaten). Beweise den Satz von Mene-
laos mit Hilfe eines affinen Koordinatensystems. Wihle das Koordinatensystem so, dass die

Eckpunkte A, B, C' des Dreiecks Koordinaten

2(A) = (5), £(B) = (?) umd  2(C) = (8)

haben, vgl. Beweis des Satzes von Ceva mit Koordinaten.

AUFGABE 10.7 (Strahlensatz). Seien a, b, ¢ drei verschiedene Geraden, die sich in einem
Punkt O schneiden. Weiters seien g und ¢’ zwei parallele Geraden, die nicht durch O gehen
und jede der Geraden a, b, ¢ in genau einem Punkt treffen. Die Schnittpunkte mit g hei-
Ben A, B, C und die Schnittpunkte mit ¢’ heilen A’, B’, C’. Zeige mit Hilfe eines affinen
Koordinatensystems, dass in dieser Situation

AC AT

CB C'B
gilt. Wahle das Koordinatensystem mit Ursprung O so, dass die Gerade ¢ in Koordinaten
durch die Gleichung x5 = 1 gegeben ist.

AUFGABE 10.8 (Doppelverhéltnis). Seien a, b, ¢, d vier verschiedene Geraden, die sich
in einem Punkt O schneiden. Weiters seien g und ¢’ zwei (nicht notwendigerweise parallele)
Geraden, die nicht durch O gehen und jede der Geraden a, b, ¢, d in genau einem Punkt
treffen. Die Schnittpunkte mit g heilen A, B, C', D und die Schnittpunkte mit ¢’ heiflen A’,
B', C', D'. Zeige mit Hilfe eines affinen Koordinatensystems, dass in dieser Situation

AC AD AC" AD
CB DB C('B' DB

AC . AD

gilt. Der Quotient von Teilverhiltnissen &7 : 45 wird als Doppelverhéltnis der Punkte

A, B,C, D bezeichnet. Wahle das Koordinatensystem so, dass




wobei z: £ — R? die entsprechende Koordinatenabbildung bezeichnet. Erklire warum dann

x(C):G), :C(A’):a'(?), a;(B’)zb’G), x(c*’):c'G),

fiir gewisse ¢,d’, b/, ¢ € R. Zeige
ACT AC  d
C'B'""CB V'
Wie folgt daraus die gewiinschte Gleichung?

Loésungshinweise

7ZU AUFGABE 10.1. Die eine Implikation ist offensichtlich: Gilt a; = Aaq, s = Aas und
b = \b fiir ein A # 0, dann sind die Gleichungen a;x; + asrs = b und ayx + asws = b
dquivalent und haben daher dieselbe Losungsmenge. Fiir die umgekehrte Implikation sei nun

{ (1'1) € RQ 1a1T1 + Ay = b} = { (.1'1) € RZ . (~11$1 + dzl’g = l;} .
) )

Da a; und ay nicht beide verschwinden kénnen, nehmen wir 0.B.d.A. as # 0 an. Dann erfiillen

die Komponenten von
0 und !
b/as (b—ay)/az

die Gleichung a;z1 + Agly = b. Nach Voraussetzung miissen sie daher auch der anderen
Gleichung a,z1 + aszs = b geniigen und wir erhalten:

égb/&g = B und &1 +d2(b—a1)/a2 = B
Subtraktion fithrt auf a; = agay/as. Fiir A = as/as gilt daher a; = Aaq, @z = Aas und b= \b.

ZU AUFGABE 10.2. a) Wir berechnen

-1~ () () () = w10~ ()- ()- ()

Es gilt daher z(A4) —z(C) = 2(x(B) —z(A)), also C € g(A, B) und 4 = 2. Analog erhalten
wir 2(C) — (A) = —2(x(B) — 2(C)) und daher 25 = —2/3.
b) Fiir den Punkt D soll z(A) — z(D) = —2(z(B) — z(A)) gelten, also

(D) = 2(A) + 2(2(B) — 2(A)) = (;)) 12 { (?) _ (;)} _ (191> |

¢) Fiir den Punkt E soll #(E) — z(A) = 3(¢(B) — 2(E)) gelten, also
o8 = 3ot + 3) = 1 (1) +3 (3) = (§).

C A E B D

ZU AUFGABE 10.3. Aus 44 =1 erhalten wir (M) — 2(A) = 1- ((B) — 2(M)), also
(M) = 5 (z(A) + 56(133)) = 12(A) + 1x(B).



Zu AUFGABE 10.4. Wir berechnen Richtungsvektoren der Geraden z(g) und z(h),

car-a=(§- ()~ (). om0 (4)-() 5 (%)

und erhalten die Darstellungen:

x<g>={(180>+t(§) :teR}:{@;) €R2:3x1—2m2:4},
x<h>={(i)+s(j3) :sER}:{(i;) €R2:3x1+x2:7}.

a) Die beiden Komponenten der Vektorgleichung (180> +t (g) = (411) +s <_13) liefern
das lineare Gleichungssystem

8+2t=1+s
100+3t=4—3s

mit eindeutiger Losung t = —3 und s = 1. Fiir den Schnittpunkt erhalten wir

2(8) = (}1) 1 (_13) - G) |

b) Die Gleichungen der beiden Geraden fiithren auf das lineare Gleichungssystem

3I1 - 2I2 =4
31’1 + Ty = 7
mit eindeutiger Losung z1 = 2 und z, = 1. Wir erhalten erneut x(S) = ? .

c¢) Einsetzen der Parameterdarstellung von z(g) in die Gleichung von z(h) fithrt auf die
Gleichung

3(8+2t)+ (10+3t) =7

mit eindeutiger Losung ¢t = —3. Wir erhalten erneut z(S) = (180> -3 <§> = (?)

7ZU AUFGABE 10.5. Bezeichen z: & — R? die Koordinatenabbildung eines affinen Koor-
dinatensystems. Nach Aufgabe [10.3] gilt fiir die Koordinaten der Seitenmittelpunkte:

v(Mo) = 5(x(B) +2(C)),  a(My) = 3(=(C) +2(4)), (M) = 3(z(A) + z(B)).

2

Die Schwerlinien haben daher die Parameterdarstellungen
{z(A) + t(x(M,) —z(A)) : t € R},
{z(B) + t(x(M,) — xz(B)) : t € R},
{z(C) +t(x(M,) —x(C)) : t € R}.
Der Parameter ¢ = 2/3 fithrt in jeder der drei Geraden auf denselben Punkt, ndmlich

z(S) = %x(A) + %:C(B) + %x(f) = %(SL‘(A) + z(B) + x(C))



Daraus erhalten wir auch die Teilverhaltnisse ASA‘;‘ = gﬁb = (f]\?[ = —% und dann mit
§ AS _ BS _ CS

N = 335 = 5iL = 2 Alternativ berechnen wir zunédchst
z(S) — x(A) = —2z(A) + 32(B) + 32(C),
t(M,) — z(S) = —32(A) + 2(B) + :2(C),
erhaltce;l z(S) —x(A) = 2(z(M,) —x(S)) und daher £ S—Ma = 2. Analog lésst sich auch SB—J\Z =2
SM.
7ZU AUFGABE 10.6. Die Punkte A’, B’ und C’ haben Koordinaten

y=(0). = (5). wen=(101),

wobei a/, 0, € R\ {0, 1}. Fiir die Teilverhéltnisse erhalten wir:
AB" 1=V BC"  1-¢ cA”  d
Bc vy CA ¢ AB 1l-a’

Lemma 2.1.

und = 2 direkt, d.h. ohne Verwendung von Lemma 2.1.8 verifizieren.

Es gilt daher:
A’ B', C" kollinear < C" € g(A', B')
& 2(C") — x(A)||x(B') — x(A)

L)

& —-(1-d)d —(d - =0 (Lemma 2.3.28)
& ([1-v)1- ) Z—b' '(1—d)

AB’ BC" CA _

B’C C'A A'B

7ZU AUFGABE 10.7. In diesen Koordinaten ist ¢’ durch x5 = A gegeben, wobei A # 0.
Bezeichnet z: £ — R? die Koordinatenabbildung dann gilt

z(A) = \z(A), z(B') = \z(B), z(C") = \z(C).

Multiplizieren wir

AC
z(C) — x(A) (J_B(I(B) — z(0))
mit A\ erhalten wir daher
(€)= o(A) = 2% (a(B) — w(C")
T T =GB T T ,
also é:gi = é—g.

ZU AUFGABE 10.8. Da A’, B’ und C’ auf einer Geraden liegen sind die Vektoren

/ ’ b ’ / cc
z(B') —x(A) = V— o und  z(C")—x(A) =1, ,
parallel. Nach Lemma 2.3.28 gilt daher

V(d —d)— (b —d)ed =0.
5



Damit erhalten wir

ACT AC de ¢ d(l-¢) d
C'B" CB VW—dcdc 1l—c U—de W
Aus demselben Grund gilt % : % = Z—,/ und daher die Gleichheit der Doppelverhéltnisse.
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11. Ubungsblatt fiir die Woche vom 27. bis 31. Mai 2019

AUFGABE 11.1. Fiir beliebige Vektoren v, w € R? gilt:
(@) o ] = o]+ 200, +
(b) ffv = w][* = [|vl|* — 2{v, w) + [[wl]
(¢) (v+w,v—w) = |v]|* = w]
In der Vorlesung wurde (a) gezeigt. Beweise nun (b) und (c). Leite daraus auch folgende
beiden Beziehungen her:
(d) flv+w|? + [Jv = w|* = 2(||v||* + |w]]*) (Parallelogrammgleichung)
(e) (v,w) =1 (|lv+w|? — |Jv — w|/?) (Polarisierungsidentitét)
AUFGABE 11.2. Sei x: & — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koordina-

tensystems, g eine Gerade mit Normalvektordarstellung z(g) = {X € R?: (n, X) = b} und
P ein weiterer Punkt in £. Leite folgende Formel fiir den Normalabstand her:

|(n, z(P)) — bl
2]l
Betrachte nun Punkte A, B, C, D, E' mit Koordinaten

2(A) = (_64) , x(B) = (_83) , z2(0) = (3) , z(D) = (154) , 2(B) = <__152>

und bezeichne g die Gerade durch A und B.

(a) Welcher der Punkte C, D, E hat kleinsten Normalabstand von g7
(b) Gib auf jeder Seite von g einen Punkt mit Normalabstand 7 an.

d(P,g) =

AUFGABE 11.3 (Polare und Tangenten). Sei
F={XeR*: (X - MX-M)=r?}
ein Kreis mit Mittelpunkt M € R? und Radius r > 0. Ist A € R? ein weiterer, von M
verschiedener Punkt, dann wird die Gerade
p={XecR*: (A-M,X - M)=r%}

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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die Polare von A beziiglich I' genannt. Zeige:

(a) Liegt A auf I' dann ist p die Tangente bei A.

(b) Liegt A im AuBeren von I' dann schneidet p den Kreis in zwei Punkten und dies sind die
Beriihrungspunkte der beiden Tangenten durch A an T'.

(c) Liegt A im Inneren von I' dann haben p und I' leeren Schnitt.

AUFGABE 11.4. Betrachte einen Kreis I' und zwei Punkte A, B in R?, wobei

P:{(il) eR2:(x1—2)2+(x2—3)2:25}, A:(?), B:(:i).

(a) Zeige, dass A auf I liegt und gib eine Gleichung der Tangente bei A an I' an.
(b) Zeige, dass B im Aufleren von I liegt und bestimme Gleichungen der beiden Tangenten
durch B an I'. Hinweis: Verwende die vorangehende Aufgabe.

AUFGABE 11.5 (Streckensymmetrale mittels kartesischer Koordinaten). Seien A # B
zwei Punkte in £. Verwende ein kartesisches Koordinatensystem um erneut zu zeigen, dass
die Menge

s={Pe&:|PA| =|PB|}
eine Gerade bildet, die orthogonal auf die Gerade g(A, B) steht.

AUFGABE 11.6 (Umkreismittelpunkt mittels kartesischer Koordinaten). Zeige erneut,
dass sich die drei Seitensymmetralen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden. Verwende
dazu ein kartesisches Koordinatensystem, beschreibe die Streckensymmetralen durch Nor-
malvektordarstellungen und zeige (algebraisch), dass sie sich in einem Punkt schneiden.

AUFGABE 11.7 (Kreis des Apollonius mit kartesischen Koordinaten). Seien A # B zwei
Punkte und 0 < A # 1. Verwende ein kartesisches Koordinatensystem um erneut (vgl.
Aufgabe 8.7) zu zeigen, dass die Menge

[ ={Pec&:|PA =\PB|}

einen Kreis bildet. Driicke seinen Radius durch A und |AB| aus. Zeige auch, dass sein Mit-
telpunkt M auf der Geraden g(A, B) liegt und driicke das Teilverhéltnis % durch A aus.
Hinweis: Wihle das Koordinatensystem mit Ursprung A so, dass B auf der ersten Koordina-
tenachse liegt. Zeige, dass die definierende Gleichung von I' zu einer Kreisgleichung dquivalent
ist.

AUFGABE 11.8 (Potenzgerade in kartesischen Koordinaten). Betrachte zwei Kreise mit
Mittelpunkten M # M’ und Radien r, 7’ > 0. Verwende ein kartesisches Koordinatensystem
um erneut zu zeigen, dass die Menge

p={Pc&:|PM|*—r*=|PM*— (v')?}

eine Gerade bildet, die normal auf g := g(M, M’) steht. Leite auch eine Formel fiir d(M, p)
her, die diesen Normalabstand durch r, " und d := |M M’| ausdriickt. Hinweis: Zeige, dass

die definierende Gelichung von p dquivalent zu einer linearen Gleichung ist.
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Losungshinweise

ZU AUFGABE 11.1. Da v — w = v + (—w) erhalten wir aus (a)

lv = wlf* = [[o]* + (v, —w) + | = w|* = Jv||* = (v, w) + [Jw]]?,
also (b). Mit der Bilinearitdt und Symmetrie des inneren Produkts folgt
<U +w,v— U}> = <U’U - U}> + <’U),U - 'LU> = <U7U> - <an> + <'LU,U> - <w7w> = ||U||2 - ||'LU||2,

also (c). Addition von (a) und (b) liefert (d), Subtraktion fiihrt auf (e).

ZU AUFGABE 11.2. Sei @ ein Punkt auf g. Es gilt daher (n,z(Q)) = b. Mit der Formel
fiir den Normalabstand aus der Vorlesung erhalten wir sofort

d(P,g) — [(n, 2(P) —2z(@)| _ [(n,z(P)) — (n,z(Q))| _ [(n,z(P)) — bl
’ [l In|| ] :

(a) Wir berechnen einen Richtungsvektor fiir g,

o) -aa) = (1) =3 (%)

erhalten einen Normalvektor n = <Z) mit Lénge ||n|| = v/32+42 = 5 und die Normal-

vektordarstellung z(g) = {X € R? : (n, X) = 12}. Mit der Formel fiir den Normalabstand
erhalten wir

U g~ (@) =12 33 d 12

Tl 5 >
|(n,x(D)) — 12| |3-14+4-5—12|
d(D = = =10
sy (BN =12 () +d- (1) -1
’ Tl 5 ’

also hat C kleinsten Normalabstand von g.
(b) Die Punkte F' und G mit Koordinaten

2(F) = 2(A) + ﬁn _ (—64) +£ (Z) _ (518//55)

B T (-4 7/(3 41/5
&= = () -5 6) - (55)
haben Normalabstand 7 von g und liegen auf verschiedenen Seiten dieser Gerade.

ZU AUFGABE 11.3. (a) Liegt A auf I', dann ist p eine Gerade, die normal auf den Radius
A — M steht und durch A lauft. Also stimmt p mit der Tangente bei A {iberein.
(b) Mit der Formel fiir den Normalabstand in Aufgabe 11.2 erhalten wir

(A—M,M—M)—r* r?
A = M| A= M
Liegt A im AuBeren von I' dann gilt ||A — M| > r, also d(M,p) < r und daher schneidet p
den Kreis in zwei Punkten. Ist X ein Schnittpunkt von I' und p dann gilt
(X -M,X —M)y=r> wund (A—MX—-M)=r
3
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Subtraktion der beiden Gleichungen fiihrt auf

O=r—r*=(X-M,X—-M)—(A—-MX — M)
= <(X_M)_(A_M)7X_M> = <X_A>X_M>>
also steht die Gerade durch X und A normal auf den Radius X — M und ist daher tangential
an den Kreis.

(c) Liegt A im Inneren von I' dann gilt ||A — M| < r, also d(M,p) > r und daher
schneidet p den Kreis I' nicht.

ZU AUFGABE 11.4. (a) Da die Komponenten von A die Kreisgleichung erfiillen, liegt A
auf I'. Da die Tangente bei A Normalvektor A — M = (Z) hat und durch A lduft, ist sie
durch die Gleichung

31}1 -+ 41}2 =143
beschrieben.

(b) Da |[MB|? = ||B— M||?> = (=3 —2)%+ (=7 —3)? = 125 > 25, liegt B im Aufleren von
I'. Die Polare von B ist durch die Gleichung (=3 — 2)(z1 — 2) 4+ (=7 — 3)(z2 — 3) = 25 bzw.
durch die dquivalente Gleichung

x| + 21’2 =3
gegeben. Schneiden wir dies mit I' erhalten wir zwei Schnittpunkte,

51:(‘33) und 52:( _51).

Wir bestimmen Normalvektoren der beiden Tangenten,

() o) s ().

und erhalten die Gleichungen der beiden Tangenten,
r = -3 und 3x1 — 4xy = 19.

ZU AUFGABE 11.5. Sei x: &€ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koor-
dinatensystems und bezeichnen A := z(A) und B := z(B) die Koordinaten von A und B.
Fiir die Koordinatendarstellung von s erhalten wir

z(s) = {X e R*: |A = X[| = | B - X[|}.
Eine einfache Rechnung zeigt:
IA—-X|| =[5~ X]|

< IA—X|* =B~ X|
N 1A = 2(A, X) + IX|* = | B]I* — 2(B, X) + || X||*
N (B—A,X) =3|IBII" - 3ll4]”

Wir erhalten eine Beschreibung von z(s) durch eine lineare Gleichung,
w(s) = {X € R*: (B - A, X) = 1| BI* - 3| A}

Somit bildet z(s) eine Gerade in R? mit Normalvektor B — A = 2(B) — z(A). Daher ist s

eine Gerade in &, die normal auf g(A, B) steht.
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ZU AUFGABE 11.6. Sei z: £ — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koor-
dinatensystems und A := z(A), B := x(B), C := x(C) die Koordinaten der Eckpunkte.
Bezeichnet s, die Seitensymmetrale der Seite BC, dann ist z(s,) eine Gerade in R? mit
Normalvektor #(C) — 2(B) = C — B, die durch den Streckenmittelpunkt mit Koordinaten

(B + C’) lauft, siehe Aufgabe 10.3. Die Normalvektordarstellung dieser Seitensymmetrale
lautet daher, 51ehe auch die vorangehende Aufgabe,

t(sa) = {X € R*: (C' = B, X) = 3[ICI* - 311 B]*}.
Fiir die Seitensymmetralen s, und s. gilt analog
2(s) = {X € R*: (A= C, X) = 3| AII” - 3IICII},
z(sc) = {X € R*: (B~ A, X) = 5||BII* - 5| A|*}.
Beachte, dass die Gleichung fiir z(s.) das Negative der Summe der beiden Gleichungen fiir
x(sq) und z(sp) ist, denn Addition der linken Seiten liefert
(C—B,X)+(A-C,X)=(C-=B)+(A-0),X)=—(B—-A,X).

Dabher liegt jeder Punkt im Durchschnitt von x(s,) und x(s,) auch auf z(s.). Also sind x(s,),
z(sp) und z(s.) drei konkurrente Geraden in R?. Daher schneiden sich auch Streckensymme-
tralen s,, s, und s. in einem Punkt, dem Umkreismittelpunkt.

ZU AUFGABE 11.7. Wir wihlen ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung A so,
dass B auf der ersten Kordinatenachse liegt. Bezeichnet z: £ — R? die assoziierte Koordi-

natenabbildung, dann gilt x(A) = 0 und z(B) = (8) mit b € R. Fiir die Koordinatendar-

stellung von I' erhalten wir

x(F):{( )€R2 \/ 22+ 23 = M\ /(z1 — b)? —i—x%}
Eine Rechnung zeigt:
a2+ 23 =M/ (1 — b)? + 23

& x1+x2—)\2((x1—b) + 3)
& 2]+ 15 = N (2] + 23) — 22\%bx; + A
& (A2 = 1)(2] + 23) — 20%ba; = —\??
& r] + 15 — 2@ blr):l = ;32_1’12
& <$1—>\Az—2_bl) +x§:;§—i’f+%
2
- (00— 22%) 2 = iy
& (w1 = ma)? + (25 = my)* =1
wobei i MAB
my = )\éZ_bla ma 1= 07 und | ’ = | |
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Wir erhalten die Darstellung
o) = {(i;) € R?: (z1 —mq)® + (22 —my)® = 7“2} ,

also ist I" ein Kreis mit Radius 7, dessen Mittelpunkt M die Koordinaten z(M) = Zl hat.
2

Da die zweite Koordinate von M verschwindet, liegt M auf der ersten Koordinatenachse,
d.h. auf der Geraden durch A und B. SchlieSlich

AM o J?l(M) —ZL’l(A) o mq -0 o
MB — zy(B)—x(M) b—m;
ZU AUFGABE 11.8. Sei z: & — R? die Koordinatenabbildung eines kartesischen Koor-
dinatensystems und bezeichnen M := z(M) und M’ := x(M’) die Koordinaten der Mittel-
punkte. Wir erhalten dir Koordinatendarstellung
z(p) = {X € R*: |[M — X|* =% = |M' - X||* - (")?}.

Eine einfache Rechnung zeigt:

—\%

1M = X|? =% = ||M' = X|* — (')?

N IM2 = 2(M, X) + ||X[[* = ® = | M| = 2(M", X) + || X|* = (')?

& (M' =M, X) =5 (r* = (') = [IM|* + | M"]]?)
Wir erhalten die Darstellung

z(p) = {X € R*: (M — M, X) = 5(r — ()" — | M|* + || M'|]*)},

also bildet z(p) eine Gerade in R? mit Normalvektor z(M') — z(M) = M’ — M. Daher ist p
eine Gerade in &, die normal auf g := g(M, M’) steht. Fiir den Normalabstand erhalten wir
(M — M, M) — 5(° = (') = | M|* + | M']]*)]

dM:p) 57— 3|
20— NI 40— () — T 4 T
- 25— 3]
AT N 2 ()
TRy
402 ()
- 2d ’

wobei d 1= |MM'| = |M' — M|.
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12. Ubungsblatt fiir die Woche vom 3. bis 7. Juni 2019
AUFGABE 12.1. Beweise mit Hilfe der Abbildung die Additionstheoreme
cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3
sin(a + ) = cos asin B + sin a cos

fiir den Fall, dass die Winkel «, 8, a + ( alle zwischen 0° und 90° liegen. Hinweis: Driicke die

D

O A B

Liangen der Strecken zwischen markierten Punkten mittels Winkelfunktionen aus.
AUFGABE 12.2.
(a) Fiir jedes n € N und jeden Winkel « zeige
cos((n+ 1)a) = 2 cos(a) cos(na) — cos((n — 1)a).

Hinweis: Wende das Additionstheorem auf cos((n + 1)a) und cos((n — 1)a) an.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
1


http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.S2019.html
felix
Typewriter
Zur Verfügung gestellt von: 

Stefan Haller 

UE Geometrie und lineare Algebra, SoSe 2019

LV-Nr.: 250163

Fakultät für Mathematik, Universität Wien

Danke! 




(b) Verwende (a), um folgende Formeln zu iiberpriifen:
cos(2a) = 2cos? o — 1
cos(3a) = 4 cos® o — 3 cos
cos(4a) = 8cos* v — 8 cos? a + 1
cos(5a) = 16 cos” a — 20 cos® o + 5 cos

(c) Zeige mit Hilfe der letzten Formel in (b), dass

10+ 25

18° =
Ccos 1

Hinweis: cos(5 - 18°) = 0.

AUFGABE 12.3. Sei ABC' ein Dreieck mit Seitenlingen a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|
und Winkeln a = <CAB, = <ABC, v = <BCA. Erklédre, wie mit Hilfe trigonometrischer
Formeln aus drei der Gréflen a, b, ¢, o, 3, v die restlichen berechnet werden kénnen. Diskutiere
dabei jeden der Fille: SSS, SWS, WSW, SWW, SSW. In einem dieser Fille ist das Dreieck
i.A. nicht eindeutig bestimmt, wie spiegelt sich dies bei der Berechnung mit trigonometrischen
Formeln wider? Im SSS-Fall diirfen die Seitenldngen nicht beliebig sein, wo geht dies bei
der Berechnung der anderen Gréflen ein? Was kann im W:W:W Fall {iber die Seitenldngen
ausgesagt (berechnet) werden?

AUFGABE 12.4 (Satz von Napoleon). Werden iiber jeder Seite eines Dreiecks ABC' au-
Ben gleichseitige Dreiecke errichtet, dann bilden ihre Mittelpunkte selbst ein gleichseitiges
Dreieck. Beweise diesen Satz trigonometrisch wie folgt:

(a) Zeige b/2 = zcos30°, ¢/2 = ycos 30° und

s2 =y + 2% — 2yzcos(30° + a + 30°).
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(b) SchlieBe daraus y = ¢/v/3, z = b/+/3 und
352 = b + 2 — becosa + V3besin .

(c) Erklédre, wie daraus folgt:

a? + b% + 2 sin a
352 = % + V/3abe .
a

(d) Erklare, warum auch folgende Relationen gelten:

2 4 p2 2 :

3s; = % + \/gabcsngﬁ
2 4 p2 2 :

242 — a4+ 0°+c n \/gabcsm’y

¢ 2 c
(e) Wie folgt daraus s, = s, = s.?

AUFGABE 12.5.
(a) Seien A, B,C drei 2 x 2-Matrizen. Zeige (A + B)C' = AC + BC und A(BC) = (AB)C

ohne die Summenschreibweise zu verwenden.

(b) Seien nun
3 5 2 —4 1 -1
A—(2 4), B_<O 2) und C—<1 1).

Berechne (A + B)C, AC + BC, (AB)C und A(BC) direkt, d.h. ohne Zuhilfenahme der
Rechenregel in (a).
(c) Berechne A~! und gib eine 2 x 2-Matrix X an, fiir die AX = B gilt.

AUFGABE 12.6. Betrachte die affinen Abbildungen
i 2 2 T L 5 3 T 3 o 51’1 —+ 31}2 + 3
o R R 90(:1:2) '_(2 1) (x2)+(1)_(2x1+x2+1 und
2 2 1\ . (2 =T\ [ 2\  (2x—Txa+2
vrsr ()= (15 () 6) - (505)

(a) Gib die Komposition 1 o ¢: R? — R? in derselben Form an.
(b) Gib die Umkehrabbildung ¢~': R? — R? in derselben Form an.

(c) Berechne ¢ <_3 4).

(d) Bestimme einen Punkt P € R? mit p(P) = (g)

AUFGABE 12.7. (a) Bestimme eine affine Abbildung ¢: R* — R? ¢(z) = Ax + b, mit

f(0)=(5) ob)=(0) e o(5)=(7)

(b) Beziiglich eines affinen Koordinatensystems haben die Punkte P, @, R, S Koordinaten

wr)=(3). w@=(3). wm=(i). «s-(3)
3



Beziiglich eines weiteren affinen Koordinatensystems haben P, (), R Koordinaten

v =(3). d@=(3). «w=(T))

Bestimme die Koordinaten 2/(.5). Hinweis: Es existiert eine affine Abbildung ¢: R? — R?,
sodass 2'(Z) = p(x(Z)) fiir alle Punkte Z gilt.

AUFGABE 12.8.

a) Gib die Spiegelung an der Achse ) r1 — x9 = 3 ¢ in der Form o(x) = Ax + b an.
x

2
(b) Gib die Spiegelung an der Achse { (il) txy = 2} in der Form ¢'(z) = Az + V' an.
2

(c) Zeige, dass die Komposition p = ¢’ oo eine Rotation ist und bestimme ihr Zentrum sowie
ihren Drehwinkel.

Losungshinweise
ZU AUFGABE 12.1. Aus der Skizze lesen wir ab:
|OC| = |OD|cos f = cos 3,
|CD| = |OD]|sin 8 = sin 3,
|DE| = |CD|cosa = cosasin f3,
|AE| = |BC| = |OC|sina = sina cos j3,
|OB| = |OC| cos o = cos a cos f3,
|AB| = |EC| = |C'D|sina = sin asin S.
Somit;:
cos(a+ ) = |OA| = |OB| — |AB| = cosacos § — sin asin 3,
sin(aw + B) = |AD| = |DE| + |AE| = cos asin § + sin « cos .
ZU AUFGABE 12.2. (a) Aus dem Additionstheorem des Kosinus folgt:
cos((n + 1)a) = cos(na) cos a — sin(na) sin «
cos((n — 1)a) = cos(na) cos a + sin(na) sin «

Addition der beiden Gleichungen liefert die gesuchte Rekursionsformel.
(b) Aus der Doppelwinkelformel fiir den Kosinus erhalten wir

cos(2a) = cos? a — sin® a = cos® @ — (1 — cos® a) = 2cos® a — 1.
Kombinieren wir dies mit der Formel in (a) folgt

cos(3a) = 2 cos o cos(2a) — cos «
=2cosa(2cos’a — 1) — cosa
=4cos’a — 3cosa.
4



Zweifaches Anwenden der Doppelwinkelformel des Kosinus fiithrt auf
cos(4a) = 2 cos?(2a) — 1
=2(2cos’a —1)? -1
=2(4cos*a —4cos’a+1)—1
=8cos’a — 8cos? o + 1.
Mit der Formel in (a) erhalten wir schliefllich
cos(ha) = 2 cos v cos(4dar) — cos(3a)
=2cosa(8cos* a —8cos’a + 1) — (4cos® a — 3cosa)
= 16 cos” o — 20 cos® a + 5 cos .
(c) Setzen wir z := cos 18°, dann gilt wegen der Formel in (b)
0 = cos90° = cos(5 - 18°) = 16 cos” 18° — 20 cos® 18° + 5cos 18° = 162° — 202° + 52
und somit auch
162" — 202 +5 =0,
denn z # 0. Losen dieser Gleichung fithrt auf
10+ 2v/5
—

Da \/§/2 = cos 30° < cos 18° muss cos 18° = —VIOIQ\/E gelten.

cos 18° = 4+

7ZU AUFGABE 12.3. SSS: Es sind also die Seitenldngen a, b, ¢ gegeben und wir wollen die
Winkel a, 5, v bestimmen. Das Dreieck kann nur existieren, wenn die Dreiecksungleichungen
gelten. Die Dreiecksungleichungen a < b+ ¢ und b < ¢+ a sind zu
rre—a
- 2bc -
dquivalent. In diesem Fall existiert daher ein (eindeutiger) Winkel 0 < o < 180° mit

b2 + % — a?
2bc
Nach dem Kosinussatz ist dies der Winkel bei A. Analog lassen sich die anderen Winkel
berechnen, vorausgesetzt es ist auch die dritte Dreiecksungleichung ¢ < a + b erfiillt.

SWS: Mit dem Kosinussatz kann die dritte Seite berechnet werden, womit das Problem
auf SSS zuriickgefiihrt ist.

WSW und SWW: Das Dreieck kann nur existieren, wenn die Summe der beiden gegebenen
Winkel kleiner als 180° ist. Mittels o + 8 + 7 = 180° berechnen wir zunéchst den dritten
Winkel und dann mit dem Sinussatz die verbleibenden beiden Seiten.

SSW: Seien also a,b,a gegeben. Wir betrachten zunéchst den Fall > 90°. Da dem
grofleren Winkel die groflere Seite gegeniiberliegt, kann das Dreieck nur existieren, wenn
a > b. In diesem Fall gilt 0 < gsina < 1, also existiert genau ein Winkel 0 < 8 < 90° mit
sin 3 = gsin a. Nach dem Sinussatz ist dies der Winkel bei B. Nun zum Fall 0 < o < 90°.
Ein Dreieck kann nur existieren, wenn a > bsin« ist. In diesem Fall existieren (i.A. zwei)

Winkel 0 < 8 < 180° mit sin = gsin a. Ist a < b erhalten wir zwei Dreiecke. Ist a > b
5
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muss auch [ spitz sein und wir erhalten nur ein Dreieck. In beiden Féllen ist das Problem
damit auf SWW zuriickgefiihrt.

W:W:W: Sind die drei Winkel gegeben, konnen mit dem Sinussatz die Verhéltnisse a/b,
b/c und c/a berechnet werden. Damit sind die Dreiecksseiten bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt.

ZU AUFGABE 12.4. (a) Die ersten beiden Gleichungen folgen aus <M,AC = 30° =
<M .AB, die dritte ist der Kosinussatz im Dreieck M,AM, bei A.

(b) Da cos30° = v/3/2 = sin60° und cos60° = 1/2 folgt dies aus (a) mit Hilfe des
Additionstheorems cos(a + 60°) = cos a cos 60° — sin o sin 60°.

(¢) Folgt durch Kombination von (b) mit dem Kosinussatz a? = b? + ¢ — 2bc cos a.

(d) Analog, bzw. durch Umbenennen der Eckpunkte A, B, C.

(e) Wegen des Sinussatzes: *2% = SH;B = =1,

ZU AUFGABE 12.5. (a)
(A + B)C’ _ @11 A2 + bi1 bia C11 C12
Q21 A22 ba1 Do Ca1 C22
_ (o +0bi1 a2+ by €11 C12
ag1 + bar  age + bao &)
_ (a1 + bi1)ern + (agn + b12)021 (
(a9 + bay)cir + (agg + bag)ear  (

Q12 C11 C12 + bii b2 C11 C12
22 Co1  C22 ba1 Do C21 C22

a11€11 + G12C21  G11C12 + G12022> (511011 + biacar biicia + 512022)

a1 + bi1)ciz + (arg + bi2)con
as1 + bar)cra + (age + bag)con

AC + BC

21C11 + G22C21  G21C12 + A22C22 baicin 4 baacar  barcia + baacao

~[aqicin + ajacor + biiciy + biacar  aniciz + aracae + biicia 4 biaca
a21C11 + A22C21 + barc1n 4 baacar  ag1c12 + agacag + barcia + baacao

Wir sehen daher, dass die Eintragungen von (A + B)C mit den Eintragungen von AC + BC
iirbereinstimmen, i.W. wegen des Distributivgesetzes in R.

(AB)C _ 11 a2 b1 b2 C11 C12
Q21 Q22 ba1 Do Co1 C22
a11011 + ai2bar  ajibie + a12b22> (Cn 012)

a21011 4 agebar  ag1bia + ageba Co1  C22

(a11b11 + aiabor)crr + (@11bia + ar2bae)car  (a11b11 + aiabor)crz + (a11b1a + ai2beg)can
(a21b11 + agabor)cin + (a1bia + agabas)cor  (ag1biy + agbor)cia + (a21bia + agabas)can

A(BC) _ Q11 A12 b1 b2 Ci1 C12
Q21 A22 ba1 Do Co1  C22
(an G12) (511011 + biaca1 bricig + 512022)

Qo1 Q22 baici1 4 baacar  baicia + bagca

ar1(briciy + biacar) + ara(barcin + baacar)  agn(biicia + biacas) + aia(barcra + baacan)
ag1(br1c11 4 biacar) + aga(barcin + baacar)  asr(bricia + biacas) + age(barcra + baacan)
6



Wir sehen daher, dass die Eintragungen von (AB)C mit den Eintragungen von A(BC')
tirbereinstimmen, i.W. wegen der Assoziativ- und Distributivgesetze in R.

(b)
é) (A+ B)C = (g _44)

: (22 ) AC + BC = (S _44)
(
(

AC

i
Sy
I
AN TN TN T

= O O 00 N Ot
SRS
N——

Q

Il

AR T
|
B~ 0o
N——

()

_ 1 4 =5 2 —=5/2 _ 4 13
1_ _ _A-lp
A _3-4—2-5<—2 3) (—1 3/2>’ X=A4"8 (—2 7)'
ZU AUFGABE 12. 6 (a) Ist p(z) = Az + b und ¥(z) = Az + b dann gilt (¥ o p)(z) =
A'(Az +b) + b = (AA)x + (A'b+ V), siehe Vorlesung. Wir haben

A,A_( >< 3 2 :) und A/b+b’—(? :g)(i))*@—(i)

also

x 4 1\ [z 1 Az — 19+ 1
veesm o wea (1) = (5 ) () + () = (G5t

(b) Ist p(z) = Az + b und A invertierbar, dann gilt ¢~ '(z) = A~z — A~'D, siehe
Vorlesung. Wir haben

(35 m = (G )0
crmar o (n)= (3 3 (o
A(5) -G D) 0)-
pee(5) - (0 ) 0 ()= ()= (4

also



Zu AUFGABE 12.7. (a) Schreiben wir A = (an am) und b = (Z ) dann soll gelten:
2

Q21 (22
12 (a1 a2 1 + bl (a1 + a2 + bl
9 ) \aa ax 1 by)  \as1 +axn+0by)’
15 (a1 a2 1 + bl (a1 + 2@12 + b1
10 o o1 QA92 2 bg o as1 + 2&22 + bg ’
10 (a1 a2 —1 + b1 [ —a1n + 3@12 + b1
7 o 21 A929 3 bg o —Qa21 + 3@22 + bQ '

Dies fiihrt auf zwei lineare Gleichungssysteme in je drei Variablen:

a11—|—a12+b1:12 a21+a22+b2:9
a1 + 20,12 -+ b1 =15 ao1 + 2@22 —+ bg =10
—ay] + 3CL12 -+ bl =10 —agy + 3&22 + b2 =7

Wir erhalten ajl = 4, 19 = 3, bl =5 und 91 = 2, 99 = 1, b2 = 6, also

4 3 5
a=(1) o= ()
und daher
. 2 2 1\ _ (4 3\ [ 5\  [(4x1+3x92+5
v: R — R 90(@)—(2 1) (x2>+(6)—<2$1+x2+6).

(b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass eine affine Abbildung ¢: R?* — R? existiert, sodass
(7)) = p(x(Z)), fiir alle Z € £. Schreiben wir p(x) = Az + b mit A = (all al?) und

Q21 A2

= ( ) dann muss gelten:

3 (a1 Q12 2 + b1 2&11 + 3(112 + bl

6 o a1 Q922 3 bg 2&21 + 3&22 + bg

4\ fan a2 (3 n by 3ay; + 2a12 + by

4] \aa an) \2 ba 3ag; + 2a99 + by
=1\  f(ann a2 1 i b1\ [(an+a+b
-1} \an axn)\1 by ) \ag1 + age + by

Wie in (a) erhalten wir
2 1 —4
= (13) 0= (3)

und daher

L2 2 r1\ 2 1 T —4 . 2x1+x2—4
p: R =R, ¢<x2>_(1 3) (x2)+<—5>_(x1+3x2—5 ‘

Damit nun



ZU AUFGABE 12.8. (a) Aus der Vorlesung wissen wir, dass sich diese Spiegelung in der
Form o(z) = x — 2(n,x — a)n schreiben ldsst, wobei a ein Punkt der Spiegelungsachse und

(- () (50 ()
N () -0 o) )+ (3)

A= <(1) é) wd b= (_33)
(b) Wie in (a) erhalten wir mit n’ — (é) und @ = (g) sofort
7 (5) = () -2((0)-(2)- 6)) )
(-0 ) 3)+6)
Daher o'(x) = Az + ¥/ mit

, _(—1 0 ;o 4
A_<O 1) und b—<0>.

(c) Fiir die Komposition p = ¢’ o ¢ erhalten wir p(z) = (0’ o 0)(z) = A/ (Ax +b) + b =
(AA)x + (Ab+b) = A"z + 1" mit

v ua_ (=1 0y /0 1)} (0 —1\ [cos90° —sin90°
A'_AA_(O 1)(1 0)_(1 O)_(sin90O cos90°)’

e () (3)+()- ()

Beachte, dass A” die Rotationsmatrix mit Drehwinkel 90° ist. Fiir den Schnittpunkt der

n ein normierter Normalvektor ist. Mit n = -4 (_11> und a = <8> erhalten wir

Spiegelungsachsen, m = <_21), gilt p(m) = m. Somit A”m+b" = m, also p(x) = A"z +V" =

A"(x —m) + m. Dies zeigt, dass p eine Drehung um den Winkel 90° mit Zentrum m ist.



Zur Verfugung gestellt von:

Stefan Haller

UE Geometrie und lineare Algebra, SoSe 2019
LV-Nr.: 250163

Fakultat fir Mathematik, Universitat Wien
Danke!

Ubungen zu Geometrie und
Lineare Algebra fiir das Lehramt

zusammengestellt von Stefan Haller

Sommersemester 2019 (UE250163)

13. Ubungsblatt fiir die Woche vom 10. bis 14. Juni 2019

AUFGABE 13.1. Berechne alle Matrizenprodukte der Form XY, sofern sie definiert sind,
wobei X und Y zwei der folgenden Matrizen bezeichnen:

1 0
1 2 1 0 -2 0 —2
A:(3 4)’ B:(—1o 2)’ “=13 o
0 —4
2 0 1 4 2
D=[010 0], E=1{0], F=(4 3 2 1).
0035 1

D.h. berechne alle Produkte der Form A%, AB, AC,...,BA, B>, BC,...,FD,FE, F? sofern
diese definiert sind.

AUFGABE 13.2. Bestimme die Rénge folgender Matrizen:

1 317
A=|2], B:(_21 _23> C:(_17 _214 _321), D=12 2 6],
3 135
2 3 4 2 2100 000 123
36 8 4 1210 00 0 -2 -4 -6
E= : F = , G=1381 0 0 0

2 4 6 3 01 21
1 23 2 001 2 268 000
123 0 0 0

Welche dieser Matrizen sind invertierbar?

AUFGABE 13.3. Welche der folgenden Systeme sind linear unabhéngig, welche bilden ein
Erzeugendensystem von R", und welche bilden eine Basis? Gib in jedem Fall die Dimension
des von diesen Vektoren aufgespannten Teilraums an sowie eine Basis, die aus einigen der
angegebenen Vektoren besteht.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
1


http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.S2019.html
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(b) n =3
1 2 3
1|, (=1), [-1].
1 4 5)
(c)n=4
1 1 1 3
1 1 —1 1
1]’ -1’ 11 1
1 —1 -1 —1
(d)n=5
1 0 0 1 1 2
2 1 0 3 2 6
s, 2], 1|, e, 3], |12
4 3 2 9 5 18
5) 4 3 12 5) 25
(e) n="=6
1 2 3
2 5 6
3 6 10
11’ 217 3
8 9 4
7 6 5
AUFGABE 13.4. Zeige, dass die Vektoren
1 2 3 4 6 5
L | 3 | 3 |4 | | s
L= 27 =] BT =3 T =2 T lo)| 7|
2 6 6 8 24 12

ein Erzeugendensystem von R* bilden und gib vier dieser Vektoren v; an, die eine Basis von
R* bilden. Gib auch vier dieser Vektoren an, die keine Basis von R* bilden.

AUFGABE 13.5. Fiir jedes der folgenden beiden Gleichungssysteme bestimme die Dimen-
sion des Losungsraums und gib eine Basis, ein minimales lineares Gleichungssystem sowie
eine Parameterdarstellung des Losungsraums an.

(a)

25(71 +2.%‘2 +10$L’3 +20I4 =
—3]31 —X2 —95133 —20ZE4 =
—41'1 —X2 —61'3 —205134 = 0

o O

(b)

)

5r1 —bxy —bxrs —bdxs =

3ry —4xz9 —bxry +2x4 —8uxs

—Try 492y +13z3 —bxry +20z5 = 0
2

|
o



AUFGABE 13.6. Fiir jedes der folgenden beiden Gleichungssysteme bestimme die Dimen-
sion des Losungsraums und gib eine Basis, ein minimales lineares Gleichungssystem sowie
eine Parameterdarstellung des Losungsraums an.

(a)

r1  —Xo FI3 +214 +bxg =
201 —2x9 +2x3 +4xy4 +10x¢
2r1 —2x9 +2x3 +314 F25 +976
r1 —Xo +x3 +dbry —3x5 +8x¢ =

I
cooo

—2£C1 —143:'2 +12$3 =
—2.%1 —9%2 +7133 =

3.731 ‘|—24I2 —2].$3 =
—3ZE1 —195(72 +16[L‘3 = 0

o O O

AUFGABE 13.7. (a) Welche Dimension muss der Losungsraum eines homogenen linearen
Gleichungssystems mit 13 Gleichungen in 29 Unbekannten mindestens haben?

(b) Wieviele lineare Gleichungen sind jedenfalls notwendig um einen 17-dimensionalen
Teilraum von R* zu beschreiben?

AUFGABE 13.8. Gib fiir jedes k = 3,4,5,6 ein System von 3 homogenen linearen Glei-
chungen in sechs Variablen an, dessen Losungsraum k-dimensional ist. Warum ist dies fiir
k <2 und k > 7 nicht moglich?

Loésungshinweise
7ZU AUFGABE 13.1.

o (T 10 (-1 0 2
A= (15 22 AB = -1 0 2
2 0 -5 —6 0

BD:<—2 0 5 6) BE:(O)
1 2 1 0 =2
—6 -8 2 0 —4
CA=1 3 ¢ CB=13 0 —¢
—12 —16 4 0 -8
5 —16 8 6 4 2
DC=10 =2 EF=10 00 0 FC = (10 —10)
9 —20 4 3 2 1

Alle anderen Produkte sind nicht definiert.

ZU AUFGABE 13.2. Mittels elementarer Zeilenumformungen bringen wir die Matrizen
auf Zeilenstufenform, woraus sich dann alles ablesen lidsst. Bei dieser Fragestellung ist es
nicht notwendig, die Matrix auf reduzierte Zeilenstufenform zu bringen.

(a)

A=1[2] ~ |0
3 0
3



Also rank(A) = 1. Da die Matrix A nicht quadratisch ist, kann sie nicht invertierbar sein.

(b)

Also rank(B) = 2 und daher ist B invertierbar.

(c)
C:(—17 —214 —?51) - ((1) g g)

Also rank(C') = 1. Da die Matrix C' nicht quadratisch ist, kann sie nicht invertierbar sein.

(d)

3 1 7 1 35 1 3 5 13 5
D=2 2 6| ~(2 2 6]~]|0 —4 —4]~|0 —4 —4
1 35 3 17 0 -8 -8 0 0 0

Somit rank(D) = 2 und daher ist D nicht invertierbar,

(e)

2 3 4 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2
E— 3 6 8 4 — 3 6 8 4 - 0 0 -1 -2 - 0 -1 -2 =2
12 4 6 3 2 46 3 0o 0 0 -1 0o 0 -1 -2
1 2 3 2 2 3 4 2 0 -1 -2 =2 0o 0 0 -1
Also rank(E) = 4 und daher ist F invertierbar.
(f)
2100 1 210 1 2 1 0 1 2 1 0
r— 1 210 —- 2100 — 0 -3 =2 0 —- 0 1 2 1
101 2 1 01 21 0o 1 2 1 0 -3 -2 0
001 2 001 2 0O 0 1 2 0 0 1 2
1210 1210 121 0
— 01 21 — 01 21 — 01 2 1
0043 001 2 001 2
0 01 2 0 04 3 0 00 =5

Also rank(F') = 4 und daher ist F' invertierbar.
4



oo o0 1 2 3 12 3 0 0 O
00 0 -2 —4 —6 26 8 0 0 0
G=1|138 1 0 0O O0]~1]3811 0 0 O
26 8 0 0 0 oo o0 1 2 3
12 3 0 0 O 00 0 -2 -4 -6
123 0 0 0 123 0 0 0
022 0 0 O 022 0 0 O
~1022 0 0 O0O|~]0O0O0 O O O
oo0oo0o 1 2 3 ocoo0oo0o 1 2 3
000 -2 —4 -6 000 -2 —4 -6
123 0 0 0 123000
022 0 0 O 022000
~1000 1 2 3 |~]0O0O0123
000 -2 —4 -6 000O0O0O0
000 0 0 O 000O0O0O0

Also rank(G) = 3. Da die Matrix G nicht quadratisch ist, kann sie nicht invertierbar sein.

7ZU AUFGABE 13.3. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen und bringen
diese mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform, von der sich dann alles
ablesen lasst. Auch hier ist es nicht notwendig, die Matrix auf reduzierte Zeilenstufenform

zu bringen.
1 3 -2 " 1 3 =2
2 6 —4 00 O

(a)
Wir lesen ab: Die Vektoren sind linear abhingig, sie bilden kein Erzeugendensystem von R2,
der von ihnen aufgespannte Teilraum ist 1-dimensional, der erste Vektor bildet eine Basis

dieses Teilraums.
(b)

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 -1 =1 ~|01 2] ~(01 2
1 4 5 0 2 2 00 —2
Wir lesen ab: Die Vektoren bilden eine Basis von R3.
(c)
1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
1 1 -1 1 " 0o 0 -2 =2 " 0 -2 0 =2
1 -1 1 1 0 -2 0 =2 0O 0 -2 =2
1 -1 -1 -1 0 -2 -2 —4 0 -2 -2 —4
1 1 1 3 1 1 1 3
- 0o -2 0 =2 - 0o -2 0 =2
0o 0 —2 -2 o 0 -2 =2
0o 0 —2 -2 0 0 0 0



Wir lesen ab:

Die Vektoren sind linear abhiingig, sie bilden kein Erzeugendensystem von R*,

der von ihnen aufgespannte Teilraum ist 3-dimensional, die ersten drei Vektor bilden eine
Basis dieses Teilraums.

(d)

T W DN =
= w N — O
W~ OO

Wir lesen ab:

1 1 2 10011 2
3 2 6 01010 2
6 3 12|~ 10 2 1 3 0 6
9 5 18 03 2 5 1 10
125 25 04370 15

100112 10011 2

01 010 2 01 010 2

~1001102|~]0O011SQ0 2

002214 000010

003307 000O0O0T1

Die Vektoren sind linear abhiingig, sie bilden ein Erzeugendensystem von R,

lassen wir den vierten Vektor weg, erhalten wir eine Basis von R5.

(e)

O = W

Wir lesen ab:

2 3 12 3 103 100 100
5 6 01 0 01 0 010 010
6 10 001 00 1 001 00 1
2 317t 23[7 1037 too0o|l 7 |ooo
9 4 8 9 4 8 0 4 80 0 00 0
6 5 76 5 705 70 0 00 0

Die Vektoren sind linear unabhéngig, sie bilden kein Erzeugendensystem von

RS, der von ihnen aufgespannte Teilraum ist 3-dimensional, sie bilden eine Basis dieses

Teilraums.

ZU AUFGABE 13.4. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen und bringen
diese mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform, von der sich dann alles

ablesen lasst.

zu bringen.

1
1

2 3 4 6 5 1234 6 5 123 46 5
3 3 4 11 6 — 0100 5 1 — 010051
-1 -1 -3 -2 0 -4 0102 6 1 000210
6 6 8 24 12 0 200 12 2 000020

2

Auch hier ist es nicht notwendig, die Matrix auf reduzierte Zeilenstufenform

Die Vektoren vy, vs, v4,v5 bilden eine Basis von R*. Die Vektoren vy, vy, v3, v4 bilden keine
Basis von R*, denn sie spannen nur einen 3-dimensionalen Teilraum auf.

6



Zu AUFGABE 13.5. (a) Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizi-
entenmatrix auf reduzierte Zeilenstufenform:

2 2 10 20 1 1 5 10 1 1 5 10
-3 -1 -9 =20~ (10 2 6 10])~10 1 3 5
-4 -1 -6 -20 0 3 14 20 0 05 5
1 1 5 10 1 105 1 0 0 3
~ 1013 5|~10102]~|[010 2
001 1 0011 0011
Das urspriingliche Gleichungssystem hat daher denselben Losungsraum, wie das System:
T +3$4 = 0
To +2xz4 = 0
T3 +xy4 = 0

Dies (und auch das urspriingliche System) bildet ein minimales lineares Gleichungssystem
fiir den Losungsraum, d.h. mit weniger als drei linearen Gleichungen lésst sich der Losungs-

-3
raum nicht beschreiben. Der Losungsraum ist 1-dimensional, :? bildet eine Basis des
1
-3
Losungsraums und ¢: R — R, ¢(t) =t :? ist eine Parameterdarstellung des Losungs-
1

raums.
(b) Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf redu-
zierte Zeilenstufenform:

5 =5 =5 =5 0 1 -1 -1 -1 0 1 -1 -1 -1 0
3 -4 -5 2 -8]~|0 -1 -2 5 —-8]~[0 1 2 -5 8
-7 9 13 -5 20 0 2 6 —12 20 0O 0 2 =24
1 -1 -1 -1 0 101 —6 8 1 00 —5 6
~l0 1 2 -5 8] ~|012 -5 8] ~1010 -3 4
0O 0 1 -1 2 001 -1 2 001 -1 2
Das urspriingliche Gleichungssystem hat daher denselben Losungsraum, wie das System:
Ty —Hxy +6£L’5 =0
) —3.754 +4ZE5 =0
I3 —XTy +21’5 =0

Dies (und auch das urspriingliche System) bildet ein minimales lineares Gleichungssystem fiir
den Losungsraum, d.h. mit weniger als drei linearen Gleichungen lésst sich der Losungsraum

5 —6
3 —4
nicht beschreiben. Der Losungsraum ist 2-dimensional, | 1 |, | —2 | bildet eine Basis des
1 0
0 1



5 —6
5 3 —4
Losungsraums und ¢: R?2 — R®, ¢ ( t) =s|1| +t]| —2| ist eine Parameterdarstellung
1 0
0 1

des Losungsraums.

ZU AUFGABE 13.6. (a) Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizi-
entenmatrix auf reduzierte Zeilenstufenform:

1 -1 12 0 5 1 -1 1 2 0 5 1 -1 1 2 0 5
2—224010W000000W000—11—1
2 =22 3 1 9 0 0 0 -1 1 -1 0 0 0 0 0 O
1 -1 15 -3 8 o 0 0 3 -3 3 0o 0 0 3 -3 3
1 -1 12 0 5 1 -1 10 2 3
W0001—11%)0001—11

0O 0 00 0 O 0O 0 00 0 O

0O 0 00 0 O 0O 0 00 0 O

Wir lesen folgendes minimales lineares Gleichungssystem fiir den Losungsraum ab:

Ty —Toy +x3 +2275 +33§6 = 0
Ty —T5 +Trg = 0

Der Losungsraum ist 4-dimensional,

1 -1 -2 -3
1 0 0 0
0 1 0 0
bl = 01’ b2 = 0 ; b3 — 1 ) b4 = -1
0 0 1 0
0 0 0 1
bildet eine Basis des Losungsraums und ¢: R* — R®
1 -1 —2 -3
S1 1 0 0 0
so | 0 1 0 0
S4 0 0 1 0
0 0 0 1

ist eine Parameterdarstellung des Losungsraums.
(b) Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir die Koeffizientenmatrix auf redu-
zierte Zeilenstufenform:

2 14 12 1 7 —6 1 7 —6 10 1
2 -9 7 05 —5 01 —1 01 —1
3 24 21| 7 o3 =3[71oo o] 7 loo o
3 —19 16 02 -2 00 0 00 0



Wir lesen folgendes minimales lineares Gleichungssystem des Losungsrsaums ab:

T +x3 = 0
To —I3 = 0
-1
Der Losungsraum ist 1-dimensional, [ 1 | bildet eine Basis des Losungsraums und ¢: R —
1
-1
R3 ¢(s) =s | 1 | ist eine Parameterdarstellung des Losungsraums.
1

7ZU AUFGABE 13.7. Lésst sich ein Teilraum V von R"™ durch m lineare Gleichungen
beschreiben, so existiert eine m x n-Matrix A mit V' = ker(A). Da img(A) ein Teilraum von
R™ ist, gilt dimimg(A) < m und mit der Dimensionsformel folgt (siehe Vorlesung)

dim(V) = dimker(A) = n — dimimg(A) > n —m.

(a) Aus obiger Ungleichung erhalten wir dim(V) > n —m = 29 — 13 = 16, d.h. der
Losungsraum muss mindestens 16-dimensional sein.

(b) Aus obiger Ungleichung erhalten wir m > n — dim(V) = 23 — 17 = 6, also werden
wenigstens 6 lineare Gleichungen benotigt.

ZU AUFGABE 13.8. Da der Losungsraum ein Teilraum von RS ist, kann er hochstens
6-dimensional sein, also k < 6. Aus der Dimensionsformel folgt weiters & > 6 — 3 = 3. Fiir
die verbleibenden £ geben wir Koeffizientenmatrizen geeigneter Gleichungssysteme an:

k= 3:

100 00O 312 3 45
01 00O00O0 oder 059 876
001 000 007 43 2
k=4
100 00O 312 3 45
01 00O00O0 oder 059 876
0 00O0O0D 0 00O0O0D
k=5
100 00O 312 3 45
00 0O0O0O 0 oder 00 0O0O0O 0
00 0O0O0D 0 00O0O0D
k=6:
00 0O0O0O 0
00 0O0O0O 0
000 O0O0OU 0
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14. Ubungsblatt fiir die Woche vom 17. bis 21. Juni 2019

AUFGABE 14.1. Bestimme alle Losungen folgender Gleichungssysteme:

(a)

—r =2y +4dHz = -2
2v 46y —16z = 2
3r. +9y —23z = 4
(b)
2.%1 +4.T2 +6l’3 8374 = 16
—2$1 —4ZB2 —5ZE3 —?)ZL’4 = -9
—31'1 —6[E2 —71’3 —25E4 = —4
(c)
—I1 —+X9 —x3 —21’4 = =5
—31'1 +5ZL‘2 —31‘3 —21'4 = -5
3£L'1 +4ZE3 —|—]_5£L'4 = 34
AUFGABE 14.2. (a) Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems
31’1 —3.1'2 —3.1'3 —12.]74 —12.1'5 = 21
r1 —3xy —dry —18xy —20x5 = —41
2I1 —X2 +2$3 +31’4 +6LL’5 = 15
—T1 +3[L’2 +4Z‘3 +16JI4 +17[L’5 = 35

und beschreibe den Losungsraum durch eine Parameterdarstellung. Gib auch ein minimales
lineares Gleichungssystem fiir den Losungsraum an.
(b) Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

T +2JI2 +3[L’3 +6I’5 71’7 +8$8 = 10
Ty —|—4JZ5 +91’7 = 11
T +5ZL‘8 = 12

und beschreibe den Losungsraum durch eine Parameterdarstellung.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 14.3. Bestimme die Inversen folgender Matrizen:

1 0 0 0 1 2 3 4 2 5 00
02 00 01 2 3 1 3 00
A=10 03 0l B=10 01 2| C=1l003 7
0 0 0 4 0 0 01 0 0 2 5
AUFGABE 14.4. Betrachte die beiden Matrizen
1 2 0 3 7 3
A=12 3 2 und B=12 5 3
0 2 1 0 2 1

Bestimme die Inverse A~! sowie eine Matrix X, fiir die XA = B gilt.

AUFGABE 14.5. Sei A = <Z g) eine 2 x 2-Matrix mit D := ad — bc # 0. Verwende das

Eliminationsverfahren, um die Inverse von A zu bestimmen und bestédtige damit erneut die

bekannte Formel
1 /d —-b
71 .
AT = D (—c a ) .

AUFGABE 14.6. Zeige, dass die lineare Abbildung

T r+yt+z+w

. T4 4 Yyl _|rty—z—-w
p: R* — R*, el2 | = Tyt r—w|

w r—Yy—z+w

bijektiv ist und bestimme die Umkehrabbildung.

AUFGABE 14.7. Zeige, dass eine 2 x 2-Matrix A = (CCL Z) durch ihre Eckensummen

e:=b+c+d
f=a+c+d
g=a+b+d
h:=a+b+c

eindeutig bestimmt ist und driicke die Eintragungen von A durch e, f, g, h aus. Gibt es zu
beliebig vorgegebenen Zahlen e, f, g, h stets eine Matrix A mit diesen Eckensummen?

AUFGABE 14.8. Fiir welche Werte von A sind folgende Matrix invertierbar:

10 0 2100 178 9
A3 00 0 2 5 A
A:g(z)g, B=lo o024 ““loo3 s
00 1 A 00 X 4
Hinweis: Verwende Zeilenumformungen, um die Matrzien auf Zeienstufenform zu bringen.
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Losungshinweise

ZU AUFGABE 14.1. Ad (a): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
erhalten wir:

-1 -2 5 |-2 1 2 —5|2 1 2 -5 2
2 6 —-16/2 | ~1|0 2 —6|-2]~1[(0 1 =3/-1
3 9 =234 0 3 —8|-2 00 1]1

1 2 0|7 1 0 0}3

~ 10 1 021~ |0 1 0]2

0 0 1j1 0 0 1j1

Die letzte Matrix entspricht dem System:

x = 3
y =2
z =1
x 3
Die eindeutige Losung lautet daher [y | = | 2
z 1
Ad (b): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten wir:
2 4 6 8|16 1 2 3 48 1 2 3 48
-2 -4 -5 =3-9]~[0 01 5|7T]~10 0 1 5|7
-3 =6 =7 =2|—4 0 0 2 1020 0 0 0 0|6
Die letzte Matrix entspricht dem System:
r1 +2x9 +3x3 4z, = 8
T3 +5JI4 =7
0 =6

Das System besitzt daher keine Losung.
Ad (c): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten wir:

-1 1 -1 =-2|-5 1 -1 1 2|5
-3 5 =3 =2|1-5]~ |0 2 0 410
3 0 4 15|34 0 3 1 919
1 =1 1 2/5 1 -1 0 —11 1 0 0 1|6
~ 10 1 0 25]~10 1 0 25]~1[01 0 25
0 0 1 34 0O 0 1 3|4 0 01 34
Die letzte Matrix entspricht dem System
T +x4 = 6
To +2x4 = 5

r3 +3xy = 4



Wir lesen eine spezielle Losung £ sowie eine Basis b; fiir den Losungsraum des assoziierten
homogenen Systems ab:

6 -1
D -2
5 - 4 ) bl _3
0 1
Die allgemeine Losung lautet daher:
T 6 —1
T9 . 5 -2
o | T 4] T =3
T4 0 1
Dabher ist
6 -1
) -2
¢: R — L, o(s) == 4 + s RYE
0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.

ZU AUFGABE 14.2. (a) Durch Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
erhalten wir:

-3 -3 —-12 -12|-21 1 -1 -1 -4 —4|-7
-3 =5 —18 =20} 41 0 -2 —4 —-14 -16|-34
-1 2 3 615 ] 7o 1 4 11 1429
-1 3 4 16 17|35 0 2 3 12 13|28

N — W

1 -1 —1 —4 —4|-7 1 -1 -1 —4 —4]-7
o1 2 7 st o127 8|17
0 0 2 4 6|12 00 1 2 3|6
0 0 -1 —2 —3|-6 00 0 0 0|0

1 -1 0 -2 —1]-1 100 1 1]4

01 0 3 2|5 010 3 25

1o 0o 1 2 3|67 loo0o 12 36

00 0 0 0f0 000 0 00

Ein minimales lineares Gleichungssystem fiir L lautet daher:

€1 +24 +xr5; = 4
To +3x4 +2x5
T3 +2.’L’4 —|—3l'5 = 6
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Wir lesen eine spezielle Losung £ sowie eine Basis by, b, fiir den Losungsraum des assoziierten
homogenen Systems ab:

4 —1 —1
D -3 —2
e=lo]. b=|-2]. b=|-3
0 1 0
0 0 1
Die allgemeine Losung ist von der Form
I 4 —1 —1
T 5 -3 —2
z3 | =6 +s1 | 2| +s9| -3 )
T4 0 1 0
T5 0 0 1
wobei 51, 59 € R. Weiters ist
4 —1 —1
< ) -3 —2
¢:R* > L, ¢(;):: 6 +si|—-2]+s2]-31,
2 0 1 0
0 0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.

(b) Das System liegt bereits in reduzierter Zeilenstufenform vor. Wir lesen eine spezielle
Losung & sowie eine Basis by, bs, b3, by, b5 fiir den Losungsraum des assoziierten homogenen
Systems ab:

10 -2 -3 —6 -7 -8
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
11 0 0 —4 -9 0
Sl b=t o |l B2 o | BT o B0
12 0 0 0 0 -5
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Die allgemeine Losung ist daher von der Form
T 10 —2 -3 —6 -7 -8
T 0 1 0 0 0 0
x3 0 0 1 0 0 0
78 I N 0 0 —4 -9 0
== 1o + 51 0 + 52 0 + S3 1 + 84 0 + S5 0
T 12 0 0 0 0 =5
x7 0 0 0 0 1 0
xg 0 0 0 0 0 1




wobei 51, S9, 53, 54, 55 € R. Weiters ist ¢: R® — L,

10

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.
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3 =5 0 0
-1 2 0 0
-1 _
und erhalten C~ = 0 0 5 7
0o 0 -2 3

ZU AUFGABE 14.4. wir verwenden das Eliminationsverfahren, um die Inverse von A zu
bestimmen

12 01 00 1 0| 1
2 3 20010 122
1
1
0
0

0 0 12 0|1 0 O
1 0)~101 =212 —-10
0 2 10 0 1 0 01 00 5|]—-4 2 1

2 0] 1 0 0 1 0015 2/5 —=4/5
~ 1 0/2/5 —-1/5 2/5]~ (0 1 0/2/5 -1/5 2/5
0 1|—4/5 2/5 1/5 0 0 1|—-4/5 2/5 1/5
und erhalten
1/5  2/5 —4/5 1 1 2 —4
At=1(2/5 —-1/5 2/5 | ==-[2 -1 2
—4/5 2/5 1/5 d\o4 2 1
Um eine Matrix X mit XA = B zu finden, multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit
A~1 und erhalten X = BA~!. Daher
37 3 1 1 2 —4
X=1253|=2 -1 2 |=
02 1)2°\-4 2 1

ZU AUFGABE 14.5. Mit Zeilenumformungen erhalten wir

o O =
[ P S
— =

(ol D)= (e D= (6 el D)= (6 B )
- (o 2 n) = (6 A1 s ) = (6 S )
und daher

Al d/D —b/D _ 1/7d —b
—c/D a/D D\—c a )’
Bei obiger Rechnung haben wir a # 0 vorausgesetzt. Ist a = 0, dann muss ¢ # 0 gelten und

eine dhnliche Rechnung fiihrt auf dieselbe Formel fiir die Inverse.

ZU AUFGABE 14.6. Die lineare Abbildung ¢ entspricht der Matrix

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=11 211 )
1 -1 -1 1
d.h. o(v) = pa(v) = Av fiir v € R, oder in Komponenten:
T 1 1 1 1 T r+y+z+w
y|l |1 1 -1 -1 y| |r+ty—z—w
Plz17 11 -1 1 -1 z|l |lz—y+z—w
w 1 -1 -1 1 w r—y—z+w



Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ¢4 genau dann bijektiv ist, wenn A invertierbar ist und,
dass in diesem Fall die Umkehrabbildung der inversen Matrix entspricht, d.h. o' = @4-1.
Mit dem Eliminationsverfahren bestimmen wir daher die Inverse von A:
0
1
-1
0
0
0
1
1

1 1 1 1]1 00 0 1 1 1 1|1 000
1 1 -1 =10 1 0 0 0 0 -2 —2[-1 10 0
1 -1 1 —-10010f[7 0 -2 0 -2-1 010
1 -1 -1 110 00 1 0 -2 -2 0[-1 00 1
1 1 1 1]1 000 1 1 1 1|1 00
o2 =2 o0]-t0oo01|_ [0 -2-2 0]-100
0 -2 0 —2/-1 01 0 0 0 2 -200 01
0 0 -2 —2[-1 10 0 0 0 -2 —2[-1 10

11 1 11 O
0 -2 =2 0|-1 0
0 0 2 =210 0
0 0 0 —4-11

An dieser Stelle sehen wir, dass A tatséchlich invertierbar ist, denn der Rang der linken Seite
ist 4. Durch weitere Zeilenumformungen bringen wir die linke Seite auf die Einheitsmatrix:

11 1|11 00 O
-2 =2 0}-1 0 0 1

1 1 1 o34 1/4 1/4 —1/4
0

00 2 -200 1 -1

0

—2 —2 0[—-1 0 0 1
0 2 o0]1/2 —1/2 1/2 -1/2

Ay

OO =

0 0 —4/-1 11 -1 0 0 0 1]1/4 —1/4 —1/4 1/4
1 1 0012 1/2 0 0
o =20 0-1/2 —1/2 172 1/2
0 0 1 0/1/4 —1/4 1/4 -—1/4
0 0 0 1|1/4 —1/4 —1/4 1/4
100 0[1/4 1/4 1/4 1/4
oo o 14 14 —1/4
001 0/1/4 —1/4 1/4 —1/4
000 11/4 —1/4 —1/4 1/4
Somit
11 1 1\ " 11 1 1 x THY+ 24w
1 1 -1 -1 11 1 -1 -1 Syl ety —r-w
1 -1 1 -1 “1|1 -1 1 -1 ud o Sy ey e —w
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 w rT—y—z+w

ZU AUFGABE 14.7. Wir fassen die Eckensumme als lineare Abbildung auf:

a e b+c+d 0111 a
b f a+c+d 1011 b

4 4 _ _
R* =R, o gl la+b+d 1101 c
d h 1110 d

a+b+c
8



Mit dem Eliminationsverfahren bestimmen wir die Inverse der zugehorigen Matrix:

01 1 11 0 0O 01 1 141 000
101 110 1 0 0 - 101 110 1 0 0
110 110 0 1 O 110 110 0 1 0
1 11 000 0 0 1 33 3 31111
-1 0 0 02/3 -1/3 -1/3 —-1/3
- o -1 0 o0-1/3 2/3 -1/3 —1/3
o o0 -1 0/-1/3 -1/3 2/3 —-1/3
11 1 11/3 1/3 1/3 1/3
-1 0 0 o0[2/3 -1/3 —-1/3 —-1/3
- o -1 0 o0o-1/3 2/3 -1/3 —-1/3
o o0 -1 0-1/3 -1/3 2/3 —-1/3
o o o 11/3 1/3 1/3 -=2/3
1 00 0-2/3 1/3 1/3 1/3
- 010013 -2/3 1/3 1/3
001013 1/3 -2/3 1/3
0o0o0 11/3 1/3 1/3 -=2/3
und erhalten .
0111 -2 1 1 1
1 011 11 -2 1 1
1101 311 1 -2 1
1110 11 1 =2
Die lineare Abbildung oben ist daher bijektiv mit Umkehrabbildung
e a -2 1 1 1 e —2e+f+g+h
Floel_tfr -2 1 1 fl_ 1] e=2f+g+h
g cl 3|11 1 -2 1 gl 3| e+f—29+h
h d 1 1 1 =2 h e+ f+g—2h

ZU AUFGABE 14.8. (a) Die Matrix A ist genau dann invertierbar wenn \ # 0.
(b) Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

2100 2 1 00 2 1 0 0
A3 00 |0 3—A/2 0 0 |0 3—A/2 0 0
00 2 4 0 0 2 4 0 0 1 2
001 A 0 0 1 A 0 0 0 A—-2
Also ist B genau dann invertierbar wenn 3 — A/2 # 0 und A — 2 # 0 gilt, d.h. A # 6 und
A # 2.
(c¢) Mit Zeilenumformungen erhalten wir:
1 789 1 78 9
025 A [025 A
00 3 6 001 2
00 A 4 00 0 4—2\

Also ist C' genau dann invertierbar wenn 4 — 2\ # 0 gilt, d.h. genau dann wenn \ # 2.
9
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Ubungen zu Geometrie und
Lineare Algebra fiir das Lehramt

zusammengestellt von Stefan Haller

Sommersemester 2019 (UE250163)

15. Ubungsblatt fiir die Woche vom 24. bis 28. Juni 2019

AUFGABE 15.1. (a) Beschreibe

1 1 1 -1
1 2 3 -2
H = 1 + S1 3 + S9 5 + S3 ) . 81, 89,83 eR
1 4 9 2
durch eine lineare Gleichung.
(b) Beschreibe
1 1 1 -1
1 -2 -1 3
FE = 11+t —8 +to| =3 +t3] 13 21,00, t3 eR
1 -9 -3 15
1 —10 -3 17

durch ein lineares Gleichungssystem.
AUFGABE 15.2. Zeige durch eine direkte Rechnung, dass
det(AB) = det(A) det(B)
fiir beliebige 2 x 2-Matrizen A und B gilt.

AUFGABE 15.3. (a) Berechne den Flicheninhalt eines Dreiecks ABC, dessen Eckpunkte
folgende kartesische Koordinaten haben:

+(A) = (171) . a(B) = (?) L a(0) = G) .

(b) Gib die Koordinaten eines weiteren Punktes D an, sodass das Dreieck DBC' Flidchenin-
halt 1 hat.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
1


http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.S2019.html
felix
Typewriter
Zur Verfügung gestellt von: 

Stefan Haller 

UE Geometrie und lineare Algebra, SoSe 2019

LV-Nr.: 250163

Fakultät für Mathematik, Universität Wien

Danke! 




AUFGABE 15.4. Berechne folgende Determinanten, einmal mit der Regel von Sarrus und
einmal mit Zeilenumformungen:

010 1 2 3 0 -1 2 111
00 1f, —2 2 2|, -1 2 -1, 1 2 4
100 1 5 7 2 -1 0 139

AUFGABE 15.5. Lose das Gleichungssystem

3r 2y 4z = 1
r —y 42z = 0
dr +2y +3z = 1

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

AUFGABE 15.6. Beschreibe die Ebene

3 1 2
e= 5] +s|2|+t|4]:steRr
7 3 5

durch eine lineare Gleichung. Erklare zwei verschiedene Losungswege: Verwende beim einen
das Kreuzprodukt und gehe beim anderen wie in Aufgabe 15.1 vor.

AUFGABE 15.7. (a) Betrachte die beiden windschiefen Geraden

1 1 0 3
g1 = Ol +t[2]:teR und go = 1 | +t]2]:teR
1 0 -5 1

Bestimme eine Gerade h, die g; und gy orthogonal schneidet.

AUFGABE 15.8 (Normalabstand eines Punktes von einer Ebene). Seien P ein Punkt
und ¢ eine Ebene in R3. Unter dem Normalabstand von P zu ¢ verstehen wir den Abstand

d(P,¢e) := ||F — P||, wobei F' den Fulpunkt des Lots durch P auf e bezeichnet.

(a) Sei e = {x € R®: (n,z) = b} eine Ebene in Normalvektordarstellung mit Normalvektor
0 # n € R3. Gib eine Formel an, die den Normalabstand d(P, e) durch n,b, P ausdriickt
und beweise sie.

(b) Sei € = {Q + sv +tw : s,t € R} eine Ebene in Parameterdarstellung mit linear un-
abhiingigen Richtungsvektoren v, w € R3. Gib eine Formel an, die den Normalabstand
d(P, ) durch @, v, w, P ausdriickt und beweise sie.

Losungshinweise

ZU AUFGABE 15.1. (a) Wir fassen die Richtungsvektoren zu einer Matrix zusammen,
bringen diese mittels elementarer Spaltenumformungen auf reduzierte Spaltenstufenform,

11 -1 1 00 1 0 0 1 0 0
2 3 -2 — 210 - 2 1 0 - 0 1 0
3 5 —2 3 21 0 0 1 0o 0 1}
4 9 2 4 5 6 —-14 -7 6 0 -7 6

und lesen eine lineare Gleichung fiir H ab: H = {z € R : Txy — 623 + v, = 2}.
2



(b) Wir fassen die Richtungsvektoren zu einer Matrix zusammen, bringen diese mittels
elementarer Spaltenumformungen auf reduzierte Spaltenstufenform,

1 1 -1 1 00 1 00
-2 -1 3 -2 11 010
-8 -3 13|~ -8 5 5|~1250
-9 -3 15 -9 6 6 3 6 0
-10 -3 17 —-10 7 7 4 7 0
und lesen ein Gleichngssystem fiir F ab:
—2£L'1 —51’2 +x3 = —6
E=(zeR’| =3z —6x, +24 = -8
—4xy —Tx9 +r5 = —10

ZU AUFGABE 15.2. Bezeichnen wir die Eintragungen der Matrizen mit

A= Q11 a2 und B — bi1 bio :
Q21 A22 ba1  bao

erhalten wir

bi1 + aj9bo1  aq1bis + aiab
det(AB) = det 11011 12021 11012 12022
et(AB) ¢ (azlbll + a2ba1  a21012 + azabao
= (a11b11 + a12b91)(a21b12 + axbas) — (a11b12 + a12b92)(a21b11 + agabor)
= (0116@2 - a12a21)(511522 - 512521)

= det(A) det(B).
Zu AUFGABE 15.3. (a) Wir berechnen

o= o(B) - 2(C) <‘51> w=x(A) - 2(C) = (S)

und erhalten mit der Flachenformel aus der Vorlesung

F(ABC) = %| det(v, w)| = % 5 0

det(4 6)):%]4-9—6-5]:%-6:3.

(b) Wir suchen einen geeigneten Punkt D auf der Geraden durch C' und A und machen
daher den Ansatz (D) = z(C) + Aw mit A € R. Aus der Fldchenformel folgt

F(DBC) = L] det(v, \w)| = 1[Adet(v, w)| = 1| det(v,w)| - [A| = F(ABC)|A| = 3|A.

2 2

Wiihlen wir A = 1/3 erhalten wir (D) = z(C) + 3w = (g) und F(DBC) = 1.
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7U AUFGABE 15.4.

-0-0+1-1-14+0-0-0-0-1-0-1-0-0-0-0-1=1

0

10

0

=—|0 1 0

=0

14+4-30—-10+4+28 -6

8=10 6 8§ =1-6-0=0

6

o - O

— O O

S O -

1

0
0
2

3

1

-2 2 2/=1-2-742-2-14+3-(-2)-5—-1-2-5-2-(-2)-7—3-2-1

7

5

1

-2 2 2/=|0

—1{=0-2-0+(=1)-(=1)-242-(=1)-(-1)

2

—1

—0-(=1)-(=1) = (=1) - (=1)-0-2-2-2

—4

0+2+2-0—-0-28

-2-94+1-4-14+1-1-3-1-4-3-1-1-9-1-2-1

1

18+4+3-12-9-2=2

=1-1-2=2

01 3

3

1

— <t
— ™

— o

ZU AUFGABE 15.5. Fiir die Cramer’sche Regel berechnen wir die Determinanten

1

0
1

=1

1 =1 0

10 2/ =0,

1 2|=-2,

0

—1 2| = -5,

1

und erhalten



Das Eliminationsverfahren liefert

3 2 11 1 -1 210 1 -1 2] 0
1 =1 20 ~[0 5 =5[1|~(f0 1 =1]1/5
4 2 31 0 6 —5|1 0 0 1]-1/5
1 —1 0] 2/5 1 0 0| 2/5
~10 1 0 0 |~[010 0
0 0 1|-1/5 00 1|-1/5

und wir erhalten erneut x = 2/5, y =0, z = —1/5.

ZU AUFGABE 15.6. Das Kreuzprodukt der Richtungsvektoren liefert den Normalvektor

1 2 —2
21 x (4] =11
3 5 0

der Ebene und wir erhalten die Darstellung
e={r eR®: -2z, + 2y = —1}.

Alternativ fassen wir die Richtungsvektoren zu einer Matrix zusammen, bringen diese
mittels Spaltenumformungen auf reduzierte Spaltenstufenform,

1 2 1 0 10
2 41 ~12 0 |~[(20
3 5 3 —1 0 1

und lesen eine Gleichung der Ebene ab: ¢ = {x € R : —2x1 + 25 = —1},

ZU AUFGABE 15.7. Da h normal auf g; und ¢, steht muss A Richtungsvektor

1 3 2
21 x (2] =|-1
0 1 —4

haben. Da h die Gerade g; schneidet muss h in der Ebene

1 1 2
€= 0)+t|2]+s|-1]:5teR;={recR®: 8 — 4wy + 5z3 = 13}
1 0 —4

liegen. Wir schneiden € mit g, und erhalten den Schnittpunkt



Schneiden wir h mit ¢g; erhalten wir den Schnittpunkt

Zu AUrGABE 15.8. (a) Das Lot durch P auf ¢ kann durch die Parameterdarstellung
{P +tn : t € R} beschrieben werden. Um den FuBipunkt F' des Lots zu erhalten schneiden

wir das Lot mit der Ebene und erhalten (n, P 4 tn) = b. Daher F' = P +tn mit t = b]iﬁ"ﬁ.

Fir den Normalabstand erhalten wir

[{n, P) = b|
Inll

d(P,e) = || = P| = [[tn]| = [t][[n]l =

(b) Da v x w Normalvektor der Ebene ist haben wir
e={rcR®: (vxwz)=wxwQ)}
Aus (a) erhalten wir daher
wxwP-Q) |det(v,w,P—Q)
loocwll VlolPw]? = (o, w)*
Beachte, dass im Zahler das Volumen des Parallelepipeds mit Ecken @, Q +v,Q 4w, P,Q +
v+w,P+v,P+w, P+ v+ w steht und im Nenner der Flidcheninhalt der Seite mit Ecken

Q,Q+v,Q+w,Q+v+w; der Quotient stimmt daher mit der entsprechenden Hohe iiberein,
d.h. mit dem Normalabstand.

d(P,e) =




