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AUFGABE 14.1. Bestimme alle Losungen folgender Gleichungssysteme:

(a)

—r =2y +4dHz = -2
2v 46y —16z = 2
3r. +9y —23z = 4
(b)
2.%1 +4.T2 +6l’3 8374 = 16
—2$1 —4ZB2 —5ZE3 —?)ZL’4 = -9
—31'1 —6[E2 —71’3 —25E4 = —4
(c)
—I1 —+X9 —x3 —21’4 = =5
—31'1 +5ZL‘2 —31‘3 —21'4 = -5
3£L'1 +4ZE3 —|—]_5£L'4 = 34
AUFGABE 14.2. (a) Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems
31’1 —3.1'2 —3.1'3 —12.]74 —12.1'5 = 21
r1 —3xy —dry —18xy —20x5 = —41
2I1 —X2 +2$3 +31’4 +6LL’5 = 15
—T1 +3[L’2 +4Z‘3 +16JI4 +17[L’5 = 35

und beschreibe den Losungsraum durch eine Parameterdarstellung. Gib auch ein minimales
lineares Gleichungssystem fiir den Losungsraum an.
(b) Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

T +2JI2 +3[L’3 +6I’5 71’7 +8$8 = 10
Ty —|—4JZ5 +91’7 = 11
T +5ZL‘8 = 12

und beschreibe den Losungsraum durch eine Parameterdarstellung.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 14.3. Bestimme die Inversen folgender Matrizen:

1 0 0 0 1 2 3 4 2 5 00
02 00 01 2 3 1 3 00
A=10 03 0l B=10 01 2| C=1l003 7
0 0 0 4 0 0 01 0 0 2 5
AUFGABE 14.4. Betrachte die beiden Matrizen
1 2 0 3 7 3
A=12 3 2 und B=12 5 3
0 2 1 0 2 1

Bestimme die Inverse A~! sowie eine Matrix X, fiir die XA = B gilt.

AUFGABE 14.5. Sei A = <Z g) eine 2 x 2-Matrix mit D := ad — bc # 0. Verwende das

Eliminationsverfahren, um die Inverse von A zu bestimmen und bestédtige damit erneut die

bekannte Formel
1 /d —-b
71 .
AT = D (—c a ) .

AUFGABE 14.6. Zeige, dass die lineare Abbildung

T r+yt+z+w

. T4 4 Yyl _|rty—z—-w
p: R* — R*, el2 | = Tyt r—w|

w r—Yy—z+w

bijektiv ist und bestimme die Umkehrabbildung.

AUFGABE 14.7. Zeige, dass eine 2 x 2-Matrix A = (CCL Z) durch ihre Eckensummen

e:=b+c+d
f=a+c+d
g=a+b+d
h:=a+b+c

eindeutig bestimmt ist und driicke die Eintragungen von A durch e, f, g, h aus. Gibt es zu
beliebig vorgegebenen Zahlen e, f, g, h stets eine Matrix A mit diesen Eckensummen?

AUFGABE 14.8. Fiir welche Werte von A sind folgende Matrix invertierbar:

10 0 2100 178 9
A3 00 0 2 5 A
A:g(z)g, B=lo o024 ““loo3 s
00 1 A 00 X 4
Hinweis: Verwende Zeilenumformungen, um die Matrzien auf Zeienstufenform zu bringen.
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Losungshinweise

ZU AUFGABE 14.1. Ad (a): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
erhalten wir:

-1 -2 5 |-2 1 2 —5|2 1 2 -5 2
2 6 —-16/2 | ~1|0 2 —6|-2]~1[(0 1 =3/-1
3 9 =234 0 3 —8|-2 00 1]1

1 2 0|7 1 0 0}3

~ 10 1 021~ |0 1 0]2

0 0 1j1 0 0 1j1

Die letzte Matrix entspricht dem System:

x = 3
y =2
z =1
x 3
Die eindeutige Losung lautet daher [y | = | 2
z 1
Ad (b): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten wir:
2 4 6 8|16 1 2 3 48 1 2 3 48
-2 -4 -5 =3-9]~[0 01 5|7T]~10 0 1 5|7
-3 =6 =7 =2|—4 0 0 2 1020 0 0 0 0|6
Die letzte Matrix entspricht dem System:
r1 +2x9 +3x3 4z, = 8
T3 +5JI4 =7
0 =6

Das System besitzt daher keine Losung.
Ad (c): Durch Zeilumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten wir:

-1 1 -1 =-2|-5 1 -1 1 2|5
-3 5 =3 =2|1-5]~ |0 2 0 410
3 0 4 15|34 0 3 1 919
1 =1 1 2/5 1 -1 0 —11 1 0 0 1|6
~ 10 1 0 25]~10 1 0 25]~1[01 0 25
0 0 1 34 0O 0 1 3|4 0 01 34
Die letzte Matrix entspricht dem System
T +x4 = 6
To +2x4 = 5

r3 +3xy = 4



Wir lesen eine spezielle Losung £ sowie eine Basis b; fiir den Losungsraum des assoziierten
homogenen Systems ab:

6 -1
D -2
5 - 4 ) bl _3
0 1
Die allgemeine Losung lautet daher:
T 6 —1
T9 . 5 -2
o | T 4] T =3
T4 0 1
Dabher ist
6 -1
) -2
¢: R — L, o(s) == 4 + s RYE
0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.

ZU AUFGABE 14.2. (a) Durch Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
erhalten wir:

-3 -3 —-12 -12|-21 1 -1 -1 -4 —4|-7
-3 =5 —18 =20} 41 0 -2 —4 —-14 -16|-34
-1 2 3 615 ] 7o 1 4 11 1429
-1 3 4 16 17|35 0 2 3 12 13|28

N — W

1 -1 —1 —4 —4|-7 1 -1 -1 —4 —4]-7
o1 2 7 st o127 8|17
0 0 2 4 6|12 00 1 2 3|6
0 0 -1 —2 —3|-6 00 0 0 0|0

1 -1 0 -2 —1]-1 100 1 1]4

01 0 3 2|5 010 3 25

1o 0o 1 2 3|67 loo0o 12 36

00 0 0 0f0 000 0 00

Ein minimales lineares Gleichungssystem fiir L lautet daher:

€1 +24 +xr5; = 4
To +3x4 +2x5
T3 +2.’L’4 —|—3l'5 = 6
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Wir lesen eine spezielle Losung £ sowie eine Basis by, b, fiir den Losungsraum des assoziierten
homogenen Systems ab:

4 —1 —1
D -3 —2
e=lo]. b=|-2]. b=|-3
0 1 0
0 0 1
Die allgemeine Losung ist von der Form
I 4 —1 —1
T 5 -3 —2
z3 | =6 +s1 | 2| +s9| -3 )
T4 0 1 0
T5 0 0 1
wobei 51, 59 € R. Weiters ist
4 —1 —1
< ) -3 —2
¢:R* > L, ¢(;):: 6 +si|—-2]+s2]-31,
2 0 1 0
0 0 1

eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.

(b) Das System liegt bereits in reduzierter Zeilenstufenform vor. Wir lesen eine spezielle
Losung & sowie eine Basis by, bs, b3, by, b5 fiir den Losungsraum des assoziierten homogenen
Systems ab:

10 -2 -3 —6 -7 -8
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
11 0 0 —4 -9 0
Sl b=t o |l B2 o | BT o B0
12 0 0 0 0 -5
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Die allgemeine Losung ist daher von der Form
T 10 —2 -3 —6 -7 -8
T 0 1 0 0 0 0
x3 0 0 1 0 0 0
78 I N 0 0 —4 -9 0
== 1o + 51 0 + 52 0 + S3 1 + 84 0 + S5 0
T 12 0 0 0 0 =5
x7 0 0 0 0 1 0
xg 0 0 0 0 0 1




wobei 51, S9, 53, 54, 55 € R. Weiters ist ¢: R® — L,
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eine Bijektion, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums L.
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7ZU AUFGABE 14.3. A~ ! = (

0
0
1 0 |’
1/4
Wir verwenden das Eliminationsverfahren, um die Inversen von B zu bestimmen
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3 =5 0 0
-1 2 0 0
-1 _
und erhalten C~ = 0 0 5 7
0o 0 -2 3

ZU AUFGABE 14.4. wir verwenden das Eliminationsverfahren, um die Inverse von A zu
bestimmen

12 01 00 1 0| 1
2 3 20010 122
1
1
0
0

0 0 12 0|1 0 O
1 0)~101 =212 —-10
0 2 10 0 1 0 01 00 5|]—-4 2 1

2 0] 1 0 0 1 0015 2/5 —=4/5
~ 1 0/2/5 —-1/5 2/5]~ (0 1 0/2/5 -1/5 2/5
0 1|—4/5 2/5 1/5 0 0 1|—-4/5 2/5 1/5
und erhalten
1/5  2/5 —4/5 1 1 2 —4
At=1(2/5 —-1/5 2/5 | ==-[2 -1 2
—4/5 2/5 1/5 d\o4 2 1
Um eine Matrix X mit XA = B zu finden, multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit
A~1 und erhalten X = BA~!. Daher
37 3 1 1 2 —4
X=1253|=2 -1 2 |=
02 1)2°\-4 2 1

ZU AUFGABE 14.5. Mit Zeilenumformungen erhalten wir

o O =
[ P S
— =

(ol D)= (e D= (6 el D)= (6 B )
- (o 2 n) = (6 A1 s ) = (6 S )
und daher

Al d/D —b/D _ 1/7d —b
—c/D a/D D\—c a )’
Bei obiger Rechnung haben wir a # 0 vorausgesetzt. Ist a = 0, dann muss ¢ # 0 gelten und

eine dhnliche Rechnung fiihrt auf dieselbe Formel fiir die Inverse.

ZU AUFGABE 14.6. Die lineare Abbildung ¢ entspricht der Matrix

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=11 211 )
1 -1 -1 1
d.h. o(v) = pa(v) = Av fiir v € R, oder in Komponenten:
T 1 1 1 1 T r+y+z+w
y|l |1 1 -1 -1 y| |r+ty—z—w
Plz17 11 -1 1 -1 z|l |lz—y+z—w
w 1 -1 -1 1 w r—y—z+w



Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ¢4 genau dann bijektiv ist, wenn A invertierbar ist und,
dass in diesem Fall die Umkehrabbildung der inversen Matrix entspricht, d.h. o' = @4-1.
Mit dem Eliminationsverfahren bestimmen wir daher die Inverse von A:
0
1
-1
0
0
0
1
1

1 1 1 1]1 00 0 1 1 1 1|1 000
1 1 -1 =10 1 0 0 0 0 -2 —2[-1 10 0
1 -1 1 —-10010f[7 0 -2 0 -2-1 010
1 -1 -1 110 00 1 0 -2 -2 0[-1 00 1
1 1 1 1]1 000 1 1 1 1|1 00
o2 =2 o0]-t0oo01|_ [0 -2-2 0]-100
0 -2 0 —2/-1 01 0 0 0 2 -200 01
0 0 -2 —2[-1 10 0 0 0 -2 —2[-1 10

11 1 11 O
0 -2 =2 0|-1 0
0 0 2 =210 0
0 0 0 —4-11

An dieser Stelle sehen wir, dass A tatséchlich invertierbar ist, denn der Rang der linken Seite
ist 4. Durch weitere Zeilenumformungen bringen wir die linke Seite auf die Einheitsmatrix:

11 1|11 00 O
-2 =2 0}-1 0 0 1

1 1 1 o34 1/4 1/4 —1/4
0

00 2 -200 1 -1

0

—2 —2 0[—-1 0 0 1
0 2 o0]1/2 —1/2 1/2 -1/2

Ay

OO =

0 0 —4/-1 11 -1 0 0 0 1]1/4 —1/4 —1/4 1/4
1 1 0012 1/2 0 0
o =20 0-1/2 —1/2 172 1/2
0 0 1 0/1/4 —1/4 1/4 -—1/4
0 0 0 1|1/4 —1/4 —1/4 1/4
100 0[1/4 1/4 1/4 1/4
oo o 14 14 —1/4
001 0/1/4 —1/4 1/4 —1/4
000 11/4 —1/4 —1/4 1/4
Somit
11 1 1\ " 11 1 1 x THY+ 24w
1 1 -1 -1 11 1 -1 -1 Syl ety —r-w
1 -1 1 -1 “1|1 -1 1 -1 ud o Sy ey e —w
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 w rT—y—z+w

ZU AUFGABE 14.7. Wir fassen die Eckensumme als lineare Abbildung auf:

a e b+c+d 0111 a
b f a+c+d 1011 b

4 4 _ _
R* =R, o gl la+b+d 1101 c
d h 1110 d

a+b+c
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Mit dem Eliminationsverfahren bestimmen wir die Inverse der zugehorigen Matrix:

01 1 11 0 0O 01 1 141 000
101 110 1 0 0 - 101 110 1 0 0
110 110 0 1 O 110 110 0 1 0
1 11 000 0 0 1 33 3 31111
-1 0 0 02/3 -1/3 -1/3 —-1/3
- o -1 0 o0-1/3 2/3 -1/3 —1/3
o o0 -1 0/-1/3 -1/3 2/3 —-1/3
11 1 11/3 1/3 1/3 1/3
-1 0 0 o0[2/3 -1/3 —-1/3 —-1/3
- o -1 0 o0o-1/3 2/3 -1/3 —-1/3
o o0 -1 0-1/3 -1/3 2/3 —-1/3
o o o 11/3 1/3 1/3 -=2/3
1 00 0-2/3 1/3 1/3 1/3
- 010013 -2/3 1/3 1/3
001013 1/3 -2/3 1/3
0o0o0 11/3 1/3 1/3 -=2/3
und erhalten .
0111 -2 1 1 1
1 011 11 -2 1 1
1101 311 1 -2 1
1110 11 1 =2
Die lineare Abbildung oben ist daher bijektiv mit Umkehrabbildung
e a -2 1 1 1 e —2e+f+g+h
Floel_tfr -2 1 1 fl_ 1] e=2f+g+h
g cl 3|11 1 -2 1 gl 3| e+f—29+h
h d 1 1 1 =2 h e+ f+g—2h

ZU AUFGABE 14.8. (a) Die Matrix A ist genau dann invertierbar wenn \ # 0.
(b) Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

2100 2 1 00 2 1 0 0
A3 00 |0 3—A/2 0 0 |0 3—A/2 0 0
00 2 4 0 0 2 4 0 0 1 2
001 A 0 0 1 A 0 0 0 A—-2
Also ist B genau dann invertierbar wenn 3 — A/2 # 0 und A — 2 # 0 gilt, d.h. A # 6 und
A # 2.
(c¢) Mit Zeilenumformungen erhalten wir:
1 789 1 78 9
025 A [025 A
00 3 6 001 2
00 A 4 00 0 4—2\

Also ist C' genau dann invertierbar wenn 4 — 2\ # 0 gilt, d.h. genau dann wenn \ # 2.
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